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ö  r  w  0  r  t* 


Die  loxodromische  Linie  od^^i^ 'dlJe^Khumi) -'Linie,  worunter 
nan  Ave  Lini^  ätif  der  Erdoberflftcbe  versteht,  welche  alle' Meri- 
diane der  Erde  unter  gleiobetf  V^^lceln  schneidet,  ist  bekanntlich 
Vorzugsweise  fOr  dfen  Seemann  vofi  Wichtigkeit.  Auf  einer  sot* 
eben  Linie  legt  nSml ich  das  Schiff  seinen  Weg  zurfick«  so  lange 
es  denselben  Cnrs  beibehält;  und  die  Lehre  von  der  loxodromi- 
schen Linie  muss  daher  allen  Sichiffsrecbnungen',  welche  sich 
darauf  beziehen,  mittelst  des  Logs  und  des  Kompasses  den  Ort 
des  Schiffes  zu  bestimmen,  zu  Grunde  gelegt  werden:  wenn  man 
nicht,  wie  es  bei  der  sogenannten  Plan-Scbifffahrt  geschieht, 
sich  mit  einer,  nicht  allgemein  ausreiehtnden,  Näbernngsrecbnung 
begnögen  will,  indem  man  die  Obefflacjie  der  ^rje  .;als  eie^i  Ebene 
und  die  gesegelte  Distanz  als  eine  grade  Linie  betrachtet.  Wäh- 
rend derjenige  Theil  der  Nautik,  welcher  sich  damit  beschäftigt, 
durch  Messungen  am  Himmel  den  Ort  des  Schiffes  zu  bestimmen, 
oder  die  sogewam^ei'KiatlscheAstrotibnile,  schan  vielfaöb  nnil  zum 
Theil  mit  hinirelcbeDder  Ausfirtirlielikeit  behandelt  wordi^n  ist,  hat 
man  4lei^jeiiigen  Thcile  der  Mautlk;*>Welcher  sich  mit  j^ner  anderem 
AttderOftsbestniiMnii^  hcbchftftigt,  bisher  «ierhittnissmSssig  eine 
Th«U  XXXIL  1 
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I 
SU  geringe  Beachtung  geschenkt,  und  es  ßnden  sich  in  den  Schiff- 
fahrtsIehrbQchern  nur  einzelne  dahin  gehörende  Aufgaben«  welche 
vorzugsweise  auf  der  See  Anwendung  ßnden.  Wenn  daher  über- 
haupt fär  die  Gelehrten  eine  wohl  begründete  Aufforderung  vor- 
handen ist 9  diesem  sehr  wichtigen  Theile  der  Nautik  mehr  als 
bisher  ihre  Kräfte  zu  widmen,  so  dörfte  diese  bei  der  in  der 
jetzigen  Zeit  wohl  ziemlich  allgemein  anerkannten  Bedeutung, . 
welche  die  Herstellung  einer  Flotte  für  Deutschland  hat,  beson- 
ders den  deutschen  Mathematikern  nahe  liegen,  und  ich  glaube 
dah^r  nicht  mit  Unrecht  bei  einem  Versuche,  die  im  Allgemei- 
nen hinreichend  ausgebildete  Theorie  der  Curven  doppelter  Krüm- 
mung an  einer  speciellen  Curve  muglichst  vollständig  zu  erläutern, 
die  lozjpdromische  Linie  zum  Gegenstande  meiner  Untersuchung 
gewährt  zu  haben. 

In  der  neueren  Zeit  hat  allerdings  schon  Granert  in  seiner 
„Lozodromischen.  Trigonometrie,  Leipzig,  1849^  die 
loxodromlsche  Linie,  auch  mit  Rücksicht  auf  die  Abplattung  der 
Erde,  einer  soiffftlligeren  Behandliog  unterworfen,  er  hat  aber 
die  Theoiie  dieser  iLinien  jn  jiener  Schrift.  bauptciäohKch  nur  so 
weit  verfolgt,  als  es  für  seine  Aufgabe,  die  Auflösung  des  soge- 
nannten lozodromischen  Dreiecks,  erforderlich  war.  Ich  habe  es 
in  der  vorliegenden  Abhandlung  versucht,  diese  Theorie  mSglichst 
zu  vervollständigen.  So  lange  die  Foimeln  nicht  zu  complicirt 
worden,  habe  ich  auch  die  Abplattung  der  Erde  in  Betracht  ge- 
zogen; aus  den  für  das  ..Sphärpid  gefufidenen,, Formel»  habe  ich 
dann,  die  Abpluttung  gloicji- Null  sift^end^  diß  enlsprecben4eQ 
Formetn  für  die  Kugel  abgeleitet,  midendlicli  habe  ich  in  Bezog 
auf  die  Kugel  die  Theorie  der  lozodromischen, Lji^ie  jn  .den  Thqif 
len  ergänzt.  In  weleben  siß  i|iit  Riicksicht  auf  die  ^pbäroidische 
Gestalt  der  Erde  we^n  der  erfpr4erlichen  Einfachheit  der  For- 
meln nicht  verfulgt  werden  durfte. 


Die  It/todromische  Linie  auf  dem  Sphlroid. 
■       ^§.  1. 


De^k^  wir,  ^w  die  »Erde  Amh  UmdrehiDg  ciaer  fillipse  ite 
«llife  «kleifiQ  Aw  eiit(ifc9li4e»;  der  iPnnkt ^  (TaLL  Eig^Il.)  sei  de^ 
ifine  EfMipfioki  der  kleinen  Axe  oder  idcr  »Pol  4er fBrde?  CBD  nm 
«ip^  Bogen  4^  To*  4er  gt^Mnm  Am  hmAmkmm  iHitioasod* 
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eio  Bogen  des  Aeqoators;  AMB  und  AND  seien  zwei  Quadran« 
ten  der  erzeugenden  Ellipjto  od«r  «wei  Quadranten  der  Meri- 
diane; CMm  sei  eine  auf  der  Oberfläche  der  Erde  gezogene  Cur^e, 
fielclie  ale  Meridiane  unter  demsetbeu  Winkit  ^schneidet,  «der  ^ine 
lozodrpmische  Linie. 

Bezeichnen  wir  die  hdbe  grosse  Aze  der  beschreibenden 
Ellipse  mit  a,  die  halbe  kleine  Axe  derselben  mit  b\  den  Winkel« 
welchen  die  Normale  des  Erdellipsoids  in  einem  Punkte  M  mit 
der  Ebene  des  Aicqoalors  bildet,  oder  die  geograplnscbe  *Brtiie 
eines  Punktes  M^  mit  fp\  den  Winkel»  welciien  dcjr  durcb  den 
Punkt  M  gehende  Meridian  mit  dem  als  ersten  angenommenen 
Meridiane  AC  bildet«  oder  die  geogri^phische  Länge  des  Punktes 
M9  mit  ^;  den  Winkel«  unter  welchem  die  loxodromische  Linie 
jeden  Meridian  schneidet«  oder  d^n  Winkel  Cüfi^  nüt  6;  epdlic^ 
den  elliptischen  Bogen  BM  mit  tf. 

Denken  leir  uns  nun  durch  M  eine  mit  dem  Aequator  paral- 
lele Ebeae  gelegt,  wekhe  die  zwis(Bhen  ideS  tieftden  Quadranten 
AB  und  AD  enthaltene  Oberfläche  in  MN  schneidet,  so  ist  der 
Bogen  MN  ein  Kreisbogen«  welchen  der  Punkt  JV  bei- der  Dto» 
hung  der  Ellipse  beschreibt,  und  der  Halbmesser  dieses  Bogens 
ist  die  Abscisse  des  Punktes  M^  wenn  man  in  der  Ebene  der 
Ellipse  die  grosse  Axe  derselben  zur  Abscissenaze  und  die  kleine 
Axe  derselben  zur  Ordinatenaze  nimmt.  Bezeichnen  wir  diAer 
die  Abscisse  des  Punktes  M  mit  |,  so  konnex  wir  setzen: 

wo  anter  A'^>  die  Veränderung  derLäqg^  ^  verstanden. wird.  I># 
nun  ferner  DN  =:  BM  ist,  so  ist  Nm  in  Bezug  auf  die  lozodro- 
mische  Linie  die.  zu  de»  Veränderung  iirfin  ^^  gehörige,  mit  Ac  sv 
bezelchpende,  Veränderung  des  Bogens  llüf ,  und  wir  erhalten 
daher,  wenn  wir  die  verschiedenen  Veränderungen  als  unendlich 
klein,  und  somit  das  im  Punkte  JV .  rechtwinklige  Dreieck  JlfiVni 
als  ein  gradliniges  betrachten«  fSr  die  lozodromisc&e  Linie  die 
Gleichnng:  ,  -  : 

1)  }^'^^\^^:da 


Bezeichnen  wjr  die.  CootdiaaAen  qpis^f^r.jBinpse  in  Bezug  .«of 
die  grosse  und.  kleine  Aäai  tnÜ  \iiAVtt  so  haben  wir  fBr  dieselbe 
die  Gleichnng: 
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da  nuD  ip  der  Winkel  i«t,   welchen  die  Normale  der  Eilip»e  mit 
der  Aze  der  £  macht,  so  haben  wir: 

Mi  wentf  wir  den  Werth  von  ^|  aus  der  Gleichung  2)  heetimroen, 
so  erliälten  wir  hieraus: 

Aus  dieser  Gleichung  ergiebt  sich  aber  mit  Hölfe  der  Gleichung  "2): 

a*,cosy ^ fcg.siny  . 

^=^a«.cos(p?^  +  A».«in<p«'     ^"VÖ^-cos^^  +  Ä^^in^«/ 

odet,  wenn  wir 


setzen : 


^ g.cosy  ^ i^.Rinfp 

^"V'l-e^sin^»'     ^""öVI^Asinip*' 


H^eraus  erhalten  wir  ferner: 

>         .,         6«^      Bmq>.d<p  ,^      Ä«         cosy.rfy      . 

«    (!-«». 8in<p«)»      ,  "    (I-e».8in,<p«)» 

folglich,  da  <?<»*= rf|*+d£*  «8t, 

a(l-g«)dy 
atf  = ;• 

(1— e«.«ing)T 

Substitniren  wir  die  filr  {  und  da  aufgestellten  Werthe  in  die 
Gleichung  1),  so  erhalten  wir  als  Gleichung  der  loxodromisehen 
Linie: 

,3)  ^»=»^eos»(l-e«.sipy*)' 

oder  da 
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rfffl=: 

^       co«g> 
ist: 

eine  andere,  nicht  ganz  80  eiofacbe,  aber  rein  analytische  Ab-- 
leitttAg  dieser  Gleichung  bat  Gran  er t  gegeben  in  seiner  Schrift 
»»Lozodromische  Trigonometrie'S  S.  18.  ff. 

§.  3. 
Zerlegen  wir«   um  diese  Glei^^hung  asu  integriren,,  den  Bruch 

71 : — sTTi i — : — «;  iH  Parti  albrüche,  do  erhalten  wir,  in- 

dem  wir  setzen: 

1 ;if  JV 

(1  —  sing)') (1  —  f*.sjn 9*) "" I  —  sin g>* "*"  I— £*.sing)' ' 

die  Gleichung: 

I  i|y  +  iV--(e'ilf+JV)fiany' 

(I— sin V*) (!—«*. «in 9*)""  (1  — sin9*)(l-«».sinv«)  * 

woraus  sich  zur  Uestimniung  von  M  und  N  ergiebt: 

M^N=\,    s«J!f+A  =  0; 
also : 

Wir  erhalten  demnach: 

^ 1  _      1      \         1 e^  I 

(1  —sin v«) (1—  €« . slff 9«) "* r^  )  1 — sUi 9«     l-«».8in9«|' 


Da  ferner 


l-siny«""  2(1— sin  9>)  "»^  2(1  +  slny) ' 

1  _  1  .  1 

I— e*.siD«)« "*  3(l-e.sin9))  "'^  2(1  f  e. ain^) 
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f  feiftflafanietoftlJlt;  rri  B^ag  kdf  die  dort  ans^etiommertc  Cobrdinate 

:r=::|.cos4;   und  ^=5.sinT^ 

ist,  so  ergeben  sich  aits  dferi  in  §."2.  filr'^  iincf  J  gefundenen  For- 
meln in  t3^i]g  imf  jc,  y,  z'die  'Gleichungen:  '" 

g^.cost^.cosy  /i.co.<(i{;.cor9>  -^ 


ö)       <y  = 


.sirt^.coay         /7.t(int^.<;68'^ 


'•»1 


V^a«rcos9*  +  ^* . siii^* "  Vi— «CSiiy«* 
liVir  haben  demnach: 

.   r    .:     '     ',  , 

tg -^f;  =t -  •■  aJ«o    if;r=Arctg^. 

•  '  >  .  .1 

ferner:  .         «    . 

woraus  sich  ergleht:  , .' 

wo  das  positive  oder  negative  Vorzeichen  zu  nehmen  ist,  jenach- 
dem  fp  positiv  oder  negativ  Ist,  d.h.  jenachdem  der  Punkt,  auf 
welchen  sich  die  Breite  9  bezieht,  auf  der  positiven  oder  negati- 
va* ttUfte  der  Okevflfiche  *eÄ  EhltellipadW»  Hegt  .1 

Substituiren   wir  die  für.+  und  sin  9  gefundenen  Werthe  in 

die  Gleichung  4),  go  erhalten  wir,  da  /.tg(45«+j9)  äJ/.JA^I-^ 

.  *  —sin  a> 

ist,  für  die  Projectiqp  des  sich  auf  der  positiven  Hälfte  des  Erd- 

ellipsoids   hefiadiicheu  theiU  di^r  lo^odromischeo  Linie  auf  der 

Ebene  der  orydie  Gleichung: 
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ond  f&r  die  Projection  des  sich  auf  der  negativen  Uälfke  des  Erd- 
ellipsoids  beGndlichen  Theils  auf .  derselben  Ebene  erhalten  wir 
die  Gleichuns:: 


vieBo  wir  di&' Constaole  C  gleich  NutI  setzen,  indem  wir  anneh- 
men« dass  der  erste  Meridian  durch  denjenigen  Punkt  des  Aequa- 
lors  gehl,  in  we^hefn  die  ioxod römische  .Linie  den  ^ef sator 
wilNieidQt,    :  :.  .  «     I  ,: 

Da  sich  ferner  aus  den  fGr  tg.tf;  und  »mtp  aufgestelften  Aus- 
drucken mit  Hülfe  der  Gieichung  5)  ergiebt,  dass 

^        Si«1i;qg:>:     y.  ■     ;-=3^— y~^--7^«  ^ 

ist,  so  erhalten«  wie  >för  die Pfojectittse«  :4er  lexodrofnischen  Linie 
auf  die  Ebenen  det  xz  und  ^z  die  beiden  Gleichungen: 

. .      8) ;  -  • 

.   ■;■  ■  .    ■■>      '  '     I.    .•    ■    -4* 

cotgÖ.Arc.cos^;jj^=== 

dttge.Are.sin — -  ^  ' 
_      Vg(l-«^)4-<^*-f«_,^  ,  V6»(l— g')-^e^-|■<;l     ' 
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{.  6.  * 

Denken  wir  un»  auf  einer  Curve  im  Räume  zwei  Pankte» 
deren  Coordhaten  in  Bezug  adf  die  Axeti  der  Jt^  der^  und  der  s 
wir  refl^>ecfwe  durcft  u,  9,  to  nnd  tfrfrV/ii,  v+Jv,  w  +  Jw  be* 
zeichnen  wollen,  durcli  eine  Seltne  verbunden,  so  sind  die  Glei- 
chnngeft  der  Pr^jectioiien  dieser- ISeline  auf  die  Ebenen  der  üks 
undjtfz  offenbar^ 

Rückt  nun  der  zweite  Punkt  dem  ersten  unendlich  nahe,-  sd 
nähert  sich  die  Sehne  immer  mehr  einer  bestimmten  Lage/ weteb« 
die  der  Tangente  derCurve  im  Punkte  (ti,  v,  w)  ist.  Zu  gleicher 
Zeit  nähern  sich  aber  die  Projectionen  des  zweiten  Punktes  den 
Projectionen  des  ersten  auf  denselben  Ebenen,  und  die  Projectio- 
nen der  Sehne  nähern  sich  bestimmten  Lagen,  welche  die  der 
Tangenten  der  Projectionslinien  sind.  Folglich  sind  die  Tangen- 
ten der  Projectionslinien  die  Prejectioden  von  der  Tangente  der 
gegebenen  Curve,  und  da  nach  dem  eben  Er5rterten  die  Tangen- 
ten der  Projectionslinien  durch  die  beiden  obigen  Gleichungen 
bestimmt  werden,  wenn  in  denselben  du,  dv,  dw  respective  f&r 
JUf  z/e,  Jw  gesetzt  werden,  so  haben  wir  auch  für  die  Tangente 
der  Curve  im  Räume  das  System  der  beiden  Gleichungen: 

du ,         .  ,        dv  , 

wo  -j-  und  -T~  die  Werthe  der  aus  den  Gleichungen  der  Curve 

dx       ,  dy 
entwickelten  Diiferential^uotienten   -j-  und  ^  für  «sstc,  y^v 

und  t=sto  sind. 

Dm*  almi*  di^  GleichüVigen  für  die  Tangente  derMMEodromischen 

Liiiiec  in- eijikem  Pimkte  (if^  e,  tb)  zp  finden^  m^ssc^n.  fvijr  die  Aus- 

dx  dv 

drücke  ßür  die  Differentialqnotienten  ^  und  -^  in  Bezug  auf  die 

lozodromische  Linie  herleitenir  Wir  erhalten  aus  den  Gleichun- 
gen 6),  wenn  wir  diB~  Grß^cin  :r,  y ,  2  in  Bezug  auf  %f  als  nnab- 
h&n^^  VlkfifJ^lediferen^iren: 
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m^4m  MUtpiOfd  imm^  tmf  der  K^ei.  U 

dfp 
8U  ^. con^^ii^,  €08  ^*  i- &^.  aiD  9*} -hü^.  C09  ^  8i9'f^ « ;^  . 


^"^  Oi^.co8g>*+fc*.8liig^Vtf*^eo89«+6*.8iii>« 

,  co8^.co89(a*.co89^-KA**ain9P*)— 6*.sin^.sin9>.-T- ' 

"=    fl«  '  ■    —V:J^i 

^^  (c».co89»+6«.siDy«)V"c«.co8g>»+6».sing>» 

^_         . fi^6*,cosy ^^  ^9. 

^I'""         (io^co89«  +6«8in9)«) V^ .cos 9«  +  *^. sio  9* '  ^i' ,      * 

■nd  da  aacb  den  PriaciipieD  der  DiffereDtialrechpung 

dx^dx^dx       d^ rfy  .  di 

dz       d^  '  c2^  *     f/z       d^ '  drp 

ist,  fo  ergiebt  siel ;     .  . 

^         8in^.co89(a*.  co8  9*-K  ^'^in  9*)  +  6*,co8  ^.8»tt9>  •  jjl 

«•.C0893^ 

c(cp 
j  cos^.cos  9(a*.  CO89* +6*.8iii  y*)  —  t^.sin  ^.sin^ .  t-: 

*«.C089.3^      : 

da  iMD  ferner  fflr  die  lozodromiscbe  Linie  nach  Gleiobai^  3) 

rfy C08  y(a> .  co8  y^  4-  6* .  8in  y^ 

ist,  80  erhalteo  wir  rflf  dl»  ge8iichteo  Differentialqaotie^tefi  in 
Bezog  anf  diese  L4afe  4'^'P^^"^^I*'*  f 

■     .  .  9) 

ix^     ein  ^^-  cotg  6.  coa  tj;;  i8ii  y tg^,8iii^-|-co8^>8iny 

dx""""  cotg6.co8y  ""  cosy 

djf_      co8^ — cotg6.8ln^.8iny tgS.eoB^ — sio^^.ainy 

Wenn  wir  daher,  die  geograpliiacbe  Breite  dea  Punktee  (u,  t,  w) 
ttit  y  tmft  dte  bälge'  <l68«eIbM  latf  ^y  teagBiebiietid^  die  Gooadi- 
Baten  u,  9,  w  vcMMIg«  der  GMdningee  6)  «od  die  filfferentiil- 
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quotienten    -r-  und.^  vermSge  der  Gleichungen  U)  durch  9  und 

ip  ausdrOcken»  und  d4e  erhaltenen  Ausdrucke  10  die  eben  gefun» 
denen  allgemeinen  Gleichungen  der  Tangente  eubstituiren,  so  er- 
geben sich  fär  die  Tangente  der  lozodromischen  Linie  im  Punkte 
(IC»  V,  to)  drp  Gleichungen: 

10) 

a.co8if;*cos^  tgOsin^-fcos^.siny  (       fl(l — g*)sinyt 

^ ""  Vi— 6*!Ähi^ "*  ,'  '  co8^  "^         } '""  Vl-a«.»iDy«i  ' 

g.sint^.cosy  tg 6co8 tj;— sin i|; . siny  (       a(l — e*)slny> 

^  7  VI- ««.sin 9* "^  C0S9?  I '""Vr-e«.sin9«'  ' 

Wollen  wir  die  Gleichungen  der  Tangente  nicht  durch  die 
geographische  Breite  und  LSnge  des  Punktes  (»»  v,  to),  sondern 
durch  die  Coordinaten  u,  v,  to  selbst  ausdrficken,  so  erhalten  wir, 
da  nach  §.5. 

aho  _         6«V^iH^ 

ist,  nach'4eri  Gleichungen  Ü): 


tg0- 


_      tge .  p  V6*(u«  +  e>)  -f  fl^to«  +a*mc 

und  ebenso  bekommen  wir: 

<fe  "     tgtt .  Vb^u^  +  f>*)  +  u^te^-^ähw , 

»ir  haben  daher  für  die  TangODte  der  loxodromiKeben  Linie  im 
Punkte  (tf,  V,  w)  *ucb  die  beiden  Gletehungen:.      ^    . 
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II) 

5.  7. 

Die  Sehne,  welche  swei  Ponkte 

(jf»  V9IU))  und  (tc-i-^ie«  «i-ifr,  to-f-iito) 

einer  Curve  im  Räume  verbindet,  bildet  mit  den  durch  den  Punkt 
(tc,  o,  ip)  zu  den  positiven  Azen  der  x,  der  y  und  der  z  gezo- 
geneo  Parallelen  Winkel,  deren  Cosinus  offenbar  respective  aue- 
gedrfickt  werden  durch:  * 

%vo  die  doppelten  Vorzeichen  sich  auf  die  beiden  einander  ent- 
gegengesetzten Richtungen  beziehen,  nach  denen  miin  sich  die 
S«hne  gezogen  denfceit  kann» 

Gehen  wir  daher  wieder  zur  Grenze  fiber,  indem  wir  den 
zweiten  Punkt  sich  dem  ersten  unendlich  nahe  rflcken  lassen,  so 
erhalten  wir  Rir  die  Winkel,  welche  die  Tangente  «im  Punkta 
(«,  e,  w)  mit  der  Aze  der  x^  der  y,  und  der  z  bUdet»  wenn  wir 
diese  Winkel  respective  mit  a,  ß  and  y  bezeichnen,  die  allge- 
meinen Gleichungen: 

cos  p  =     /  —       ^^t 

±du> 
cosya»  •,;,.:  ..    >     \ 

wo  die,  dv,  dto  respective  die  Werthe  der  Differentiale  dx,  dg, 
dz  rind,  welche  man  aus  den  Gleichungen  der  Curve  abgeleitet 
drakty  indemuMn«;,  jf,  z  iaIsFoBctioaeiideTselUo  anabhÜB^igen 
Verftndwllcbeii  betraebtiBt.  Siehit  mAn  t  ab  die  nnabhiogige  Vei^ 
aad«rfiöhi»  an,  ao  kann,  man  statt  der  erkaltaiien  Gleiebitpgei 
scbrat^eD^ "      '• 
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i    du 


yRWW 


dv 
R  '      *rftr 


Yi^W+(^)"' 


cofiy  =  - 


^Lir  die  lozoüromisdi'e  Linie  \si  nun  nach  den 'Formeln -9): 

v">+(:0+(s)'=^:- 

and  wir  erhalten  daher  fiir  dieselbe: 

!coe  a = ^(sin  6sin  if; -f  co^  ^<^o^  ^^111 9) » 
C08/}  =  db(s>n  9co8^--e08^siii^»l»9v), 

•der,  fienh  wir  ftirsin.^,  coa^,  sin^  m4  ce9.9;die.ia  {.  ^  «uF- 
g#8telltM  AüsdrOeke  n^tawx     . 

IV) 


1  mo 

M^p  —  ^  {alnti.ti—a*  rtimd  l 


LS.     ■ 

iliit  Hülfe  «ki  irmkudB.«)  AtA  ^r  nmh  im;^S«UMli^.di0  J;•^ 
flKki  ifür  «».RedüicstiDD  ider  iM>droAii«theo  LkM »«telOtfitoir. 
Oa  di«>Iiiage  d«iifiiiBeoe  eiifir-Cimr»  toh  4oppe|tar  gilBi»«iii»g 
die  Grense  bt,  welcher  alch  die  Länge  dnee  io  dea  CasHifcatM 
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begchrtebeoen  wiiidfchiereii  PclylonatQcks  ohne  Ende  nähert,  wenn 
die  Anzahl  der  Seiten  desselben  nneddrich  vräeh^t,  und  jede  Seile 
unendlich  abnimmt;  so  haben  wir»  wenn  wir  die  Länge  des  Bo- 
geus  einer  Curve  von  doppelter  Krflmmang  tdd  ^nttn'willkOilidie» 
Punkte  aas  mit  t  bezeichnen: 

I  ... 

For  die  lexodrodiische  Linie  haben  wir  nun  nach  den  Formeln  9): 
und  wir  ^hülfen  daher  i 


A  = 


\ 

dz 


qosf^.icossp 


Da  sich  aas  dör  ArÜKifti  der  'Gleibhnngen  6}  durch  Dlflbrenzirunj^ 
ergiebt: 

dz  ^ (flS^tOBfp * 

3q> ""  (a^«.coef^.  +  6*.  ainy*)*  ' 

so  können  irir  »Mi  der  gefiiudenen  Gleichniig  auch  sebceiben ; 

,  ^^  aH^dip        


oder»  wenn  wir  wi^er 


— -=■-—==  e' 


letzeo: 

fl(l  — e<)rfy 


13)  ibs 


cos  6(1  —  c^.siny*)!  * 


Fan  selbst  erhalt  man  hieraus  keinen  geschlossenen  Ausdruck, 
da  das  Integral 


.;f\tr=^> 


.siny^JI  , 

n  den  soMpaiviten  elliptischen, Amptionj^ngehOrt  A^n  kann 
abei  den  Werth  dieses  Integrals  ännShemdt  tiestimmen^  indem 
"An  die  so  Integrireilkde  Funetien  In  eii^e  unendliche  Reihe  ent- 
^Kkdi    Nach  dem  btnoniiscW^ehtsats  Ist  nftmlicbt 
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md  man  erhält 'dahw.:  .    ,  . 

y     dy     _ 

J   (l-«>«.8in.9«»)*"~  .^ 

Nach  einer  bekannten  Redaction^formei  der  Integralrechnung  ist 
nun  allgemein:  «        i      ' 

^  .      .     -  »inop*»-^.co8g>     2ii  — 1^  ,     . ^. 

fBimp^^.Ap^ ^^^-^ 2f^.  __/«!„  ytn-^dy, 

und  vermittelst  dieser  Formel'  kann  man  leicht  alle  Integrale  auf 
der  rechtea  S^ite.  der  geCundenen  Gleichung;  nach  einander  be- 
rechnen. 

Es  ist  nämlich  erstlich»  wie  bekannt: 

/c/g>:=  <p +Con8t, 

folglich  mit' Rücksicht  auf  die  aufgestellte  Reductionsrormel : 

/sing>*.c/9=:  — isin^^.cosy  +  ig)  +  Const, 

13  13 

/sin  g)* .  £^9  =  —  J  sin  9^ .  cosy  —  ^j^  sin^ .  cosig^  +5*1^  +  Const-. 

-  .      -    ,  1   .      »  1«^  «      «  1.3,5  , 

/sin  9*.  r/9  =  — ;  sin  9^.  cos  9  -  j-g  sin  9^.  cosg) —^-j-gsin  9 .  cos  9 

I    3.5         ^    ^ 
+  .274-g9  +  Const., 

ind  so  lassen  sich  auch  alle  jibrigen  ,lntegr(^le  .auf  dex  rechtep 
ieite  unserer  Gleichung  nach  einander  berechnen. 

Will  man  die  Grenze  filr  die  ganze  LSnge  der  lozodromischen 
Linie  auf  der  einen  Hälfte  der  Erde,  etiVa  auf  der  positiven  Seite 
des  Aeqnators  haben»  bo  müaä  man  die'  ^einzelnen  Integrale  zwi- 
schen  den  Grenzeu  0  und  5'njehmeh;  dann  erhält  man;  4a»  fiir 

9=0»  sin9^0»   und»  för  9=0*  cos9  =  0.  wird:  , 
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m^  ätm  BU^ftUa  mml  muf  der  ButH.  17 

_a(l--^  «,^a  1-^3.5  1.3  .3.5.7  1.3.5  ,.      , 

«(!-«•)  »,,  .  3  -  .  3«.5    .  .  3>.6».7   ,  ,      , 


Denselben  Ausdruck  würde  inao  auch  fiir  die  Länge  der  loxo- 
droroischen  Linie  zwischen  den  Grenzen  0  und  — -5  erhalten,  und 

da  sich  das  eine  Ende  der  loxodromisch'en  Linie  deAi  positiren 
Pol»  das  andere  Ende  dem  negativen  Pol  ohne  Ende  n^ert^  so 
nähert  sich  die  Länge  der  ganzen  loxodromiscbeh  Linie  auf  dem 
Brdsphäroid  dem  Werthe: 

«^11      1-t      1-^^      1.3>.5    ^        1>3«.6*,7     ^ 
w«Dn  unter  n  die  Ludolphscbe  Zahl  verstanden  wird. 


(.  9. 

Die  lozodromische  Linie  hat  offenbar  als  eine  Curve  doppel» 
ter  Krümmung  in  jedem  Punkte  unendlich  viele  Normalen;  alle 
diese  Normalen  liegen  aber  in  einer  und  derselben  Ebene,  welche 
man  die  Normalebene  nennt.  Di^  die  Normalebene  in  einem  Punkte 
{n,  9,  ¥>)  auf  der  Tangente  in  diesem  Punkte  senkrecht  steh^ 
so  ist  die  allgemeine  Gleichung  derselben: 

und  wir  erhalten  daher  ßr  die  loxodromische  Linie  ans  dcfn  in 
{.  6«  gefundenen  Wertben  von  -j-  und  ^  als  Gkichnng  der  Npr« 
roalebene  im  Punkte  (ti,  v,  ts): 

TlicU  XXXIt  % 
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6*810  9 

V^o* .  cos  (p^+  6*.  sin  cp^ 

■*■  CQSip  ^      VVrcös^  +  6«  81119*  f        • 

CO»  9  ^*      V««.co8  9«+Ä*.8in9« 

wofiir  wir  aiich  8cbr«iben  kuiraeni 

14) 

tga.c^^— 8lntfy«8io9        tg6.8nii};  +C08ift>8io9 
*"^  cos  9  ^  cos  9 

,  -    e*.8tB9 ^ 


V  a*,  cos 9*  +  6*.  sio 9* 

l>a  das  coiMitfote  Glied  fieser  Gleichung  nur  verschwindet, 
wenn  81*9=0  isti^  so  erhellt»  dass  die  Normalebene  der  loxodro^ 
mischen  Linie,  wenq  die  Abplattung  der  Erde  berficksichtigt  wird, 
nur  för  denjenigen  Punkt»  in  welchem  die  Curve  deo  Aequator 
schneidet  durch  den  Mittelpunkt  des  Ellipsoids  geht. 

§.  10. 

Die  Ebene,  welche  durch  einen  Punkt  (u,  v,  10)  einer  Curve 
doppelter  Krümmung  so  gelegt  wird,  dass  sie  ausser  durch  diesen 
Punkt  noch  durch  zwei  dem  Punkte  (ti,  v,  w)  unendlich  nahe 
liegende  Punkte  der  Curve  geht»  nennt  man  bekanntlich  die  Oscii- 
iationsebene  oder  KrOmmnngsebene  der  €urve  im  Punkte  (u,  e»  to). 
Die  Gleichung  der  Krümmuogsebene  im  Punkte  (u,  e,  w)  ist  offen- 
bar von  der  Form: 

.    (a)  jr(a?^i»)+F(y^»)  +  Z(i-.€i^)  =  0, 

wo  X,  F,  Z  noch  unbekannte  und  au  bestimmende  Go€(Bcienten 
sind.  Diese  Gleichung  muss  auch  stattfinden,  wenn  man  darin 
u  +  du,  v  +  dv,  w  +  dw  respective  ffir  u,  «,  w  setzt,  und  man 
erhält  daher,  wenn  man  von  der  so  sich  ergebenden  Gleichung 
die  Gleichung  (a)  subtrabirt: 

(aO  Xdu+Ydv  +  Zdw=:0. 

Da  diese  beiden  Gleichungen  nun  noch  stattfinden  mfissen,  wenn 
man  darin  f&r 
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ovräem  aMp99td  umd  mif  der  mü.  U 

u,  9,  fo;  dUf  dv,  dw 
respective  setzt: 

u-^-du^  v^düy  to-{-dw\  du+tPu,  dv+d!h,  dw+dho; 

so  erhSit  man  ffir  die  Bestimmang  der  Co^fBcienten  X,  T,  Z 
noch  die  dritte  Gleiehuog: 

iaT)  Xd^u+Tdlh  +  Zdho^O. 

Wenn  man  die  drei  Gleicbangen  (a),  (a')aDd  (a^)  so  mit  einander 
verbindet,  dass  zwei  der  drei  Unbelcannten  X^  T,  Z  eliminirt 
werden»  so  verschwindet  die  dritte  jsn  gleicher  Zeit,  und  man  er* 
hält  für  die  Gleichung  der  Krflmmangsebene:  ' 

(rft .  <Pa>— rftr .  cPr)(a:  —  ii) 

+  (rftp.cPii  — du.«Pio)(y— e)+(di«.iPr  — dt.«Pti)(a;— «7)  =  0, 

so  dass  in  der  obigen  Gleichnng 

X=dv.d!ho^dw.e^,  T  =idw.d!hi^dm^^dhD,  Z=^dm.d^V'-dv.d!^u 

wird« 

Wenn  wir,  wie  wir  es  bisher  in  Bezng  auf  die  loxodromische 
Linie  gethan  haben,  x  als  die  unabhängige  Variable  betrachten, 
so  wird  iPw  =  0;  ausserdem  haben  wir  fCr  jene  Linie  nach  den 
Formeifl  9): 

tg6.sin^, 
^="^      cosy     ^^-tRy-€os»€fa, 

tg6.cosiCf  , 

und  da  nach  §.5.: 

.   -      t 

sin  id  =    r  —  , 


alao 


od«r,  wenn  wir 


cogaae  ■  .        ,      » 

V6«(l-e«)  +  e«J« 


-st* 


6* 
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setzen,  so  dass  aach 

*•        t-      ' 

!-*•-* 

wird. 

Vft«— *• 

and  ferner 

*gy  =  I 

S                    ,                OS 

ist,  so  erhalten  wir,  wenn  wir  diese  Wertbe  (iBr  cos  9  und  tg^ 
in  die  obigen  Gieichangen  einsetzen: 

rfy=      tge-^;j^='&.«e.t-^;^^^«ot>'. 

Ferner  erhalten  wir  hieraas  fOr  die  zweiten  DifferentialieD: 
_     tga»  V  ftHg^*-  rfg».sint|;  ^     tg«.g»t&« .  sin» 

tg6Vft<+A*.rf».dtt».cos» 

o. dl*,  cos»      Qg^g^cos»      aufarf^sin», 

nach  9.6.  ist  aber: 

dt      o^.cosy* 


<**     tg  e  Vc«.  cos  9«+  6«.  sin  9« ' 
woraus  sich  nach  den  Formeln  6)  ergiebt: 

dz  _S  j?*  +  y*.cosy 
d»""  tg© 

oder  da 
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■od 


ist: 


tmf  dm  BUiutM  mtt  ai^  der  EU§el.  tl 


cos  9  = 


VäH***' 


«a  ist  alao  j 


^■._6.tg#V6«+««t«.ifa 
***- 5(65=55) ' 

nnd  wenn  wir  diesm  Werth  von  d^  lo  den  fÄr  <P«  gerpndeneti 
Ausdnick  einaetzen,  so  «rhalten  wir: 

V"(6«-»«)»  VA«— ««Vä^+A* 

Atg«*(6«  +  rti^<fa«.cos» 
oV(6«-»«)» 

a(y— t^&'.cos^     B»*.«b«.coa^ 

»Vl^^l^  «V(6»-»«)» 

od«r: 

I. 

a6<fa*.co8^>. 
""  V(6»-z«)«' 
ebens«  erhalt«p  wir: 


j.      tge.«»«fi«.cos»     &tge«(A«-f«M)&«.siB» 

^      VPZ^V^+A*  aV(6«-t«)« 


'V(6«^«»)»' 
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Da  ansserdem  nadi  ODserec  Vorauwetsang  (P<=0  Ut,  so  er- 
halten wir,  wenn  die  dem  Punkte  (it,  c,  to)  entsprechende  Llnge 
mit  ^  bezeichnet  wird: 


X=     (a6.siD^-^^tg«>(6•-^(V>*)sinv 


F= -(a6co8i|' -I- -^9*(A*-f  c«io*)cos^ 


{ ft.tg»»V(S«-h  e»t(>«)»     o&tgev  6«+ tV 


otge.eV»«V6*-«>"i         d«o» 

*V  **+««»■   IV  (6*-«»»)»* 

nnd  wir  erhalten  dahf*  als  Gleichnng  der  Oscolationseben«  im 
Punkte  («,  Vt  v): 

j  6[aHtge*(6.+,V)]^^,^^^^^^j  (,_,) 

>=0; 
I  tgQ  [*V**+«*»tttHtgg'(6HAo«)] 
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u  =  Vit*  +  r*.  CQS^  ==  T- V  6*— tr*.  co81J^» 

ist,  80  k5nDeo  wir  statt  der  gefuDdeoen  Gleichling  auch  scbreibeD: 

oder  da 

ist,  80  erhalten  wir  endlich  flir  die  Osculationaebeqe  im  Paolcte 
(tt»  V»  vf)  die  Gleichung: 

18) 


Ott  itm  oonstrate  Glied  in  dieser  GieiciNwg  im  Aligemeilieii  ■ 
BiditT*8ciiffiBdet,  so  iet  enichtlichr  das«  die  Os<iulatioiMelie*e  im 
Al^emriM«  Dicht  durch  den  Bfittelpuekt  de«  Ellipsoid«  gebt)  diee 
wird  abet  etettinden,  wean  6^0  iet,  d.h.  «renn  die  loxodro« 
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mbehe  Lioie  mit  eiii#ai  HeHdiaoe  «ogaBnaenOUIt;  io  diesem  Falle 
n-ird  die  OecolatioiisebeDe  fiür  alle  Punkte  dtirdi  den  Mhtdpimict 
gehen«  FOr  jeden  anderen  Werth  von  B  wird  die«  stattfinden, 
nenn  t9=0  Ist,  d.b«  fiir  den  Punkt  der  lozodromisdien  Linie, 
In  welchem  dieselbe  den  Aequator  schneidet. 

}.  II. 

Als  allgemeine  Gleicbuiig  der  Normalebene  einer  Curve  dop- 
pelter Krümmung  in  einem  Punkte  (u,  r,  w)  hat  man  nach  ^.  9«: 

woflir  man  auch  symnietrischer  schreiben  kann,  indem  man  wie» 
der  Xt  ffp  X  als  Fnnctlonen  einer  anderen  unabhängigen  Variablen 
ansieht: 

(b)  (x-^u)du  +  (^^v)dv+(x'^u)dwss:(^, 

und  wenn  man  die  Gleichung  der  durch  einen  unendlich  nahe 
liegenden  Punkt  gehenden  Mormalebene  haben  will,  90  muss  man 
SU  dem  ersten  Tbelle  der  Gleichung  (b)  ihr  Differential  in  Be- 
ziehung auf  die  Veränderliehen  Up  v,  w  addiren.  Fflr  die  grade 
Dnrchschnittslinie  der  beiden  einander  unendlich  nahe  liegenden 
Normalebenen  in  den  Punkten  (u,  e,  to)  und  (u+du,  vi-dv,'te-{-dio) 
hat  man  folglich  ausser  der  Gleichung  (b)  noch  die  sich  durch 
Diflerenzirung  daraus  ergebende,  Gleichung: 

(jp— ti)Ä«  +  (y  -  ©)<Pr  +  («— fo)cPie— (rftt«  +  dv^  +  du^)'^0, 
oder,  wenn 

du*  +  dv^  +  d^:=::di^ 

I 

gesetzt  wird,  die  Gleichung: 
(b')        («— a)iPii  +  (y — e)iP»  +  (* — w)cPis  -  A«  =  0. 

Diese  Durchschnittslinie  der  beiden  Normalebenen  trifft  die  ent- 
sprechende Krflmmungsebene  in  einem  Punkte,  welcher,  ebeoso 
wie  bei  den  ebenen  Curven ,  der  Mittelpunkt  eines  Kreises  ist, 
der  durch  drei  einander  unendlich  nahe  liegende  Punkte  der  Cnrre 
geht,  des  sogenannten  KrOmmungskreises.  Die  Coordinatea  x^ 
y»  1  dieses  Mittelpunktes  ergelien  sich  offenbar  aus  der  Verbin- 
dung der  beiden  Gleichungen  (b)  und  (W)  mit  der  im  vorigen  Pa- 
ragraphen Ar  die  Krammnngsebeae  a»f^tftellten  Gietchimg  (a). 
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oni  der  HaHmeMer  ^  des  Krttmoningskrcises  wird  dann  durch 
«•«Itoicbwig  bestimmt: 

Wsmi  man   dbd  ans  den  Gleicbongen  (a),  (b)  und  (b')  die  Bi- 
nome x^u  and  jf— v  eliroiuirt,  so  erhält  man  unmittelbar: 

_^ dMXdv  -^  Tdu) 

Äidvdho'-dwtPv)  +  r(dwd*u — dudho)  +  Z(rfrd«D  -  cfrcPu) 

und  ebenso  erhält  man: 

^dsHZdwÄdw) 

_d$\Ydw^Zdv) 

Es  ergiebt  sich  a)so: 

oder  mit  Hfllfe  der  im  vorlgM  Plcüragraphen  abgeleiteten  Glei- 
chung (aO: 


VJK«+F«  +  Z«* 


Nach  9. 8.  Ist  nun  für  die  loxodromlsche  Linie»  wenn  die  dem 
Punkte  {Uy  v»w)  entsprechende  Breite  mit  tp  bezeichnet  wird: 

,•     sec  ©•.&©■ 
cos  qr 

folglich  erhalten  wir,  da  nach  {.  10. 

ist: 

,      ^,_sece5^+Ap«)rfi^. 

femer  ist  nach  den  in  {•  10.  fSr  X,  F,  Zg^/andenenAosdradcen: 
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da  aber 

1         .  tKe»(6«  +  «V)  _  6«-tc«4«g««(*«-«>»)+tge«(H-«*)tc>" 
(i4_w«)»+      (Ä«-fp«)«      -  (6«—««)* 

recg«  a«tge«ip« 

—  (6«— fo»)»  ■*"  Ä^6» — «»)« ' 

und 

tg€ß^«fl  .  a«tg«»t*tc« 

(ft*-«^(6*+  ««»•)  ■*■  6«(6»-«»)»(6« +  «»«*») 

=        6«(6*-«c»)«(6«+««w«) 

=  P(6«-«)«)"(ft"+e«w»)  ~  (6« -«>«)« 
ist,  so  wlialteB  wir  aneh: 

taece«.rft«>«  .  a«.tKg«.to«.rfto»/.    ^  .  itg»«(6«4-t«^«)., 

+ ^B«^«5)5 — 6{äc:;;*t«-<''*+'"^ — ä- — • 

=  (6»-«>«)»^^*-'-        S * 

da  BUB  femer  »ieb  ergiebt: 
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j_-__[«6  +       5 ^J-äTT-;? 

tge.tp  u«+tge*(&«-t-f««>»)     j 

~6«-«;»/  6»-««  "M 

_  tge.«p  (6» -t- ««10«) + tg e«(&« -t- t«te«)  _ tge.sec e.v&«+t*«g*) 

~  ««-«»»•  6«-«»«  ~  (6«-fo«)«  * 

80  «rhaltea  wir  endlich: 

jr«+r«+z« 

-(6»-io«)»'"*+  a .  '  +  (6»-«»«)* 

+  o«tg©".«ecd«.w«(*«+««ip^«), 
Doil  M  ergiebt  «ich  daher: 

1«) 

a.  MC  ••  V^:=^M*V^(6»  +  iS^ 


'  V|6«(«*-«»)[o«+tge«(6»+«»ic«)]*+o«tge*.«ece«.w>(6H«^")*l' 
Da 

see^sl^tgO» 

und 

tat,  so  kSnnen  wir  statt  der  gefoDdenen  Formel,  indem  wir  dem 
Nenaer  des  für  9  erhaltenen  Ausdrucks  eine  andere  Gestalt  gdben,'. 
anch  schreiben: 

16>) 

o.secg«VP^:^^V  (6«+ Ao«)» ^ 

•  ~|r  i  l«^«(4«-«i>«)  +  2a«6»^!B^A«— *»)(*■  +  «^w«)!"' 

Es  geht  Ms  dieser  FV»nnel  herwr,  das«  (Br  9sO,  oder 
die  Cnrre  nrit  'dem  Meridian  xasmineafidlt, 

V  («•  +  «««'•)• 

*= — is — 
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wird,  d.  h.  eü  wird  der  KrfiiiiiiittBg8halbni®M®r  gieieh  dem  Krfim- 
mungshalbniesser  des  Meridians»  denn  di^er  Ausdracsk  gilt  auch 
für  den  Krfimmungshalbniesser  einer  Ellipse  mit  den  Axen  2a  und 
2b  in  einem  Punkte,  dessen  Ordinate  w  ist' 

Für  6  =  90^,  das  ist,  wenn  die  Curve  mit  einem  Parallel- 
kreise ausammenfUlt,  wird 

e  = g , 

d«  h.  der  Krümmongshalbmesser  wird  gleich  dem  Halbmesser  die* 
ses  Parallelkretses. 

In  jedem  anderen  Falle  wird  fllr  w=zO,  d.h.  filr  den  Punkt 
der  Curve,  in  welchem  sie  den  Aeqii^tor  schneidet: 

—  «^l??L^ -^ *!_ 

^""aH6«tg©*""o«.  cos  6«  +  6*.sin  ©«^«(l  —  e«.sin  ©■)' 

Wenn  sich  w  dem  Werthe  6  nfihert,  so  nähert  sich  q  dem 
Werthe  Null,  d.h.  gegen  den  Pol  hin  wird  der  KrOmmungsbalb- 
messer  der  lozodfomischw  Unie  Terschwindend  klein. 


5.  12. 

Nimmt  man  auf  einer  ebenen  Curve  ausser  einem  Punkte  m 
einen  sweiten.  iih  an ,  bezeichnet  die  Länge  des  zwischen  diesen 
beiden  Punkten  enthaltenen  Bogens  der  Curve  mit  Js,  und  den 
Winkel,  welchen  die  in  den  beiden  Punkten  m  und  m|  gesogenen 
Normalen  oder  .Tangenten  der  Curve  mit  einander  bilden,  mit  2/t, 
so  nimmt  unter  der  Voraussetzung,  dass  der  Bogen  mrfii  keine 
Inflexion  erfahrt,  sondern  in  seiner  ganzen  Ausdehnung  seine  Con- 
▼erität  nach  derselben  Seite  kehrt,  das  Verhältnlss 

offenbar  gr5ssere  oder  klefaiere  Werthe  an,  je  nachdem  die  be- 
trachtete Gurye  mehr  oder  weniger,  krumm  l«t,  oder  sieh  in  der 
Nähe  des  Punktes  m  mehr  oder  weniger  von  der  Tangente  Im 
Pttükte  4t  entfernt  FOr  tfnea  Kreis  Ist  offenbar  in  allen  Ponk- 
ten,  so  gross  auch  der  »egen  Js  sein  mag,  wenn  r  derBalbmee- 

ser  des  Kreises  Ist,  r.4»s=-^«*  ai»o  ^  =  f »  «»*  «««»*  ja  aller- 
dings die  Krammung  eines  Kreises  in   allen  Punkten  dieselbe; 
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nach  dem  Gesagten., wird,  -  als  daa  M^ass   der  Krflmmung  de« 

Kreises  toq  dem  Halbmesser  r  sa  betrachten  sein. 

Kür  .cdne  belleUge  «bene  Ottrr».  ändert  sich  das  VerbUtnisa 

^  nicht  bloss  mit  der  Lage  des  Punktes  m,  sondern  auch  mit 

der  Länge  des  Bogens  Jt.  Lässt  man  aber  die  Gr5ssen  ^t  und 
d%  immer  kleiner  werden,  so  wird»  unter  der  Voraussetzung»  dass 
im  Punkte  m  keine  Stetigkeitsunterbrechung  stattfindet,  dieses 
Verhältniss  gegen  eine  bestimmte  Grenze 

dt 
d$ 

Gonvergiren»  welche  man  nach  der  Analogie  als  das  Maass  der 
Krfimmung  der  Linie  im  Punkte  in  zu  betrachten  hat  Wenn 
aber  der  Bogen  msii  unendlich  klein  wird»  so  ist  der  Punkt,  in 
welchem  die  beiden  Normalen  der  Curve  in  den  Punkten  m  und 
mg  sich  schneidep»  der  Kriimmungsmittelpunkt  in  Bezug  auf  den 
Punkt  m,  und  man  hat  daher,  wenn  man  den  Krümmungshalb- 
messer Ar  diesen  Punkt  mit  q  bezeichnet: 

dissi^.dt 
oder 

ds        Q* 

es  wird  demnach  das  Maass  der  Krümmung  einer  ebenen  Curve 
in  liegend  einem  Punkte  ausgedrückt  daich  das  Verhältniss  -• 

Diese  Betrachtung  lässt  sich  nun  auch  auf  die  Curven  im 
Baume  ausdehnen,  denn  ßr  diese  liegen  drei  aufeinander  folgendii 
Punkte  auch  immer  in  dner  und  derselben  Ebene,  welche  man 
ebeo  die  Krfimmungsebene  nennt,  und,  wie  wir  schon  oben  ge- 
sehen haben,  trifft  die  Dorchschnittslinie  zweier  auf  einander  fol* 
geadea  Normalebenen  diese  Krflmmungsebeoe  in  einem  Punkte^ 
wekher,  ähnlich  wie  bei  den  ebenen  Curven»  der  Hittelpunkt 
eines  Kreises  ist,  der  durch  die  drei  einander  unendlich  nahe 
liegenden  Punkte  der  Curve  geht  Es  wird  dtaher  auch  fiSr  die 
Cwvea  im  Banme  das  Ibass  ihrer  Krümmung  in  der  Krümmung«^ 
ebene,  oder  das. Maass  ihrer  sogenannten  ersten  Krümmung  aie^ 
gedrfiekt  durch 

dt      l 
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wenn  dt,  d$  und  p,  dieselbe  Bedeutung  haben,  welche  wir  diesen 
Zeichen  oben  in  Bezug  auf  die  ebenen  Curven  beigelegt  _haben. 

Nach  den  in  den  Formeln  16)  aufgestellten  Ausdrifcken  ßr 
den  KrOminuiigshalbinestfer  ^  erhalten  trir  «na  in.Beaog  «uf  die 
iozodipmlsche,  Linie  für  das  Maas«  ihrer  ersten  KrQmniung  im 
Punkte  (tfy  0,  w)  die  Formel: 

17) 

dx  _>rmji'»-^'^[a^^^ 

äf  a.sec©«VT*^;^.  V76«  +  €*ir«)» 

oder: 

17«) 
4/    jta*Ä«(«»-«D«)+2aWtge^6«-.w*)(6af««ti^)l 

A*^  a.sece«v^5nr,^\r(ft«qp^S^ 

Es  beseichnet  hier  dx  offenbar  den  von  zwei  einander  unendlich 
nahe  liegenden  Tangenten  gebiUeteu  Winkel,  welchen  man, 
ebenso  wie  bei  den  ebenen  Curven,  den   Contingenzwinkel  neiint. 

Fflr  die  Curven  Im  Räume  giebt  es  ausser  der  eben  betrach- 
teten ersten  Krflmmnng  noch  eine  zweite  Krümmung,  wodurch 
eben  die  Benennung  „Linien  von  doppelter  Krfimmung*'  fiir  diese 
Curvon  gerechtfertigt  wird,  und  ebenso  wie  das  Maass  der  ersten 
Krämmung  von  dem  Winkel,  den  zwei  a»f  einander  fol^nile  Tan- 
genten mit  einander  bilden,  dem  sogenannten  Contingenzwinkel, 
abhängt,  so  H*ird  da«  Maass  der  zweiten  KrIliiniHiNg  dureh  den 
Winkel,  den  awei  aufeinander  folgende  Krffmmungsebenefi  ittit 
diHHider  bUden,  den  sogenannten  Tersbnswinkel,  bestimmt  Wik* 
revid  aber  dae  Maass  der  erste»  Krfimmung  nur  v^n  de»  DMhM 
rentiaHen  der  ersten  und  zweiten  OrdiNMig  von  «den  Ceordinaiett 
jf,  ff^  z  abbiegt,  kommen  Mr  die  Bestimmung  dersvuelten  KrCNH 
meng  auch  die  DMbrentlaKen  der  dritten  Ordnung  In  Betracht; 
wedurch  der  sich  filr  dieselbe  eqtebende  Ausdrack  in  üeaug  anf 
die»  loxodroHHsebe  Linie  des  Umdrehung« -GilitMioMs  au  compllcirt 
wird,  als  dass  er  noch  Ton  einem  erbebiicben  Interees»  fifr  un» 
sein  kUnate.  Es  wird  dies  Merhaupt  mehr  eder  weniger  mit 
allen  noch  übrigen  sich  auf  die  loxodromische  Linie  beziehenden 
Formeln  der  Fall  sein;  und  um  daher  die  Theorie  dieser  Linie 
noch  weiter  au  verfolgen,  wollen  wir  von  nun  an  die  Abpbttnng 
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dttr  Br4e  mhiraetoichligt  laMwo^  and  dUi  lozof^omtecbe  Linie 
maiAat  Kng#l^  fSr  welche  di«  Formebi  w«it  eififiicbeT  werdet»,  un^ 
Untersaebnng  ooterwerfeo. 


Xwelte«  Kapitel. 

Die  loxodromische  Lioie  auf  der  Kogel. 

}.  13. 

Betrachteo  wir  also  nun  die  Erde  als  eine  Kngel,  ond  be- 
Beicbnen  den  Halbmesser  dieser  Kugel  mit  R,  so  haben  wir  flir 
dieselbe,  wenn  wir  uns  durch  ihren  Mittelpunkt  wieder  ein  recbt- 
winkllges  Coordinatensystem  der  or,  y»  2  gelegt  denken,  die  Glei*. 
chnng: 

1)  ar»+y*  +  2«  =  Ä», 

Nehmen  wir  wieder  die  {Ibene  des  Aequators  zur  Ebene  der 
dry,  also  die  Axe  der  Erde  zur  Axe  der  z,  den  nach  dem  ersten 
Meridian  gerichteten  .Halbmesser  des  Aequators  zur  Axe  der  o?» 
den  nach  dem  neunzigsten  Grade  der  LSnge  gerichteten  Halb- 
messer desselben  zur  Axe  der  y,  und  bezeichnen  wir  wieder  die 
geographische  I^änge  und  Breite  respective  durch  ^ff  und  9,  so- 
wie den  Winkel,  welchen  die  loxodromische  Linie  mit  dem  Me- 
ridian bildet,  durch  #:  so  erhalten  wir  offenbar  die  den  im  ersten 
Kapitel  in  Beziehung  auf  das  Umdrehungsellipsoid  entwickelten 
l&r  die  Kugel  entsprechenden  Formeln,  wenn  wir  in  jenen  a=6=ß 
und  e=:0  setzen. 

Aus  den  Gleichungen  4)  von  Kap.  I.  erhalten  wir  zunächst, 
wenn  wir  wieder  annehmen,  dass  die  Längen  von  dem  Punkte 
aa  gerechnet  werden.  In  welchem  die  loxodromische  Linie  den 
Aequator  schneidet,  fBr  die  loxodromische  Llme  auf  der  Kugel 
die  Gleichung: 

2)  *  =  tge./.tg(45o+lg,). 

Ffir  8=xO  ftUt  also  auch  anf  der  Kugel  die  loxodk'omiache  Linie 
mit  dem  Meridian  zusammen,  und  fflr  6  =  90^  wird  die  Curve 
ein  Parallelkreis  des  Aequators.  Fdr  alle  anderen  Werthe  von 
8  wild  die-Curve,  ebenso  wie  auf  dem  Elltpsoid,  TOili  Aequafor 
aus  sieb  den  Polen  in  unendlichen  Windungen  immer  mehr  nähern, 
ohne  diM^ben  je  m  erreiehf  a. 
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Die  Abweichung  der  etner  betümintea  geograpliisehefi  BreMe 
fp  auf  der  Kvgel  eotaprechenden  Länge  ^  von  der  deoMetben 
Werthe  von  q>  anf  dem  EHipsoid  enispreebenden  Länge  wM 
offenbar  auagedrfickt  durch: 

tg«(«*.8in9+le*.8in9)»  +  ie«.8in9»+.,..). 

Für  die  Projection  der  loxodromiscben  Linie  auf  den  Aeqnator 
erhalten  wir  in  Besug  auf  die  Kugel  aua  der  in  §.  5.  gefundenen 
Gleichung  7):         • 


_     {fi-hV>-(^Ha(*)l« 

woraus  sich  die  Gleichung  ergiebt: 

Ebenso  erhalten  wir  aus  den  Gleichungen  8)  von  §.  5.  für  die 
Projectionen  der  loxodromischen  Linie  auf  die  Ebenen  der  xz  und 
yf  in  Bezug  auf  die  Kugel  die  beiden  Gleichungen: 


4) 


9.  14. 

Für  die  Tangente  der  loxodromischen  Linie  in  einem  Punkte 
(««  t,  u),  dessen  geographische  Breite  und  Länge  respective  q> 
und  ^  sind,  erhalten  wir  in  Beziehung  auf  die  Kugel  ans  den 
in  §•  6.  aufgestellten  Gleichungen  10) : 

5) 

•.                             tgO.sinV'  +  cos^.sincp,       „    ,     . 
a;— Acos^.cos^s — ^ ^^«^      ^(x— Ä.sing»)* 

cos  %p 

«    •                          tgO.cosif;— sln^.sinv,        .!     ,      . 
f-Ä.siiit.ces9«     -^ cosy      ^(»-Ä-sln^^i 

oder  wenn  ?rir  die  Gleichungen   der  Tangente  nicht  dvreh  die 
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geographische  Breite  und  Länge  des  Punktes  (u,  e^.to)»  solidem 
durch  die  Coordinaten  u»  v^  w  selbst  ausdrucken  .wollen»  so  er- 
halten wir  foc  dieselberi  aus  den  Gleichungen  U)  von  S*6.: 

Ä.tffö.ir+ttw, 

6)  { 

Die  Winkel  a^  /?,  )f,  weFche  die  Tangente  respective  mit  den 
Axen  der  x,  y^  %  bildet^  werden  för  die  Kugel,  ebenso  wie  fSr 
das  EHipsoid,  durch  die  in  §.  7.  unter  den  Formeln  12)  aufgestell- 
ten Gleichungen  bestimmt,  oder  auch  durch  die  folgenden  sich 
aus  den  Formeln  12«),  mit  Hülfe  der  Gleichung  1)  des  vorherge- 
benden Paragraphen,  ergebenden  Gleichungen : 

cos«=T(.i«e^j^:^,+cose^^^_), 

7)  ^cos/J=±(sine^^:^^-cose^^^g^ 
coseV"Ä«— ir« 


COsy  =  :l:- 


R 


Für  die  Koordinaten  des  Punktes,  in  welchem  die  Tangente  die 
Ebene  des  Aequator^  schneidet,  erhalten  wir  noch  in  Bezug  auf 
die  Kugel,  wenn  wir  in  den  Gleichungen  5)  der  Tangente  2s;0 
setzen  : 

iß  .cos  tfi-f  12 .  t^^.sinifi.  sin  9 

X  s=  ? — — $ 

cos  CD 

«)  ! 

£.  sintf;— £.  tg  6.  cosif;.8in9> 
»  ^  cos  9 

Wir  werden  im  folgenden  Paragraphen  auch  die  Gleichung 
der  Linie  kennen!  lernen,  auf  welcher  alle  diese  Durchschnitts- 
pankte  der  Tangenten  mit  der  Ebene  des  Aequators  liegen« 


§.  15.  . 

Wenn  man  sich  an  einer  Linie  von  doppelter  Krümmung  nach 

eiMsdef  alle  Tangenten  construirt  denkt*,  so  liegen  dieselben  auf 

einer  sogenannten  abwickelbaren  Fläche»  d«h*  auf  einer  solchen, 

welche  siqh  in  eine  Ebene  ausbreiten  oder  abwickeln  läset    Im 

TheU  XXXIL  S 
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Allgemeinen  ist  freilich  die  Fläche»  welche  durch  eine  sieb  im 
Räume  auf  beliebige  Weise  bewegende  grade  Linie  erzeugt  wird, 
nicht  eine  abwickelbare»  sondern  dies  wird  nur  stattfinden,  wenn 
die  Bewegung  der  graden  Linie  so  geschieht,. dass  zwei  einander 
unendlich  nahe  liegende  Erzengungslinien  einander  treffen,  oder 
wenn  es  eine  Linie  giebt,  welche  die  UmhOllungslinie  aller  graden 
Erzengungslinien  ist,  und  man  nennt  dann  diese  UmhüllungsKnie 
die  Rflckkehrkante  oder  Wendnngscurve  der  abwickelbaren  Fläche. 
Die  auf  einander  folgenden  Tangenten  einer  Gurre  doppelter  KHIm- 
mung  haben  nuQ  offenbar  diese  Curve  selbst  zur  Dmhfillangtf- 
linie,  und  sie  liegen  daher  allerdings  auf  einer  abwickelbaren  Fläche, 
deren  Ruckkehrkante  die  gegebene  Curve  ist.  FQr  die  loxodrQ« 
mische  Linie  auf  der  Kugel  erhalten  wir  die  Gleichung  der  ab« 
wickelbaren  Fläche,  auf  welcher  alle  ihre  J^ngenten  liegen,  indem 
wir  aus  den  Gleichungen  5)  die  Grossen  q>  und  ^  vermittelst  der 
Gleichungen  der  Curve  eliminiren.  Wenn  wir  die  Gleichungen  5) 
abwechselnd,  die  eine  mit  cos^  und  die  andere  mit  sin^  multi- 
pliciren,  und  dann  respective  zu  einander  addiren  und  ven  'einan- 
der subtrahiren ,  so  erhalten  wir  aus  denselben  die  beiden  Glei- 
chungen : 


r^«co6il;-f 

9)  < 

Cor.  sin  tp — 


;r.co6i|;-f  y.sin^ssA.secg)  — x.tg9>, 

jf.cos^=tg6(i2.tg9> — z.aecq>). 


Aus  der  Gleichung  der  loxodromischen  Linie  2)  erglebt  sich  nun, 
wenn  von  jetzt  an  mit  e  die  Basis  des  natfirlichen  Logaritfimen- 
Systems  liezeichnet  wird: 

woraus  man  erhält: 

e5f5  — e"«*«                            2 
sm9)ap-^j^ -^f    coayt^—y ^  » 

e^  +  e"^^  eS^+e""^ 

also 

e^  +  e    ^^                  e^»  — e    ^^ 
sec9= g f     tg9— g 

Sabstttuiven  wir  diese  Werthe  von  see^  und  tg^  In  die  beiden 
fiieiehmigen  9) ,  so  verwandeln  sieb  dieselben  in  die  btfdea  M. 
gendeai 
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QttdHm  wir  diese  beiden  Gleichungen,  und  addiren  eie  dann 
Sil  einander»  so  erhalten  wir  die  Gleichung: 

wwMH  aicfc  ferner  die  beiden  Gieichnngen  ergeben: 

«■+»■-(«•-»•) 

ottd  wenn  wir  diene  beiden  Gietchungen  radieiren*  so  erbalten  wir 
die  beiden  folgenden: 

?~^|(Ä-s)eÄ  +  (Ä  +  ,)e"Ä|c*J:V«*+»«  +  tge^A»-i^. 
wof&r  wir  aneh  schreiben  können: 

10) 

^e<i9^^e~^a  J:V(«*-|-y«)coe6>-|-(iZ>~(P)«lii9>* 
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Cm  uns  Qber  die  Wahl  der  Vorzeichen  för  die  beiden  Wurzel- 
grSssen  auf  den  rechten  Seiten  dieser  Gleichungen  entscheiden 
zu  können,  wollen  wir  nur  den  Tbeil  der  zu  bestimmenden  FlScIie 
in  Betracht  ziehen,  der  sich  zwischen  den  beiden,  durch  die  Glei* 
chungen  z  =  ß  und  z  =  —  R  bestimmten  Berfihrungsebenen  der 
Kugel  in  den  beiden  Polen  befmdet,  In  welchem,  da  alle 'Punkte 
,der  lozodromischen  Linie  zwischen  diesen  beiden  Ebenen  UegeB, 
alle  Tangenten  dieser  Curve  in  einem  Theile^  ihrer  Ausdehnung 
enthalten  sind.  Da  dann  die  Grossen  R — z  und  /2-f  z  immer  ei- 
nen positiven  Werth  habea,  so  ist  ersichtlich,  dass  man  der 
Wnrzelgrösse  in  der  ersten  der  beiden  obigen  Gleichungen  immer 
das  positive  Vorzeidien  beizulegen  hat^  während  diejenige  in  der 
zweiten  Gleichung  sowohl  das  positive  als  auch  das  negative  Vor- 
zeichen erhalten  kann:  und  es  ergiebt  sich  daher  durch  Addition 
der  beiden  Gleichungen  10): 

^_  V"(3:*-fy«)coseH(ig^— *')6ine»4:Cos S^x^^^y^^^^^^^R^ 

folglich: 

11) 

.       ^  ^,  \^(arH.y«)cosöH(l2V-2«)sin0«±coseVa:«+yH**-Ä* 

*=tgw. e[zii '- — • 

i^it  Hälfe  der  Gleichungen  10)  erhalten  wir  nun  ferner  aus 
den  Gleichungen  0«)  die  beiden  folgenden: 

a?.cosif;+y.sin^=     V"(a?«  +  y«)  cos  6«+  (ß*— z?)«in  6», 

ar.sin^— y.cos^  =  db8ioö  V".T«+y«  +  j«— Ä*; 

und  wenn  wir  aus  diesen  beiden  GleichuageD  nach  einander  cos^ 
und  sitt^  eliminiren,  so  bekommen  wir: 

(ar*+y*)«intji 
=yV(i«+y«)cosö2+(Ä«-z«)sinÖ«±  x  sin  ©V":r»+y«  +  ««— jB«, 

(«•+y*)cos^ 
=ar  V(ar»+y«)cos  ö«  +  (««  -  z«)  sin  ««Ty  sin  ÖV  ;r*+y«+i«— Ä*; 
woraus  0ich  ergiebt: 

«V"(^Hy*)cose«+(iP-«*)sin©«Ty8iD«V««+yH«^Ä* 
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mf  dem  mupzolü  und  auf  der  Kugel.  57 

Darch  Sabstitation  A^%  oben  unter  11)  gefundeneD  Wertbes  von 
^  in  diese  drei  Gleichungen  erhalten  wir  ftir  die  abwickelbare 
Fläche»  auf  welcher  alle  Tangenten  der  loxodromischen  Linie  auf 
der  Kugel  liegen,  die  Gleichungen: 

12) 
^^^l^y  VT^Hy^cosy-h  (i^~x*)sine«  J:  ;g,sin  6  VarH.vH>*-i>* 

_^g,  V(a:*-|-y*)co8^-Kiga->i«)8ine» jbcos eV x^ -|-yg-f x«-i^ 

oder: 

12«) 
^^  ^^^  ^  V"(^Hy')coseH(/g^i^Jsi;;^T  y.  sine  V^a:»fya-|-i>^/ga 

.  ^,  V(ar'-'+y«)co8e«4^(fl^i^)8in e^dbcosOV a:»+jy«+i^ig^ 
=tgö/. g— j fi 

oder: 

12») 

^^^     yV'(jr«^«)C08e«+(/Z^~2«)sine«dbg.slneV7«+.vH»^^^^^ 
"^^     jrV^(arHy*)cose«+(Ä*— 2«)  sinö«  T  y  •  sin  6  V'a;«+y«+2«— i2* 


^  ^,  V  (ar«+y»)  cos  6«+(/g«->2«)  sin'Pjb  cos  6 V^H^g-f  i^^-fi« 

=  tg«-  jg^::^  

Was  die  doppelten  Vorxeichen  in  diesen  Gleichungen  betrifft» 
so  geht»  wie  wir  schon  oben  erwähnt  haben»  aus  der  zweiten 
der  Gleichungen  10)  hervor»  dass  beide  zu  beräcksichtigen  sind^ 
wenn  die  ganze  in  Rede  stehende  Fläche  durch  unsere  Gleichun* 
gen  dargestellt  werden  soll.  Es  werden  fär  einen  Theil  dieser 
Fläche  offenbar  die  oberen»  fiir  einen  anderen  die  unteren  Vor- 
zeichen zu  nehmen  sein.  Die  Linie»  welche  diese  beiden  Theile 
der  Fläche  von  einander  trennt»  werden  wir  offenbar  erhalten» 
wenn  wir 


Ä_-'eÄ-«f%-Ä  =  0 


oder 
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38  Plagemunn:    Theorie  tf«r  hxodr&mUehen  Linien 

setien.    üa  nach  der  Gleichung  der  lozodromiecbeD  Lloie 

Ist«  80  erhalten  wir  Ülr  die  Linie,  durch  welche  unsere  FUcbe 
in  die  beiden  erwähnten  Theile  getheilt  wird: 

woraus  hervorgebt«  dass  diese  Linie  auf  der  Oberfläche  der  Ku- 
gel liegt»  also  die  lozodromiscbe  Linie  selbst  oder  die  Rfickkehr* 
kante  unserer  abwickelbaren  Fläche  ist 

Wenn  wir  also  an  die  lozodromiscbe  Linie  auf  der  Kugel 
nach  einander  alle  Tangenten  ziehen«  so  wird  die  Fläche,  welche 
alle  diese  Tangenten  enthält,,  auf  der  einen  Seite  der  loxodromi- 
schen  Linie  durch  die  Gleichungen  12)  dargestellt,  wenn  in  den- 
selben  die  oberen  Torzeicben,  auf  der  anderen  Seite  jener  Linie, 
wenn  in  denselben  Gleichungen  die  unteren  Vorzeichen  genom- 
men werden. 

Den  Gleichungen  12)  können  wir  auch  noch  eine  andere  Form 
geben,  indem  wir  statt  der  rechtwinkligen  Coordinaten  o;,  y»  z 
ein  System  der  Polarcoordinaten  r«  9,  i|;  einführen,  indem  wir 
nämlidi  setzen: 

arsr.cos9>.cos.^«    y  =  r.G0S9.sin^«    i  =  r.sin^, 

so  dass  wieder  9  den  Winkel  bezeichnet,  welchen  der  Radius 
Vector  r  mit  der  Ebene  des  Aequators,  und  iff  den  Winkel,  wel- 
chen die  Projection  des  Radius  Vector  auf  der  Ebene  des  Aequa- 
tors mit  dem  nach  dem  ersten  Meridian  gesogenen  Halbmesser 
des  Aeqaator^  bildet 

Dann  erhalten  wir  Air  die  Fläche,  auf  welcher  alle  Tangenten 
der  lozodromischen  Linie  liegen,  statt  der  Gleichungen  12)  die 
Gleiclmngen: 

13) 

,       .  sin^Vr».cosg?»-(r«-ß*)sine«±cos^.sineV;3TrÄ* 
Arcsm Z'TZ^'Z 

,   ^,  Vr*.cos9«-(r«-Ä^sina»±coseVf«— «• 

:=  tg  w. K^iTras^ 
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QUf  dem  eutßsoki  und  au/ der  Kupei.  39 

oder: 

13«) 

Are  cos  ^«•»^y^'  cosy*  -(r*— /g«)8in  «•  T  atn  ii|>.  aln  eVr^-^  fi» 

r.co8  9> 

--l^^f  Vy*>cogy*-^(r*-iig*)sin1g«i:COgeVr«^lt« 

oder: 

13*) 

Vr^.cosy«— (r»— fl<)8in  ^dbcoseVT^^Tgi 

in  weleben  Gteicirangen  fiber  die  doppelten  Vorzeichen  dasselbe 
gilt»  was  wir  darCber  in  Bezug  auf  die  Gleichungen  12)  gesagt 
haben. 

Wenn  wir  In  diesen  Gleichungen  92=0  setzen ,  so  erhalten 
wir  die  Gleichungen  der  Durchschnittslinie  jener  Fläche  mit  der 
Ebene  des  Aequators,  oder  die  Gleichlingen  der  Linie»  auf  wel- 
cher die  Durchschnittspunkte  aller  Tangeuten  mit  der  Ebene  des 
Aequators  liegen.  Die  Gleichungen  dieser  Linie  werden  dem« 
nach  «ein: 

14) 

,       ,     sin^Vr*.co8««  +  Ä*.sinö«±co8iJi.sineVr«— Ä^ 

Are  sin . 

,   ^,  Vr«.co8e»-H2«.sine»J:coseVr«^g« 
=  tg«/. g 

oder 

14«) 

cos*Vr«.cosö«  +  Ä«.sine»T««"*s>n«V^i^*— ** 
Are  cos 

,   ^,  Vr«.co8^iJZ*.sina«J:COseW«^g« 
«tg«/. g 

oder 
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40  Plagemann:    Theorie  der  loxodromischen  Unien 

14*) 

'^  ^co8i/;V"ra.cose*  +  R^.sioe^Tsin^.BinBV r^—R^ 

=  tge/. g -, 

in  welchen  Gleichungen  die  einen  Vorzeichen  sich  auf  die  Tan- 
genten, welche  an  den  za  der  einen  Seite  des  Aeqaators  liegen- 
den Theil  der  loxodromischen  Linie  gezogen  sind,  die  anderen  auf 
die  an  den  anderen  Theil  dieser  Linie  gezogenen  Tangenten  be- 
ziehen. 

§.  16. 

Für  die  Rectification  der  loxodromischen  Linie  auf  der  Kugel 
erhalten  wir  nach  der  in  $.8.  für  das  Sphüroid  aufgestellten  For- 
mel 13): 

,         R.dq> 

ds  = 5  > 

cos  9 

woraus  sich  unmittelhar  durch  Integration  ergiebt : 

in  welcher  Gleichung  offenbar  die  Constante  C  gleich  Null  za 
setzen  ist,  wenn  man  die  Bogen  von  dem  Punkte  aus  rechnet, 
in  welchem  die  loxodromlsche  Linie  den  Aequator  schneidet. 

Da  die  Breite  ip  sich  für  das  eine  Ende  der  loxodromischen 

Linie  dem  Werthe  -q  und  für   das  andere  Ende   derselben    dem 

TT 

Werthe  — ^  nähert,  so  nähert  sich  die  Länge  der  ganzen  loxo- 
dromischen Linie  dem  Werthe 

Rn 


cosO' 
wenn  unter  n  die  Ludolphsche  Zahl  verstanden  wird. 

§•  17. 

Fiir  die  Normalebene  der  loxodroknischen  Linie  in  einem  Punkte, 
dessen  Breite  und  Länge  respective  q)  and  ^  sind,  erhalten  wir 
nach  §.  9.  Nr.  14)  in  Bezug  auf  die  Kugel  die  Gleichung : 
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auf  dem  Eüiptoid  und  auf  der  KugeL  41 

tgö.cosif; — 8in9>.8intf;        Binoo.cosif; -ftgO.sinif;     '    ^ 

COBtp  ^  COBq> 

*  • 

oder: 

16) 

Da  das  constante  Glied  in  dieser  Gleichung  fehlt»  so  sieht 
man«  dass  alle  Normalebenen  der  loxodromiscben  Linie  auf  der 
Kngel  durch  den  Mittelpvnkt  der  Kugel  ^geheB^  was  man  aller- 
dings schoB  BBS  der  Eigenschaft  der  Kugel»  dass  jeder  Radius 
ihre  Normale  ist,  .hätte  schliesseB  können. 

9.  18. 

FGr  die  OsculationsebeBe  -der  loxodromiscken  Linie  In  einera 
Punkte  (m,  v»  to),  dessen  Breite  und  Länge  respective  9  and  ^ 
sind,  ergiebt  sich  in  Bezug  auf  die  Kugel  nach  $.10.  die  Glei- 
chung: 

^  -jp^^==(«— ir)  =  y.cosif;— ar.sin^, 

woffir  wir,  da  4ur  jeden  Punkt  der  KugeloberflScbe 

fi7=:|{.6in9>, 
also 

g =  cos  g)  % 

ist,  auch  schreiben  können: 

17«)  ig  % .  (1— fü)  =:  cos  ^(y .  cos  ^ — ar .  sin  ^). 

Man  sieht  aus  diesen  Gleicbtingen,  dass  aucb  auf  der  Kugel  die 
KrOmmungsebene  der  loxodromiscben  Linie  im  Allgemeinen  nicht 
durch  den  Mittelpunkt  der  Kugel  geht.  Es  wird  dies  ffir  jeden 
Punkt  der  Gurre  nur  dann  stattfinden,  wenn  6=sO  Ist,  d.  h.  wenn 
die  Curve  ein  Meridian  wird.  Fdr  alle  anderen  Werthe  Tön  6 
findet  dasselbe  nur  för  to  =  0,  d.b.  in  dem  Punkte  .der  Curve 
Statt,  in  welchem  sie  denAequator  schneidet.  Für  ^  =  y=:0  er- 
halten wir  z=±to,  woraus  hervorgeht,  dass  die  Krfimmnngsebene 
die  Erdaxe  im  Mittelpunkte  des  Parallelkreises  schneidet,  in  wei- 
chem der  Punkt  liegt,  wo  sich  die  Ebene  ah  die  Curve  anschmiegt; 
der  Radius  dieses  Kreises  liegt  demnach  game  in  der  Krflm- 
mnngsebene. 
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42  Plaoemann:    Theorie  der  loxodrwnischen  Linien 

Ffir  die  Neigung  der  Krümmangeebene  gegen  den  Aequafor 
erhadten  wir,  wenn  wir  den  Winkel  dieser  Neigung  mit  t  bezeich- 
nen»  nach  einer  GruDdrormei  der  analytischen  Geometrie: 

.    ^      cos  9* 

oder: 
18)  tgt  =  cos9.cotg9» 

woraus  sich  ergiebt,  dass  dieser  Neigusgswiokel  tod  90^— •  bis 
zu  Nnll  abnimmt,  während  man  die  geographisehe  Breite  Ton 
Null  bis  90®  wachsen  Ifisst 


§.  19. 

Für  den  Krümmungshalbmesser  der  iozodromlschen  Unie 
auf  der  Kugel  in  einem  Punkte  (u,  v^  u>)  erhalten  wir  nach  der 
in  {.IL  entwickelten  Formel  16): 

__  «*sece«Vfl^^ri? 

^      Vä^aece^R^-w^)  +  Ä«tg^.secÖ«.f«>« 
.  R.seeSV R^-w* 


Vsece«(Ä«— w«)  +tge«fo« 
und  es  wird  daher  für  die  Kugel: 

B.seceVÄ«— w* 


1«)  9  = 


V^Ä^.secÖ«— w« 


Auf  der  Kugel  wird  also  f&r  6=0»  d.h.  wenn  dieCurve  mit 
dem  Meridian  zusammenflKlIt,  ^  =  iZ;  filr  8=90^»  oder  wenn  die 
Curve  mit  einem  Parailelkreise  zusammenHillt»  ergiebt  sich 
psV^A^— fffSy  d.h.  es  wird  der  Krümmungshalbmesser  gleich 
dem  Halbmesser  dieses  Parailelkreises.  In  jedem  anderen  Falle 
ist  Q^szR,  wenn  lessO  ist,  oder  da»  wo  die  Curve  den  Aequator 
sdlnsidet, 'Ist  ihr  KrümmungshaMbroesser   dem   Halbmesser  der 

g5 — '  ^^   ^  ein  echter 

Brueb  ist,  so  ist  ersichtlich»  dass  der  Krümmungshalbmesser  mit 
waehsendem  w  abnimmt,  und  es  ergiebt  sich  aus  der  gefundenen 
Formel»  dass  derselbe  sieh  immer  mehr  dem  Werthe  Null  nfthert» 
je  »ftbar  w  deü  Werthe  R  kOmmt»  d.  b.  je  mehr  sich  der  Punkt 
(ti»  e»  w)  dem  Pole  nähert. 
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€Mr  dem  ßiiipseiä  und  auf  der  äugeL  43 

Da 

ist»  so  bat  mao  auch: 

il.aec8.cogy         JZ.secO.cosy       R         

V'ascö*— aioy*     Vtg©*  +  coay***  V^ain  O^.aocy^-l-coa  ©■* 

und  wir  baben  daber  für   den  Krümmongahalboreaaer  auch  die 
FohmI: 

'  *      Vl  +  6io^.tg9>s' 

aoa  welcher  hervorgeht»  daae  in  glichen  Breiten  der  KrOmmongs 
balbmeaaer  desto  Icleiner  ist»  je  grosser  9  ist,  oder  je  mehr  sich 
die  Curve  an  den  Parallellcreis  anschmiegt 


5.  20. 

Bezdchnen  wir  die  Winkel»  welche  der  Krümninngshalbmesser 
im  Punkte  (11»  9»  to)  mit  den  Parallelen  zu  den  Axen  der  or»  y»  % 
bildet»  respective  mit  A»  j»»  y»  so  haben  wir  für  dieselben»  wenn 
x,  ff^  t  die  Coordinaten  des  Krümmungsmittelpunktes  sind»  die 
allgemeinen  Gleichungen: 

X — u  y  —  V  t— fo 

C08il=: 9      C0Sf*  =  ^-—  »      C06y  = » 

Q  Q  9 

folglicb  nach  den- In  }•  II.  (är  «r— »»  y  —  0»  2  — to  und  (»  aufge- 
steUtea  Formeb: 

YdwZdo 

C06A=: 


Zdu-^Xdw 

cos  V  s=  — >  ■      ■  ; 

wo  wieder 

X^^dvdhB-^dwdH»    Ts^dwdhi'-^dudlh»»    ZssdudH --dod^u, 

SU  setaen  ist. 
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44  Plagemann:    Theorie  der  loxadnmiuhen  Ltnien 

Für  die  loxodromiscbe  Linie  auf  der  Kagel  erhalten  wir  nun 
nach  den  in  §.  10.  für  das  Umdrebungsellipsoid  entwickelten  Formeln: 

RAsB.dz  .  zdx 

R.tgS.dz  zdx 

tfw=       ■  rZ     — iCQgip r  .einttf, 

Ä«.8ece«.dz«  ^  /2«.gecÖ«.rfz«  . 

V(R^-z^)^  ^  ^  V(Ä«-2«)»  ^ 

und  es  wird: 

_         Ä*.8ec©*.rft©«  . 

R^.secS^.dw^ 

iZ».tse.sec^.dto», 

woraus  sich  erglebt: 

vir«+ F«+z«= (ß2_«,.)2 

Ä«.sece»VÄ«.8ece»— «».rfw«, 


(Ä*— IC«)« 


; 


da  nun  ferner  nach  den  in  §.  11.  fSr  <b  in  Beziehung  auf  das  Um- 
drehungsellipsoid  gefundenen  Ausdrucken  sich  für  die  Kugel  er- 
giebt : 

l2.sec9.cZto 


ds: 


v^-^ 


so  wird  in  den  obigen  Ausdrücken  f&r  cosil,  cosf»,  cosv  In  Be- 
zug auf  die  loxodromische  Linie ; 

Ferner  ergiebt  sich  aus  den  oben  für  dx  und  dj/,  sowie  für 
X,  F,  Z  aufgestellten  Formeln: 
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m^r  dem  t^Hpioid  und  mf  der  Kugel.  45 

+ ^  Sinti; 

fi»ti>.tg©.sece*.rfic*  .  iB».»ece«(Ä».8ec^-«r«) 

^     jp  — Sinti; —^  — ^costl;. 

Ä*tgö«.8ece«.rfw«  ,  i28^.tge.8ecd>.dta« 

Ä*.8ecö*.rfw*  . 

8inV 


and  wir  erhalten  daher: 

20) 

V  «■j»ec9'— M*  * 


\ßVi2».sec««— «0» 
oder,  da 

«P        .  ■      VÄ«— »« 

TS  Ä  stnf)   nnd  -n =  co»  1» 

'Kt: 
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46  Plagtmann:   THorte  der  Imn^omkekm  UMe* 

cosl 

Fohren  wir  einen  HOifswinkel  lo  von  der  Beschaffenheit  ein, 
daee 


l{.sec9.8inco  =  to,  also  ii{*«ec8.eosfO£=ViZ**aec6*'— tb* 

iat,  8ö  kennen  wir  den  erhaltenen  Formein  auch  folgende  ^fächere 
Form  geben: 

coaXs  tgoo.sinO.ain^— cotgo*cO8#.co0^*8in9>, 
co8fi  =  — tgoo.ainO.coa^ — cotgeiteoeA.ein^.suq), 
eoav^  — tg  «9*0069. eoa  9* 


%.  21. 

Für  die  Krfimmung  der  lozodromisehen  Linie  in  ihrer  ErCIra- 

mnngseliene  oder  ihre  sogenannte  erste  KrOmmang,  welche»  wie 

A% 
i^ir  9. 12.  gesehen  haben,  durch  den  'Aasdruck  -r-  gemessen  wird, 

wenn  dx  den  von  zwei  einander  unendlich  nahe  liegenden  Tan- 
genten gebildeten  sogenannten  Contingenzwinkel  heaeichnet,  wel- 
cher Ausdruck  sowohl  fär  die  ebenen  Curren,  wie  Qr  die  Gurren 

Im  Räume  den  Werth   -  hat,  erhaften  wir  in  Bezug  auf  die  Kugel 

aus  der  unter  19)  (8r  ^  gefundenen  Formel: 

dt _  Vfi«.sec9>— 10^ 
^  ^     Ä-sec©VÄ»— 10«* 

Wie  wir  aber  achon  §.  12.  erwähnt  haben,  giebt  es  flir  die 
nicht  in  derselben  Ebene  liegenden  Curven  ausser  dieser  ersiMi 
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auf  dem  EUtpsoid  und  auf  der  KugeL  47 

KHIiDming  noeh  eine  «weito»  weiche  ebenao  vob  dem  durch  zwei 
aof  einander  folgenden  Krflmmungsebenen  gebildeten  sogenannten 
Toreloneifinliel  abbftngt^  wie  die  erste  Krümmung  von  dem  eo- 
genannlee  Contingenswinicel.  Beseichoen  X',  ^\  1/  die  Winkel» 
welche  die  Normale  auf  der  Krümmungsebene  im  Punkte  (tt,  e,  10) 
respeetive  mit  den  Parallelen  zu  den  Azen  der  x^  der  y  und 
der  %  bildet,  so  hat  man»  in  Rflckaicht  auf  die  für  die  KrOm- 
mungsebene  in  §.  10  aufgestellte  Gleichung  (a)^  nach  den  Ele- 
menten der  analytischen  Geometrie: 

X  F 

COSV'  SP 


Bezeichnet  femer  ^  den  Winkel»  welchen  die  Normale  auf  der 
Krfimmungsebene  im  Punkte  (tc»  e»  to)  mit  der  Normale  auf  der 
KrQmmnngsebene  in  einem  anderen  Punkte  {^\Au^  t>-ir^v»  w+Ju) 
bildet»  so  hat  man»  wenn  die  Cosinus  der  Winkel»  welche  die 
Nornmle  auf  der  Krflmmungsebene  im  Punkte  (u-f^tf » v+^Vf  w-^Jw) 
mit  den  Parallelen  zu  den  Axen  der  x,  der  y  und  der  %  bildet^ 
respective  piit 

CO0il'-|-itf.COsX'»  cosfi'-|-^.cos^'»  cosv'  + ^•cosv' 

bezeichnet  werden»  nach  den  Elementen  der  analytischen  Creome- 
trie  die  Gleichungen: 

C08^=:  C0SX'(C0SX'  -f  JI.CObV)  4-  C0Sfft'(c0Sfl'  -f  \J.COSf(') 

+  cosv'Ccosv'-f  ^f.cosv'), 
1  =  cosil'^ -f  eosfi^ -f  cosy'*» 

lr=(coeA'+2i,cosi')*+(cosfi'+^.cosf^')H^cosi/4vrf.cosv')'; 

addirt  man  die  beiden  letzten  dieser  drei  Gleichungen»  und  sub- 
trahirt  von  der  Summe  die  erste  Gleichung»  nachdem  man  die- 
selbe mit  2  multiplicirt  hat»  so  erh&lt  man: 

2(1— eos^)=:  cosr«— 2.cosr(cosr+-d/.cosA')4(cosV+i^.cosiO* 
+cosf*'*— 2.cos/A'fcosf*'+-J.co8/tO+(cos/t'+^.cos/t')* 
+ cos  v'*— 2 .  cosi/(cosv'+-^ .  C0S1/)  4  (cosi/ + J§.  cosi/)*» 

woraiis  sich  mit  Hülfe  der  zweiten  Ton  den  drei  oben  aufgestell- 
ten Gleiebongen  ergiebt: 
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(2ain|)«=  (i^.cosi')*  +(^.c08ft')*+  (^.cosr')'- 

Wenn  non  der  Winkel  &,  den  die  Normalen  auf  den  beiden 
•Krümmungfiebenen  mit  einander  bilden,  unendlich  klein  wird,  so 
werden  auch  die  Winkel ,  weiche  die  beiden  Normalen  mit  den 
Axen  der  x,  der  y,  und  der  z  bilden,  unendlich  wenig  von  ein- 
ander verschieden,  und  wenn  daher  d&  den  unendlich  kleinen 
Winkel  beBeichnet,  welchen  die  Normalen  der  einander  unendlich 
nahe  liegenden  beiden  Krummungsebenen ,  von  denen  sich  die 
eine  auf  den  Punkt  (u,  Vy  w)  und  die  andere  auf  den  Punkt 
(u  +  du,  v  +  dvf  to  +  dw)  bezieht,  mit  einander  bilden,  so  bat 
man  in  dem  Obigen  c^.cosil',  d.cosft',  d.coav'  respective  fiSr 
i^.cosil',  z/.cosfi',  z/.cosv'  zu  setzen,  und  da  ausserdem  der 
Sinus  eines  unendlich  kleinen  Bogens  mit  diesem  Bogen  selbst  zu- 
sammenftllt,  so  ergiebt  sich  aus  der  zuletzt  erhaltenen  Gleichung: 

dS^=z  (d.  cos  i')*  +  (d.  cos  f*')*  +  (d.  cos  v')^» 

oder  wenn  man  für  cosX',  cosft',  cosv'  die  oben  daßr  aufgestell- 
ten Werthe  substituirt: 

Durch  Differentiation  der  auf  der  rechten  Seite  dieser  Gleichung 
vorkommenden  Brüche  erhält  man  hieraus  nach  einigen  leichten 
Redactionen: 

^^^  _  (X^+  T^-t-Z^XdX^  +  dT^  +  dZ^-^jXdX+YdT+ZdZ)^ 

_  (XdY^  TdX)^ + (Zdx  -  xdZ)^  -t-irdz-^zdr)^ 

Nach  §.  10.  hat  man  nun: 

jr=di>,iPir— rfw.iPr,  T^dwM^u^du.dhD,  Zz:zdu.dH^dv.dHt, 
und  es  ist  4l^mach: 

dJL  =  d©.rf'«  — dfcd*©,    dF=  dw.dhi—^^.dho^ 
dZzszdu.dh) — dv,d^u, 
so  dass  sich  ergiebt: 
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JtilF-  ldX_  ZdX'^XdZ_  YdZ^ZdY 

dw  "~  3i  du 

= €lw(dHwP»--d^dH*)4dt(<ÄodHi— dHcciHo)+dii(c^  dfwdhi) , 

also: 

(Xd  F—  Fdi)«  +  {ZdX  -  AdZ)«  +  ( TdZ — Zd  F)« 

+  <{tf  (<2*o«i>to — dhiodhoi)  )• ; 

seist  insn  daher  wieder,  wie  es  schon  im  Frfiheren  geschehen  ist : 

dtt«  +  dü«+dfc«  =  €&*, 

so  erhftit  man  ans  der  oben  für  cid*  entwiclcelten  Gleichung: 

^  dd 

d$ 

dw{dhid^ü—dh>dHt)+dv(d!hDdHi'-d^dho)-i'duldhdh»'^d^dH) 
=*      (dvdho-^  dtwPr)*  +  (dwdhi  -  rfiMÄr)*  +  (diirf»r  -  dtd%)*     ' 

dr 
So  wie  nun  der  Ausdraclc  --r ,  wenn  dt  den  von  zwei  einen- 1 

der  onendlich  nahe  liegenden  Tangenten  gebildeten  Contingeoz« 
Winkel  bezeichnet,  das  Maass  der  ersten  Krfimmnng  oder  der 
Krflmmnng  einer  Curve  in   ihrer  Krfimmnngsebene  angiebt,    so 

(Iß, 
«teilt  der  Ausdrnck  -7-   offenbar  das  Maass  der  zweiten  Krfim* 

mung,  d.  h.  der  Windung  der  Elemente  nm  einander,  dar,  welche 
den  CurTeu  im  Räume  ausser  ihrer  Krümmung  In  der  Osculations- 
ebene  eigenthümlich  ist 

Während  der  Ausdruck  der  ersten  *  Krümmung  nur  von  den 
Differentialien  der  ersten  und  zweiten  Ordnung  von  den  Coordl- 
naten  x,  y,  x  abhSngig  war,  kommen  für  den  Ausdruck  der  zwei- 
ten Krümmung,  wie  wir  sehen,  auch  die  Differentialien  der  dritten 
Ordnung  in  Betracht,  und  um  daher  fiir  die  loxodromische  Linie 
auf  der  Kugel  auch  das  Maass  der  zweiten  Krümmung  zu  finden, 
müssen  wir  för  dieselbe  erst  diese  dritten  Differentialien  durch 
weitere  Differenzirung  der  schon  erhaltenen  zweiten  Differentia* 
iien  herleiten. 

Aus  den  im  §.  20.  für  d!^x  und  cPy  gefundenen  Ausdrücken 
erhalten  wir,  wenn  wir  dieselben  noch  einmal  In  Bezug  aufs  als 
anabhSngige  Variable  differenziren : 

Thtil  yjLUll.  4 
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oder  da  nach  dem  in  g.  IL  (3r  d^  gefundenen  Ausdrock  In  Be- 
eng auf  die  Kugel 

«et: 

3/2<2sec^^t>  .  ß«tge.sec©Vi»  . 

ond  ebenso  erhalten  wir: 

3/Ä8ece«.rft»  .         ß»tg©.8ecÖ«.dt» 

Aue  diesen  Formeln ,  in   Verbindung   mit  den   in  9.20.   fllr  <P« 
€i*y  abgeleiteten,  ergiebt  sich  nun: 

air(€t"iia'r— a"»a'w)  = 7/2» -^to«)^ * 

und    da   wir  %   als    die   unabhängige    Variable  betrachten»   also 

cPwssO  und  c2Ho=:0  zu  setzen  haben,  so  stellt  dieser  Ausdruck 

fllr  die  lozodromiscbe  Linie  aul'  der  Kugel  den  Zähler   des  im 

d^ 
Obigen  für  -j-  entwickelten  Bruches  dar.    Für  den  Nenner  dieses 

Bruches  haben  wir  nach  den  in  §.20.  fllr  X,  ¥,  Z  aufgestellten 
Ausdrücken : 

-X»+F«+Z»— (Ä«-fi,2)4 ' 

und  es  ergiebt  sich  demnach  für  das  Maass  der  zweiten  Krüm- 
mung der  lozodromischen  Linie  auf  der  Kugel: 

^^^  d*^Ä«.sece«-tr« 

Da  dieser  Ausdruck  sowohl  fllr  9  =  0  als  auch  für  ^=90^  ver- 
seh windet»  so  erhellt,  dass  die  Curve  in  diesen  beiden  Fällen 
eine  ebene  wird,  was  auch  an  sich  iclar  ist,  denn  im  ersten  Falle 
fHilt  die  loxodromische  Linie  mit  dem  Meridiane  und  im  zweiten 
mit  einem  Parallel  kreise  zusammen.  Für  jeden  anderen  Werth 
von  S  wird  der  gefundene  Ausdruck  offenbar  um  so  grosser,  je 
grösser  w  wird,  und  es  nimmt  daher  die  zweite  Krümmung  der 


Digitized  by  VjOOQIC 


auf  dem  EUipsoid  «nä  auf  äer  XugeL  51 

lozodromisehen  Lini«  tod  dem  Aequator  oach  den  Polen  bin  iq. 
Für  «0=0  erluüten  wir 


d» 

sin6.coa 

B     sin  28 

27  = 

R 

-    2Ä 

für  %ts=B  wtirde 

d» 

1 

cotg8 

werden,  welchem  Werthe  eich  also  dase  Maase  der  «weiten  Krflm- 
mung  nach  den  Polen  hin  ohne  Ende  nähert 


§.  22. 

Wir  hallen  §.  15.  gesehen  >  dass  die  Tangenten  der  lozodro« 
mischen  Linie  alle  auf  einer  abwickelbaren  Fläche  liegen,  nnd  es 
iSsst  sich  nachweisen,  dass  dasselbe  auch  für  die  graden  Durch- 
schnittslinien  der  einander  unendlich  nahe  Hegenden  Normalehe- 
nen  stattfindet«  Wir  haben  schon  bemerkt,  dass  die  Fläche,  welche 
dorch  eine  sich  im  Räume  auf  beliebige  Weise  bewegende  grade 
Linie  erzeugt  wird,  im  Allgemeinen  nicht  eine  abwickelbare  ist» 
sondern  dass  dieses  nur  dann  der  Fall  ist,  wenn  immer  zwei 
einander  unendlich  nahe  liegende  Erzeugnngslinien  sich  treffen, 
oder  wenn  es  für  alle  graden  Erzeugungslinien  eine  Umhüliungs- 
Knie  giebt,  welche  sie  nach  einander  in  verschiedenen  Punkten 
berühren.  Dass  eine  sich  auf  beliebige  Weise  im  Räume  be- 
bewegende Linie  im  Allgemeinen  nicht  eine  solche  Umhüllungs- 
linie  hat,  lässt  sich  leicht  auf  analytischem  Wege  nachweisen. 

Werden  nämlich  die  Gleichungen  einer  beUebigen  Linie  dar- 
gestellt durch 

(«)  A(^»  y»  *>  «)=0,     f^ips,  3f,  «,  a)  =  0, 

worin  X,  ff,  ^  die  veränderlichen  Coordinaten  and  a  einen  will- 
kürlichen Parameter  bezeichnet,  dessen  stetige  Veränderung  die 
stetigen  Veränderungen  bestimmt,  welche  die  Linie  in  ihrer  Form 
nnd  Lage  erfahren  kann:  so  werden  die  Gleichungen  der  Um- 
hfiilungslinie  zwischen  x,  g,  %,  wenn  sie  ezistirt,  durch  die  Eli- 
mination von  a  zwischen  den  beiden  vorhergehenden  Gleiehangen 
und  ihren  Ableitungen  in  Beziehung  auf  «,  nämlich 


4* 
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gegeben.  Man  hat  aber  aaf  diese  Weise  mehr  GleicbongeD,  «is 
zor  Bestimmung  der  beiden  Gleichungen  der  DmhfillongsliBie  er- 
forderlich sind 9  wenn  nicht  zwei  Ton  den  drei  Gleichnngeo,  die 
sich  durch  die  Elimination  von  a  aus  den  vier  Cleichongen  (a) 
und  (</)  ergeben,  identisch  werden,  und  es  wird  daher  onr  in 
diesem  Falle  der  gegebenen  Linie  eine  Umhuilongslinie  zokoouiieB. 

Fflr  die  Normalebene  in  einem  Punkte    (tf,  e*   w)  hat 
nun  nach  j.  11.  die  Gleichung: 

(6)  (x  -  u)du  +  (y — »)dr  +  (x  —  w)d»  =  0, 

und  för  die  Durchtschnittslinie  der  beiden  einander  anendlich 
liegenden  Normalebenen  in  den  Punkten 

(?«,  e»  vo)  und  (ti  \  du,  v-^  dv,  to  -f  dw) 

hat  man  ausser  dieser  Gleichung  (6)  noch  die  nach  9*  !!•  ^üch 
durch  Differenzirung  daraus  ergebende  Gleichung: 

(6')        (x-ü)d^u  +  (y — e)d«»  +  (x— io)rf*w-  A«  =  0. 

Als  den  vorhin  mit  a  bezeichneten  Parameter  können  wir  hier 
die  unabhängige  Variable  betrachten,  wovon,  wie  schon  frfiher 
erwähnt  ist,  ti,  v«  to  als  Functionen  anzusehen  sind,  und  da  die 
Gleichung  (b')  aus  der  Gleichung  (6)  bereits  durch  eine  Differen- 
zirung  nach  dieser  unabhängigen  Veränderlichen  abgeleitet  ist, 
so  klimmt  durch  eine  Differenzirung  der  beiden  Gleichungen  (6) 
nnd  (b')  nach  a  nur  noch  eine  Gleichung  hinzu,  nämlich  die  Glei- 
chung: 

(or— tt)d'ji+(y  -  v)d^o-i  (z—to)dho-^du .  dl^u^dv .  dh+dw .  dho)  :=  0. 

Wir  kommen  also  für  die  Durchschnittslinien  der  auf  einander 
folgenden  Normalebenen  allerdings  auf  den  Ausnahmefall  der 
Existenz  einer  UmhQllungsünie,  und  die  Fläche,  welche  durch 
die  Aufeinanderfolge  jener  Durchschnittslinien  erzeugt  wird ,  ist 
demnach  eine  abwickelbare,  welche  diese  Umhullungslinie  zor 
sogenannten  Ruckkehrkannte  oder  Wendungscurve  hat.  Die  Glei- 
chung dieser  Fläche  erhält  man  offenbar,  wenn  man  aus  den  Glei- 
chungen (6)  und  (b')  vermittelst  der  Gleichungen  der  gegebenen 
Curve  und  ihrer  Ableitungen  die  Grossen  ti,  e,  le  und  ihre  Diffe- 
rentiale eliminirt. 

§.  23. 
¥üt  die  loxodroroische  Linie  auf  der  Kugel  hätten  wir  des 
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Beweises»  daes  die  Dnrcbschnittelinien  der  auf  eioander  folgen- 
deD  NormalebeneD  alle  auf  einer  abwiclcelbaren  Fläche  liegen, 
nicht  bedurft;  denn  dafür  diese  die  Nornialebenen  durch  den  Mit- 
telpunkt der  Kugel  gehen,  vvas  überhaupt  für  alle  auf  der  Kugel- 
fläche liegende  doppelt  gekrAmnite  Curven  gilt,  so  erhellt  von 
selbst,  dass  für  diese  die  Fläche,  welche  die  Durchschnittslinie 
zweier  auf  einander  folgenden  Normalebenen  zur  Erzeugungslinie 
hat,  eine  abwickelbare,  nämlich  eine  Kegelfläche  ist,  deren  Spitze 
im  Mittelpunkte  der  Kugel  liegt.  Was  die  Gleichung  dieser  Fläche 
betriift,  so  haben  wir  nach  §.  17.  für  die  Normalebene  der  loxodro- 
mischen  Linie  in  einem  Punkte  (ti,  9,  w),  dessen  geographische 
Breite  und  Länge  respective  9  und  ^  sind,  die  Gleichung : 

16) 

s.sec^.cosg)  -f  y(tg  6  —  tg'^/.sing))  — ar(tg  9.  tg^  \  sing))  =0. 

Für  die  Gleichung  (6')  erhalten  wir  nach  den  in  $.  20.  für  d^x^ 
cPy  und  d%  gefundenen  Formeln  in  Bezug  auf  unsere'  Curve  die 
Gleichong: 

(a:— «)cos'V;-|-05f— e)sinV'+  Vfi*— to«  =  0; 

da  aber  der  Punkt  (u,  v,  vo)  auf  der  Oberfläche  der  Kugel  liegt, 
so  ist: 

ti=: A.cosiff.eos^,  0=: J2.sinif^.cos9,  tosJZ.sin^; 
also: 

tf.cos^-f-f  «si^V^  =  jB.  cos  9  =  V  Ä* — IC*, 
und  wir  erhalten  daher  für  die  Gleichung  (V)  die  folgende: 

23)  jr.cost/i-f^.sinifisO, 

woraus  sich  ergiebt: 

tg*  =  --'    sect  =  ± ^1^^-^- 

Da  nun  ferner  nach  der  Gleichung  der  loxodromischen  Linie,  wi 
wir  sehen  $•  15.  gesehen  haben : 

±-       -JL 
sin 9  =  — jjT 5  %      cos9  =  - 


e^l  +  f  ige  ^  +  e"  U^ 
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ist:  ao  erhalten  wir«  wenn  wir  diese  Werthe  Ton  tgi^,  sec^, 
«in  7  und  cosg)  in  die  Gleichung  der  Normalebene  16)  substitoi* 
reo,  die  Gleichung: 


+  «I -tg  0(c««^  +  «■"  «7^)  -  (e«#ö  -  e""  «7ö)| 
wofür  wir  auch  schreiben  können : 


!- 


oder: 
84) 


±2*  +  tg  ©V  «»+»•(«'«*  +  e" ««»)  =  0 


^-^(eÄ  +  e-"iJs)=,±^^. 


Wenn  wir  In  dieser  Gleichung 

i|;  =  Arctg(-^) 

setzen  9  so  haben  wir  In  Bezug  auf  das  System  der  rechtwinl^li- 
gen  Coordinaten  x^  $f,  x  die  Gleichung  der  abwiclcelbaren  Fläche, 
welche  die  grade  Durchschnittsline  zweier  einander  unendlich 
nahe  liegenden  Normalebenen  zur  Erzeugnngslinie  hat  Da  diese 
Fläche  in  unserem  Falle«  wie  wir  schon  oben  erwähnt  haben«  und 
wie  auch  aus  der  gefundenen  Gleichung  derselben  hervorgeht« 
eine  Kegelfläche  ist«  deren  Spitze  im  Mittelpunkte  der  Kugel 
liegt«  so  reducirt  sich  hier  die  Umhällungslinie«  von  der  wir  oben 
gehandelt«  auf  einen  Punkt«  nämlich  auf  den  Mittelpunkt  der 
Kugel. 

Der  fOr  die  Fläche  gefundenen  Gleichung  24)  können  wir  noch 
eine  andere  Form  geben«  indem  wir  statt  der  rechtwinkligen  Coor- 
dinaten x,  y,  z  wieder  Polarcoordinaten  einfuhren.  Bezeichnen 
wir  den  Radius  Vector  vom  Mittelpunkte  der  Kugel  aus  mit  r« 
den  Winkel«  um  welchen  derselbe  gegen  die  Ebene  der  xy  oder 
gegen  die  Ebene  des  Aequators  geneigt  ist«  d.h.  die  geographi« 
sehe  Breite«  wieder  mit  q>,  und  fähren  wir  statt  unserer  frfiheren 
Länge  ^  einen  Winkel  ^'  ein«  der  um  einen  Quadranten  von  der- 
selben verschieden  ist«  setzen  wir  nämlich: 
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80  daaa  wir  haben: 

«  =  — r.coflgj.filnV^',  yss  r.cosg^.cofl^,  f=r,9lng»; 
dann  wird  offenbar: 


— J  =  tgV.    also   «'  =  Arctg(^^) 


nnd 


nnd  wir  beifcommen  füir  die  Kegelfläcbe»  auf  welcher  alle  Durch- 
schoittsiinien  der  auf  einander  Tolgenden  Normalebeaen  llegeo* 
statt  der  Gleichung  24)  die  Gleichung: 


25)  V(«''^  +  «   *«^)==i:tgg). 


2 

Der  Durchschnitt  dieser  Fläche  mit  der  OberflSche  der  Kugel 
Ist  daher  nicht  die  lozodroniische  Linie  selbst,  wie  man  es  wohl 
In  Lehrbüchern  der  Geometrie  (vgl.  Brandes,  Lehrbuch  der 
h«iheren  Geometrie,  Th. IL,  §.372.)  angegeben  findet,  sondero 
die  gefundene  Gleichung  ist  die  einer  anderen,  oder  wegen  des 
doppelten  Vorzeichens  yielmehr  zweier  zu  beiden  Seiten  des 
Aequators  symmetrisch  liegender  Curven  auf  der  OberflSche  der 
Kugel,  nftmlich  von  zwei  sphärischen  Kettenlinien  mit  dem  Para- 
meter 6,  'deren  Scheitel  auf  dem  durch  den  Anfangspunkt  der  tff' 
gelegten  Meridian  liegen.  Von  dieser  sogenannten  sphärischen 
Ketteollnie,  welche  in  Bezug  auf  die  Kugel  ganz  ähnliche  Eigen- 
schaften besitzt,  wie  die  ebene  Ketlenlinie  in  Bezug  auf  die  Ebene, 
bat  schon  Gudermann  gezeigt,  dass  sie  mit  der  loxod romischen 
Linie  in  einem  besonderen  Zusammenhange  steht  (vgl.  Grelle 's 
Journal  für  Mathematik,  Bd.  XL,  S.  395.);  dieser  Yon  Gu- 
dermann aufgestellte  Zusammenhang  würde  sich  auch  aus  dem, 
was  wir  in  diesem  Paragraphen  ermittelt  haben,  leicht  nachwei« 
Ben  lassen. 


«24. 

Wir  haben  {.IL  gesehen,  dass  der  Krümmungsmittelpunkt 
der  Durchschnittspunkt  zweier  auf  einander  folgender  Normal* 
ebenen  und  der  entsprechenden  Krflmmungsebene  ist.  Wenn  wir 
daher  die  Coordinaten  dieses  Punktes  mit  x,  jf,  x  bezeichnen, 
so  haben  wir  zur  Beslimmaog  derselben  ausser  den  beiden  Glei- 
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cbangen  16)  und  23)  des  vorigen  Paragraphen  nocb  die  Gleichung 
der  Krfimmangsebene»  fvelche  nach  §.18.  die  Form  hat: 

26)  tgö(x—  i2.sin9>)  =  eos9>(2(.cosiff  —  :r.sint|f). 

Wir  erhalten  daher  die  beiden  Gieicbungen  der  Linie,  aaf  wel- 
cher alle  Krümniungsniittelpunkte  liegen,  wenn  wir  aus  diesen 
drei  Gleichungen  vermittelst  der  Gleichung  der  loxodromlschen 
Linie  die  beiden  Grössen  q)  und  tf;  eliminiren.  Die  eine  dieser 
beiden  Gleichungen  wird  oflfenbar  die  im  vorigen  Paragraphen  ge- 
fundene Gleichung  24)  oder  25)  sein,  und  es  liegt  daher  die 
Curve,  welche  den  Ort  der  Krümmungsmittelpunkte  bildet,  auf 
der  Kegeliäche,  welche  die  grade  Durchscbnittslinie  zweier  ein- 
ander unendlich  nahe  liegenden  Normalebenen  zur  Erzeuguags- 
linie  hat. 

Wenden  wir  daher  statt  der  rechtwinkligen  Coordinaten  o;, 
y,  2  wieder  die  im  vorigen  Paragraphen  eingeföhrten  Poiarcoor- 
dinaten  r,  tp  und  i^'  an,  so  werden  wir  für  die  Bestimmung  der 
Linie,  auf  welcher  alle  Krilmmungsmittelpunkte  liegen,  ausser  der 
Gleichung  25)  nur  noch  eine  Relation  aufzustellen  haben,  welche 
die  Abhängigkeit  des  Radius  Vector  r  von  q>  oder  ^'  ausdrdckt 
FGr  die  Coordinaten  x»  y,  i  des  Krummungsmittelpunktes  in  Be- 
zug auf  einen  Punkt  (n,  t),  w)  haben  wir,  wenn  wir,  wie  wir  schon 
in  (.20.  gethan  haben,  die  Winkel>  welche  der  Krümmungshalb- 
messer p  mit  den  Azen  der  a:,  y,  x  bildet,  respective  mit  iL,  f*,  v 
bezeichnen : 

xr—* u  =  p.co6il,    ^— o=:p.cosfi,   z — to  =  p.cosv; 

und  wir  erhalten,  wenn  wir  för  q,  cosA,  cosft  und  cosv  die  in 
$.  19.  und  §.  20.  unter  den  Formeln  19)  und  20)  dafür  gefundenen 
Werthe  einfahren: 


Ä.secÖ.fpVfi«— w*  .    ^     .  ^ryr= s 

df  —  tt=5      n  sec6^— tp* smö.sin^— VÄ^ — w*.cos^, 

fi.secQ.foVi^~to«  .  ,-— 5    . 

sec©.w(Ä«  — fp*)       ^ 
Ä*.sec  ©•  —  «?■ 


da  aber 


u  =  jR.co6  9).cos^  =  vB*  — tJ*  •  cos  t{/ , 
V  =  J2.cos9>.8in^  =  V"ä* — ts^.sin^ 
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auf  dem  EUlpwtd  und  auf  der  Kugel.  bl 

ist,  80  ergeben  sieb  bieraoe  die  GleicbuDgen : 


27) 


«: 


Ä«.tge«.w 


Wir  erhalten  daher,  da 

so  setien  ist : 

^     Ä«tg©«.tr«(Ä^w«+Äng^) 
•*  = (»«.eece«-«^)« 

__ß«tge«w«_ 

Qud  Fergleichen  wir  diesen  Werth  von  r*  mit  dem  unter  27)  ge- 
fundenen Werthe  Fon  i,  so  bekommen  wir  die  Gleichung: 

28)  r«=:z.«. 

Verm&ge  der  Gleichung  der  lozodromiscben  Linie  ist  nun: 

faa=lc.8in9  =  Ä.— ^^ ^, 

imd  da  nach  der  Gleichung  24)  ^ 

ateo 

ÄS-e-iä  =  i:?^^^^:^^^^ 

ist,  80  verwandelt  sich  die  Gleichung  28) ,  mit  Rucksicht  darauf, 
daas  f*  nor  einen  positiven  Werth  haben  kann,  in  die  folgende: 

r*=Vi«-tgö«.(:r*+y«), 
>Bd  €•  ergiebt  sieb  daher,  da  nach  den  im  vorigen  Paragraphen 
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iwlschen  deo  rechtwinkligen  und  den  neu  etogefidirteii  Polar -CooT' 
dinaten  aufgestellten  Relationen 

«•  =5  r«.8in  9^    «•  +  y* = r* .  coa  4»*| 

ist,  als  zweite  Gleichnng  der  Linie,  aaf  welcher  alle  Krllniniangs«- 
mittelpunkte  liegen: 

29)  r  ==  ß  V^sin  9*  -  tg  8«.  cos  y«, 

woßr  wir  auch  schreiben  können: 

29«)  rs=£.cos9Vtg9>*— tge« 

oder 

2Ö»)  r  sA.sec  eV  sin  9)«— sine«. 

Diese  Gleichungen  29)  hätten  wir  einfacher  aus  der  Gleichung 
26)  mit  Hälfe  der  Gleichungen  16)  und  23)  herleiten  können,  aber 
wir  haben  die  obige  Ableitung  vorgezogen,  weil  wir  auf  diese 
Weise  zugleich  die  Abhängigkeit  der  Coordinaten  des  Krummungs- 
mittelpunktes  von  den  Grossen  to  und  ^  in  den  Formeln  27)  dar- 
gestellt  haben.  Aus  diesen  geht  auch  hervor,  was  schon  an  sich 
ersichtlich  ist,  dass  ßir  6  =  0,  d.h.  wenn  die  loxodromiscbe 
Linie  in  einen  Meridian  übergeht,  der  Ort  der  Krfimmungsmittel- 
punkte  sich  auf  den  Mittelpunkt  der  Kugel,  und  ßlr  6=^90^,  d«  h« 
wenn  die  loxodromi8che  Linie  ein  Parallelkreis  des  Aequators 
wird,  auf  den  Mittelpunkt  dieses  Parallelkreises  reducirt;  in  diesem 
letzteren  Falle  liefern  nämlich  die  Formeln  27)  die  Werthe: 

x  =  Of    y=0,     «  =  fi>. 

In  jedem  anderen  Falle  wird  der  Ort  der  Krünimungsmlttelpunkte 
ausgedrflckt  durch  die  beiden  Gleichungen  25)  und  29). 

Aus  den  Gleichungen  29'')  und  29*)  ist  ersichtlich,  dass  der 
numerische  Werth  von  tp  nicht  kleiner  sein  darf  als  der  von  S, 
wenn  r  einen  reellen  Werth  erhalten  soll;  und  in  der  That  hat 
auch,  wie  aus  der  Gleichung  25)  hervorgeht,  für  alle  Punkte  der 
Linie,  welche  den  Ort  der  Krümmungsmittelpunkte  bildet,  q>  einen 
Werth,  der  numerisch  nicht  kleiner  ist  als  der  von  S,  denn  der 
in  der  erwähnten  Gleichung  vorkommende  Ausdruck 


tge^c'^ti^ 


eH 

bekSmmt,  wie  aus  den  Elementen  der  Analysis  bekannt  ist,  flb 
jeden  Werth  von  V  eitteii  Wwtb,  welcher  dicht  Uelser  wif4  ab 


Digitized  by  VjOOQ IC 


auf  dem  Eifipsoid  und  auf  der  Kugei.  59 

die  ZaU  9.  Ea  bildet  also  der  Radine  Veetor  der  Linie,  auf  vre!« 
eher  alle  KrfUmiiungsiiiittelpunkte  liegen,  mit  der  Ebene  des  Aequa- 
tors  einen  Winkel^  der  nicht  kleiner  wird  als  6,  was  wir  auch 
eehon  daraus  hätten  sehliessen  kOnnen,  dass  die  Darchschnitts- 
linie  der  Kegelfläche,  auf  welcher  jene  Linie  sich  befindet,  »It 
der  Oberfläche  der  Kugel  eine  spärische  Kettenlinie  mit  dem  Pa- 
rameter B  ist;  denn  der  Scheitel  einer  solchen  Linie,  d.  h.  der 
Punkt  derselben,  welcher  der  Ebene  der  ocy  am  nächsten  kommt, 
hat  von  dieser  Ebene  die  sphärische  Entfernung  B. 

(Ulan  yei^leiche  wieder  Idie  Abhandlung   Fon  Gudermano 
hl  Grelle's  Journal,  Bd.XI.,  S.394.) 


{.25. 

Da  bei  einer  ebenen  Curve  die  au  den  verschiedenen  Punkten 
der  Curve  gehörigen  Kriimmungshalbmesser  alle  in  der  Ebene 
der  Gurve  liegen,  so  schneiden  sie  sich  nach  einander,  und  bilden 
durch  ihre  Durchschnittspunkte  eine  Curve,  an  welcher  sie  alle 
Tangenten  sind,  und  welche  daher  die  Umhüllungslinie  der  ver- 
schiedenen Kriimmungshalbmesser  Ist.  Diese  Curve  bat  offen- 
bar die  Eigenschaft,  dass,  wenn  man  um  dieselbe  einen  Faden 
gelegt  denkt,  dessen  einer  Endpunkt ,  während  der  Faden  gespannt 
Ist,  auf  einen  Punkt  der  gegebenen  Gurve  flillt,  durch  diesen 
Punkt,  wenn  der  Faden  unter  fortwährender  Spannung  von  der 
Cnrve  abgewickelt  wird,  die  ursprüngliche  Curve  beschrieben  wird. 
Daher  nennt  man  auch  diese  Curve  die  Evolute  der  gegebenen 
und  die  gegebene  Curve  in  Beziehung  auf  dieselbe  umgekehrt  ihre 
Evolvente« 

Da  bei  den  ebenen  Curven  der  Krümniungsmittelpunkt  durch 
den  Durchschnitt  zweier  auf  einander  folgender  Krümmungsbalb* 
messer  bestimmt  wird,  so  föllt  nach  dem  Dargelegten  bei  ihnen 
die  Evolute  offenbar  mit  dem  geometrischen  Orte  der  Krümmungs- 
niittelpunkte  zusammen.  Dies  ist  aber  bei  den  Curven  doppelter 
Krümmung  nicht  mehr  der  Fall ;  bei  ihnen  giebt  es  überhaupt  für 
das  System  der  Krümmungshalbmesser  keine  Umbüllungslinie, 
und  es  wird  daher  hier  die  Linie,  welche  den  geometrischen  Ort 
der  Krümmungsmittelpunkfe  bildet,  auch  keine  Evolute  der  gege- 
benen Cnrve  sein« 

Dass,  wenn  die  Gurve  keine  ebene  ist,  die  Krümmungshalb- 
HHiBser  derselben  keine  Umhüllungslinie  haben,  kennen  wir  mit 
Hfilfe  des  in  {•22«  über  die  Bestimmung,  der  Dmhüliungslinien 
Gesagten  leicht  nachweisen. 
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Ute  Richtung  des  Krümmangshalbmessera  wird  offeabar  durch 
den  Durchschnitt  der  Krummungsebene  und  der  Normatebene  be- 
stimmt, und  es  sind  daher  die  Gleichungen  dec  Linie,  auf  welcher 
sich  der  KrSmmnngshalbmesser  q*  für  einen  Punkt  (ii,  v,  w)  be* 
findet;  die  schon  früher  aufgestellten  Gleichungen: 

(a)  ^(o:— M)+F(y  — »)  +  Z(i:— w)  =  0, 

(b)  (x-^u)du  +  (y-^vidv  +  (z— to)i/io=:0. 

Cm  daher  die  Gleichungen  der  Umhullungscurve  der  graden 
Linien  q,  wenn  sie  existirt«  zu  erhalten,  muss  man  mit  diesen  Glei- 
chungen ihre  Ableitungen  In  Beziehung  auf  eine  unabhängige  Ver- 
änderliche, Yon  welcher  u,  Vy  w  als  Functionen  betrachtet  werden, 
verbinden.  Auf  diese  Weise  erhält  man,  da  nach  §•  10.  die  Glei- 
chung 

(aO  Xdu  +  Ydv  +  Zdu>  =  0 

stattfindet,  für  die  in  Rede  stehende  Dmhallungscurve  noch  die 
beiden  Gleichungen: 

(b')        (ar— tt)dat«  +  (y— i>)d^+(2— t©)cPfo— di^ssO. 

Aus  den  vier  Gleichungen  (a),  (b),  (a|')  und  (b')  ergiebt  sich 
durch  Elimination  der  Binome  X'-^u^  y — o,  s— to  eine  Bedingnngs- 
gleichung,  weicher  die  Coordinaten  ic,  t^,  to  und  ihre  Differentiale 
genügen  müssen,  damit  die  graden  Linien  q  eine  Umhüllungs- 
linie haben  können.  Die  Gleichungen  (a),  (b)  und  (b')  geben  für 
die  drei  Binome  die  schon  in  §.  11.  gefundenen  Werthe: 

d$HYdw^Zdo) 
ar-ti—    X^+y^  +  Z*    * 

_  ds^(Zdu--Xdv>) 
3f  — »—   Jfa+F«+Z«  ' 

d$^Xdf)^rdu)^ 

und  wenn  man  diese  Werthe  in  die  Gleichung  (a^O  substituirt. 
so  erhält  man  mit  Rücksicht  auf  die  in  §.  21.  (ur  X,  T,  Z;  dX, 
dV,  dZ  aufgestellten  Formeln  die  Gleichung; 

Wenn  aber  diese^  Gleichung  stattfindet,  so  erhält  der  in  {•  21«  flir 
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auf  dun  Eliipsoid  und  auf  der  gngel.  Öl 

-p  geAind^oe  Ausdrack   den  Werth  Null,  d.  b.  es  verschwindet 

die  zweite  Krümmung  der  Corve,  oder  die  Curve  ist  eine  ebene, 
und  es  ist  damit  nachgewiesen,  dass  flir  eine  Curve  doppelter 
Krümmung  die  auf  einander  folgenden  Krümmungshalbmesser  Iceine 
Umhullungslinte  haben,  deren  Tangeuten  sie  alle  sind,  dass  also 
för  eine  solche  der  geometrische  Ort  der  KrOromungsmittelpunfcte 
keine  Evolute  der  gegebenen  Curve  ist. 


•    §.  26.    . 

Daraus,  dass  die  Linie  der  Krflromungsmittelpunkte  keine 
Evolute  mehr  ist,  wenn  die  gegebene  Curve  keine  ebene  ist,  darf 
man  jedoch  nicht  schüessen,  dass  die  Linien  von  doppelter  Krüm- 
mung keine  Evoluten  haben  können,  sondern  es  kommen  denselben 
sogar,  wie  Monge  zuerst  gezeigt  bat,  unendlich  viele  Evoluten 
XU.  Um  uns  dies  deutlich  zu  machen,  müssen  wir  uns  einer  geo- 
metrischen Construction  bedienen. 

Es  seien  (Taf.L  Fig. 2)  K,  K' ,  K^',  ....  die  Mitten  der  ver- 
schiedenen unter  sich  als  gleich  angenommenen  Elemente  der 
Curve  MM'M"..,.t  ferner  seien  P,  P* ,  P^,....  die  durch  diese 
Mitten  gelegten  Normalebenen,  welche  sich  zu  zweien  in  den 
Geraden  AB,  A'B',....  schneiden,  so  dass  diese  Geraden  in 
ihrer  Aufeinanderfolge  eine  abwickelbare  Fläche  bilden,  welche 
alle  Ebenen  P  umhüllt.  Zieht  man  dann  in  der  ersten  Normal 
ebene  P  eine  Gerade  KD  beliebig,  welche  stets  normal  auf  der 
gegebenen  Curve  sein  wird;  zieht  man  ferner  durch  den  Durch- 
schnitUponkt  D  dieser  Geraden  mit  der  Linie  AB  und  durch  den 
Punkt  K'  eine  andere  Gerade  K*DD\  welche  in  der  zweiten 
Normalebene  P'  liegen  wird,  und  hierauf  auf  dieselbe  Weise  eine 
dritte  Gerade  K^D'D",  die  in  die  Ebene  P"  fällt,  und  so  fort, 
so  erhält  man  durch  die  auf  einander  folgenden  Durchschnitte 
dieser  in  den  verschiedenen  Normalebenen  liegenden  Linien  eine 
Curve  DD'iy  ..*.,  an  welcher  eben  diese  Linien  Tangenten  sind, 
und  man  würde  daher  durch  Abwickelung  eines  um  DVD".... 
geschlungenen  Fadens  die  LiniQ  JUM'M" ...^  beschreiben  können, 
wenn  die  Theile  zweier  auf  einander  folgenden  Tangenten  an 
Dtyiy....  von  ihrem  gemeinschaftlichen  Durchschnittspunkte  bis 
zur  Curve  MM'M" ....,  z.  B.  die  Stücke  DK  und  DK,  einander 
gleich  wären,  oder  wenn  die  Punkte  Z>,  />',  D^,....  von  je  drei 
auf  einander  folgenden  Punkten  der  Curve  MM'M" ....  gleich  weit 
entfernt  wären.  Dass  dies  aber  der  Fall  ist,  ergiebt  sich  leicht 
Dass  %.  B.  der  Punkt  D  von  den  Punkten  üf ,  M',  M"  gleich  weit 
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ier  Mde»  Ebcaca  P  end  P",  wdcfce  Makreckt  aof  4eo  Mittea 
der  gkidbM  ElMeste  JfJT  nd  JPJT  ctdbo,  n  aUcB  ihr« 
PMfctai|(leich  weit  TOB  Jr,  JT,  JT  catferat  ist,  weskdbne  aacfc 
die  PolliBie  de»  gaueo  Bogeu  Jf  JT JT  liciwt  M»  wird  aUo 
alkrdiage  die  Linie  MMM'....  ebcMe  dncfa  die  Abwickelmis 
der  Corre  DD^iy.,..  etxitu^tm^  koosea,  wie  Bas  eine  eiiene  Cvrre 
durch  die  AbwictKelnog  ihrer  Eiroiiite  eneegeo  lumiy  od  es  wird 
daher  die  Corre  DUIV...,  ale  eise  Erebte  der  gegebene«  Carve 
MMfif  m*..  aa  i>efnichtai  aeie. 

Da  aller  die  erste  Normale  KD  ganz  wOlkiirlich  in  der  Ebene 
P  gesogen  wurde,  so  erhält  man,  wenn  man  die  Richtung  dieser 
Normale  inder^  unendlich  viele  Erolaten  der  gegebenen  Gurve, 
die  alle  in  der  abwickelbaren  Fläche  fiegen,  welche  die  DurdH 
ecbnittalinie  zweier  auf  einander  folgenden  Normalebenen  zur  Er- 
zeugungalinie  hat,  welche  Fläche  man  daher  auch  wohl  die  Pol« 
fläche  nernit  fEs  haben  alle  diene  Evoluten,  ebenso  wie  es  f9r 
die  Evoluten  der  ebenen  Curven  der  Fall  ist,  offenbar  die  Eigen- 
schaft, dass  ihre  Tangenten  die  Tangenten  der  gegebenen  Curve 
in  den  entsprechenden  Punkten  rechtwinklig  durchschneiden. 


§•27. 

Was  die  Gleichungen  dieser  Evoluten  betrillt,  so  hat  man 
zur  Bestimmung  derselben  ausser  der  Bedingung,  dass  jede  Evo* 
lute  auf  der  Polfläche  liegt,  diejenige,  dass  der  von  einem  Punkte 
(^»  y*  <)  der  Evolute  nach  dem  entsprechenden  Punkte  (ti,  e,  w) 
der  gegebenen  Curve  gezogene  Radius  die  Evolute  berührt,  welche 
Bedingung  ausgedrfickt  wird  durch  das  System  der  beiden  GM« 
cbnngen: 

dx 
ar— tl  =  ^(i— IT), 

Da  (ttr  die  loxodromiscbe  Linie  auf  der  Kugel  nach  den  früheren 
Beseichnungen 
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2R 

e^  +  «""^ 

ist,  so  erhalten  wir  fBr  die  Evoluten  dieser  Corve  in  Bezug  anf 
das  rechtwinklige  Coordinatensystem  der  xyz  ausser  der  in  §.  23. 
gefundenen  Gleichung  der  Polfläche  24)  die  beiden  gleichzeitigen 
Differentialgleichungen : 

ar(c**^  +  6""  'ffö) — 2Ä.cos^ 

y(e«if5  +  e""  ^)— 2Ä.sin^ 

welche  beiden  Gleichungen  sich  aber  auf  Eine  Differentialgleichung 
mit  nur  zwei  veränderlichen  Grossen  reduclren  lassen.  Multipli- 
ctren  wir  nämlich  die  erste  der  beiden  Gleichungen  mit  w,  die 
sweiie  mit  y»  so  erhalten  wir,  da  nach  der  für  alle  Punkte  der 
Polfliche  geltenden  Gleichung  23) 

ar.cos^-|-y.sint|)=:0 

ist,  durch  Addition  jener  Gleichungen: 

(3?*  +  y«)(6*tf^  +  «   *tf^) 

rf-u         -£«         _SL        «JfL  ^  ^ 

=  («^+y^){»(«^  +  «    'ce)-Ä(eS^-r^)  ; 

und  wenn  wir 
setzen,  so  dass 
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wird,  so  verwandelt  sich  die  gerundene  Gleichung  in  die  folgende: 

wofür  wir  auch  schreiben  können: 

Da  nun  nach  der  Gleichung  der  Polfläche  24) 


also 


• 

wir: 

«»««  +  « 

■^          2,.cotgd 

.Sz.cotge 
-±      1      ' 

.2V»*.eotge«- 

-P 

so  iieben 

-^              { 

i^. 

cotge«-i«_    V 

*— 

■P.tg«« 

1       - 

-iÄ" 

-±         i 

E.cotge      "-"- 

X 

und  es  ergiebt  sich  ans  der  gefundenen  Gleichung  die  folgende 
Dar  Bwei  Terinderliche  GrSssen  enthaltende  Differentiaigleichaog: 


Setien  wir,  nm  diese  Gleichung  zu  integriren: 


,    ="• 


80  dass 


{sscOtgO.ll}, 

g  =  cotge(,+|) 
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wird,  so  erbalten  wir  die  Gleichuog: 

i,  =  (,  +  ,gx*Ti2VT=^) 


oder: 

* 

g(*«TÄ»\n 

l-i,«)  =  ±ÄijVl— ij«. 

woraus  sich  ergiebt: 

• 

dt 

•l     *"- 

rf,=- 

'J-'äijVI-ij« 

Setzen  wir  nun  ferner: 

k=- 

so  daes 

I 

& J I^  ^ 

wird,  so  verwandeit  sich  die  erhaltene  Gleichnng  in  die  folgende : 


oder: 

und  wenn  wir  endlich; 

1}  =  sin  €» 
•etzcn,  8o  daes 

i{i|  s  C08  fodm 

«rird»  so  erhalten  wir  aas  der  anletit  gefundeaen  Gleichnag: 
TiMil  XXXIL  6 
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und  wir  bekommen  daher,  wenn  wir  ifttegriren,  die  GleidHing: 

wenn  c  eine  willkfirliche  Constante  bezeichnet. 
Da  nach  dem  Obigen 

cotg  (0  = — 

ist,  80  ergiebt  sich  aus  der  gefundenen  Gleichung: 


und  wenn  wir  f3r  ^  und  17  nach  einander  wieder  die  mit  diesen 
Buchstaben  bezeichneten  AusdrQcfc«  einfahren ,  so  erhalten  wir 
hieraus  nach  einander  die  beiden  Gleichungen: 


und 


7-± 1 +-ir~' 


wenn  wir   R.c^sz  C  setzen ,  so  dass   C  wieder  eine  willkfirliche 
Constante  bezeichnet 

Da  diese  Gleichung  auch  Rlr  C  =  0  gelten  mnss,  so  ist  er- 
sichtlich, dass  von  den  doppelten  Vorzeichen  nur  das  Zeichen  -f 
zd  nehmen  ist,  und  wir  haben  daher,  da 

ist,  fflr  die  Evoluten  der  lozod romischen  Linie  auf  der  Kogel  aosser 
der  Gleichung  der  Polfläche  24)  noch  die  Gleichung: 


30)  Ctg  e  V"«*+y«  +  V**-"tge«(««+y«)  =  R. 

Da  die  Constante  C  einen  willkflrlichen  Wertb  erhalten  kann, 
so  drfickt  die  Verbindung  dieser  beiden  Gleichungen  allerdings 
aus,  dass  es  unendlich  viele  Evoluten  unserer  Curve  giebt,  die 
alle  auf  der  Kegelfläche  liegen,  welche  die  Durchschnittslinie  zweier 
auf  dnender  Mgfdeh  Mommitobenen  zur  ErseuguogaliBie  hat. 

Führen  wir  statt  der  rechtwinkligen  Coordinaten  wieder  das 
S]rstem  der  Polarcoordinalen  r,  <^,  ^'  ein,  womach 
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SU  setien  ist»  so  haben  wir  f&r  die  Evoluten  unserer  Curve  ausser 
der  fär  die  PoMäche  aufgestellten  Gleichung  25)  die  Gleichung: 


31)  T  = 


C  tg  ©cos  g»]+t  V^sin  g»* — tg  6»,  cos  g»* 
woför  wir  auch  schreiben  können: 

ü.secy 


31-) 

oder: 

31*) 


Ctge  +  Vtg9*-tgÖ« 
A.cosd 


C,  sin  6.  cos  9  +  V^n  9*— sin  Ö* 


Es  liefern  diese  drei  Formeln  31)  wieder  immc|r  einen  reellen 
Wertb  ffir  r,  weil  für  alle  auf  der  PoMäche  liegende  Punkte  der 
namerische  Wertb  von  9  nicht  kleiner  wird  als  der  von  6. 

Aus  der  Vergleichung  dieser  Formeln  mit  den  ffir  die  Linie 
der  Krammnngsmittelpunkte  gefundenen  Formeln  20)  geht  hervor» 
dass  der  Radius  Vector  der  Linie,  welche  den  Ort  der  Krfim- 
mottgsmittelpunkte  bildet»  zu  dem  Radius  Vector  einer  bestimm- 
ten Evolute»  nSmIich  derjenigen»  welche  man  erhSIt,  wenn  man 
b  den  Gteichnngen  31)  CjsO  setzt.  In  einem  sehr  einfachen 
Verhältnisse  steht  Bezeichnen  wir  nämlich  den  Radius  Vector 
fieser  Evolute  mit  1*0»  den  Radius  Vector  ^et  Linie,  auf  welcher 
alle  KrClmmongsmittel punkte  liegen,  mit  f^»  so  haben  wir  flr  jedeil 
beliebigen  Wetth  von  q>i 

32)  r^.r*  =  Ä«, 

ans  welcher  Gleichung  hervorgeht»  dass  der  Halbmesser  der  Ku- 
gel immer  die  mittlere  Proportionale  ist  zwischen  den  sich  auf 
dieselben  Riehtungen  beziehenden  Radien  Vectoren  jener  beiden 
Cvrven. 


&• 
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II. 

Ueber  die  Belation  zwischen  der  Entfernung  der  Mit- 
telpunkte und  den  Halbmessern  zweier  Kreise,  yon 
denen  der  eine  um  und  der  andere  in  dasselbe  Viel- 
eck beschrieben  ist. 

Von 
dem  Herausgeber. 


Die  Relation  swiscben  der  Entfernung  der  Mittelpunkte  und 
den  Halbmessern  asweier  .Kreise,  von  denen  der  eine  um  und  der 
andere  in  dasselbe  Dreieck  beschrieben  ist 9. ist  neuerlich  in  dem 
Archiv  wieder  mehrfach  in  lehrreicher  Weise  zur  Sprache  gebracht 
worden.  Die  allgemeinere  Frage  nach  der  Relation  zwischen  der 
Entfernung  der  Mittelpunkte  und  den  Halbmessern  zweier  Kreise» 
von  denen  der  eine  um,  der  andere  in  ein  Vieleck  von  beliebiger 
Seitenzahl  beschrieben  ist,  haben  frfiher  NicoLausFuss,  Steiner 
und  G.  G.  J.  Jacob  i  zu  beantworten  gesucht.  Die  Analyse  von 
Fuss  scheint  nicht  allgemein  genug  zu  sein;  Steiner  hat  nur 
die  Resultate  seiner,  wenn  er  sie  ausfuhrlich  mitgetheilt  hätte, 
gewiss  sehr  lehrreichen  Untersuchung  gegeben;  Jacobi  hat  das 
Problem  mit  der  Theorie  der  elliptischen  Transcendenten  In  Ver- 
bindung gebracht*),  wie  späterhin  auch  Chasles  in  seiner  treff- 
lichen Göom^trie  sup^rieure.  Paris.  1852.  p.580.  Die  Ana- 
lyse von  Jacobi  ist  allgemein;  die  von  ihm  aufgestellten  Formeln 
enthalten  aber  eine  Ungenauigkeit,  indem  bei  den  Gleichungen 
auf  S.  381  a.  a.  O.  nicht  darauf  aufmerksam  gemacht  ist,  dass  auch 


*)  Grelle*!  Journal.    Tbl.  III,  S.376. 
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Fälle  Torkommen  können,  in  denen  man  den  HalbmesBer  r  de» 
umschlossenen  Kreises  mit  dem  negativen  Zeichen  versehen  muss, 
wenn  man  nämlich,  wie  doch  wohl  jedenfalls  angenommen  werden 
mnss,  die  eingeföhrteu  Winkel  in  stetiger  Folge  Von  0  his  360® 
wachsen  lässt.  Und  wenn  man  diesen  Umstand  nicht  berück- 
sichtigt, so  kann  man,  wie  sich  dies  späterhin  zeigen  wird,  bei 
der  Auflosung  unsere  Problems  leicht  in  Fehler  verfallen.  Auch 
liegt  das  Kriterium,  nach  welchem  man  zu  beurtheilen  hat,  ob 
der  in  Rede  stehende  Halbmesser  mit  dem  positiven  oder  nega» 
tiven  Zeidien  genommen  werden  muss,  nicht  ganz  unmittelbar  auf 
der  Handy  und  erfordert  eine  eingehendere  Discussion«  Eine  neue 
Bearbeitung  des  in  Rede  stehenden,  mehrfach  interessanten  geo 
metrischen  Problems  scheint  daher  keineswegs  uberflQssig  zu 
sein,  die  ich  deshalb  im  Folgenden  ihrem  wesentlichen  Inhalte  nach 
geben  werde. 

Wir  denken  uns  zwei  Kreise  und  eine  Gerade,  welche  den 
einen  dieser  beiden  Kreise  beriihrtj  den  anderen  schneidet.  Den 
Mittelpunkt  des  berührten  Kreises  nehmen  wir  als  Anfang  eines 
rechtwinkligen  Coordinatensystems  der  xy  an  und  legen  die  Aze 
der  X  durch  den  Mittelpunkt  des  geschnittenen  ^Kreises,  so  dass 
wir  also  die  Coordinaten  des  Mittelpunkts  dieses  Kreises  durch 
a,  0  bezeichnen  können.  Die  *  polaren  Coordinaten  des  Beruh- 
niDgspunkts  der  Geraden  mit  dem  um  den  Anfang  der  Coordi« 
Daten  beschriebenen  Kreise,  dessen  Halbmesser  wir  durch  r  be- 
zeichnen wollen,  seien  9>,  r;  so  ist  in  völliger  Allgemeinheit  die 
Gleichung  der  Berührenden: 

y— rsing>= — {x — rcos9»)cotqE^. 

Wenn  R  den  Halbmesser  des  geschnittenen  Kreises  bezeichnet» 
80  ist  dessen  Gleichung : 

und  bezeichnen  nun  x,  y  die  Coordinaten  der  Durchschuittspunkte 
der  Geraden  mit  diesem  letzteren  Kreise,  so  hat  man  zu  deren 
Bestimmung  die  beiden  Gleichungen: 

y — r  cos  9  =s  —  (a:  —  r  cos  q>)  cot  9), 

Vielehe  man  leicht  auf  die  einfachere  Form: 

XQOHfp  \yHmfp-=^Tt  {x — a)*+y*  =  Ä' 

lirifigt. 
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Aas  der  ersten  Gleiehutig  folgt: 

y  =  r  cosec  y  —  ä  cot  <p, 

also  vermOge  der  awsiten  Gleichung: 

(ar  —  a)*  +  (r  cosec  g)  —  a:  cot  9>)*=  fi*, 

fdlglicb,  wie  man  leieht  findet: 

Ä^cosecy*  — 2  (a  sin  9  + r  cot  9).  o;  cosec  9  s=Ä*—a*—r*  cosec  g>*. 

nestlmmt  man  durch  Auflösung  dieser   quadratischen  Gleichung 
:r  cosec  9,  demzufolge  auch  x  und  dann  y  mittelst  der  Formel 

y:=zr  co»eeg> — xcotq^, 

eo  erhält  man  mit  Beziehung  der  oberen   und  unteren  Zeichen 
auf  einander: 

ar=r  cos  9  -f  sln^t/isin^J:  Vi^ — (r — er  cos  y)*), 
yssrsiny — cosylasin  9±  V^Ä*  —  (r  —  acos  go)*).' 

Bezeichnen  lyir  jetzt  die  Winkel,  welche  die  von  dem  Mit- 
telpunkte des  geschnittenen  Kreises,  dessen  Halbmesser  R  i«t, 
nach  den  Durchschnittspunkteo  dar  Geraden  mit  diesem  Kreise 
gezogenen  Halbmesser  desselben  mit  der  Richtung  der  positiven 
a:  einschliessen,  indem  wir  diese  Winkel  von  der  Richtung  der 
positiven  j?  an  nach  der  Richtung  der  positiven  y  hin  von  0  bis 
360^  zählen,  durch  co  und  od';  so  sind  nach  der  Lehre  von  der 
Verwandlung  der  Coordinaten  die  primitiven  Coordinaten  dieser 
beiden  Durchschnittspunkte : 

a-fßcosG>,  Asino  und  a-t-  Rcos,Qi\  Rsimo', 
Also  können  wir  nach  dein  Obigen 

a  +  KcosG)=rcos9)-f'  sin^lasin^  +  ^ K^  —  {t — acos^)*;, 
ßsiu  6)  =  rsin  tp — cos  9  |a  sin  9  +  V^üf*  —  (r — a cos  g»)*} 
und 

a-f  Acojioo'=rcos9)  ^  sin  9  |a sin  9  —  \r ft«  — .  (r , — a cos  9)*!, 
Re\n  a>'  =rsin9  —  cos^tüsing»  —  V^Ä* — (r-^-a cos g))*l 
setzen;  woraus  wir  leicht  die  folgenden  Gleichungen  erhalten: 
(fi  +  Ä  cos  Ol)  cos  9  +  Wsinojsinqprrr, 
(fi  +  /ifcosG(>')cos9»  -|-/^8ino9'8iti9>=:r; 
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folglich»  wesB  omb  eaerst  sin^,  daitn  eos^  elimiolrt: 

|ii(siDio— sin»')-!- A8in((o  — io'))co8  9=     r(8in  co — sino)')* 
ta(8inio— 81110»'}  ^i28iD(fli>  —  n')]8ing>:=z — r(co8fli>  — co8  0)'); 
oder,  froil 

8in((o— 0)')=:     28ini((o — o>')co8Ka)  —  m*), 
sino— 8i|ifli>'=:     28ini((o  —  (o')co8i(<»  4-  »0* 
cos» — cosGo'=: — 2sini(o>  — loO^inK^)»  i-  ^0 
Ist: 

|aco8|(ttf  £}')  ^  Aco8i((»— ioO)co9  9>=:rco8l(a>-f-  »'), 

|acosi(®-|-<d')  -1-  l?coaft(^'*^'))^^i^9='*^>"f(<>'>  "l"  ^0» 
iroraos 

taDg9>  =  tangi((o  4-  od') 
and 

(«cosK«  +  cd')  4^  12  cos  U«»  -  «>Ol*=r* 
folgt.    Auch  ist  offenbar: 

t(i?-|-0)cOSil»CO8iC0'-f-(l2  —  «)MBift>8inio'|C08  99rC06l(^'l'  «>')> 

|(/Z-f'a)cosia>co8ioi)'  4'(/<^~o)8inie9  8iDie9'|8in97=:r8ini(oi  -f  on') 

ond 

(tß-l-  a)co8i(9C08X  +  (fi— a)8io)(0  8inifli>'|*=:r'. 

Nimmt  man  jotzt  den  Mittelpunkt  de«  geecbnittenen  Kreises 
als  Anfang  eines  dem  primitiven  Coordinatensysteme  parallelen 
Coordinatensystems  an,  so  sind  die  Coordinaten  der  Durch* 
Schnittspunkte  unserer  Geraden  mit  diesem  Kreise  in  dem  in  Rede 
stehenden  neuen  Systeme  offenbar 

jBcosio,  IZsiniD  und  Reosm',  Asin»'; 

also  sind  dfe  Coordinaten  des  Mlttelpunlcts  der  diese  Durch- 
schnittspunkte verbindenden  Sehne  des  geschnittenen  Kreises  in 
demselben  Systeme: 

|A(cosco4-costt09  il2(sino)-f  sin»'). 

Ist  nun  aber  q  die  Entfernung  der  Sehne  von  doM  MiUelpnnkte 
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dem  fituhuMeoem  Kmaem,  so  erhellet  nittclet  emm  gan  einfinden 
Betniebton^  daee  diese  Coordinateo  in  völliger  AOgeiidoheit  snch 

sind  9  irepn  man  nnr  die  oberen  oder  anteren  Zeichen  nimmt«  je- 
nachdem  die  Mittelpunkte  der  beiden  Kreise  anf  einer  Seite  oder 
auf  rerscbiedonen  Seiten  der  Geraden  liegen.  Also  ist  mit  der- 
selben Bestimmung  wegen  der  Vorzeichen  nach  dem  Obigen: 

p  cos  9  =  db  i  A  (cos  » -f- cos  »0 » 

^sin  q>  =±i  jf  (sin  a  -f  sin  »0 ; 

oder: 

^  cos  9 = -{-  JZ  cos  i(a» — m')  cos  S(fo  -f  ^%^ 

QSin<p:=^R cos  lim  —  a')8\Q i((o -f  «0 ; 

also,  wegen  der  ans  dem  Obigen  bekannten  Gleichungen: 
(acosi((o  -f  «O  +  ücos  l(a — oO)  cos9>=rcos«((o  -f  »0» 
|acosUo>  -f  »0  +  J2cos^io~o0rsin9>=::rsiul(o»  +  oO« 

wie  sogleich  erhellet: 


acosKi»  +  «0-|-/?cosi(io-i»0  =  ±g^^3X(^_^ 


oder 


'  ro 

(R  +  ä)eoBkci>co8\io'  +  (R--'a)8in\m8inla'=±  ^^^^J^^^,y 

Wenn  also  die  Mittelpunkte   der   beiden  Kreise    auf   einer 
Seite  der  Geraden  liegen,  so  ist 

(Ä  +  a)  cos  1  w  cos  i(»'+ (Ä -- a)  sin  i«  sin  i«' ==  ^^^^^3^j , 

und 

(/Z  -i-  a)  cos  itt  cos  lo'  +  (R'--a)  sin  ioi  sin  ^oi' 

ist  also  positiv  oder  negativ»  jenachdem  cosU»  — o>0  positiv  oder 
negativ  ist 

Wenn  dagegen  die  Mittelpunkte  der  beiden  Kreise  auf  eut 
gegongosetattn  Seiten  der  Geraden  liegen,  so  ist 
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(ß  +  c)cos4(»cosia)'+(Ä--c)8in4©8ini«'==— ^^^^^^^ 

und 

(/2 -f  o)  coiB  i  00  cos  i  o' -f- (12  —  n)  81 D  ^  Q)  sin  4  flo' 

ist  also  positiv  oder  negativ,  jenachdeni  cos  i(a> — n')  negativ  oder 
positiv  ist. 

Weil  nun  nach  dem  Obigen  allgemein 

\(R  -f  a)  cos  lo  cos  W  -|-  (A— a)  sin  \m  sin  i«')*=r* 

oder 

|acosi(o>  +  »0  +  ßcos  4(0)— »0)*=»*, 

also 

(l2-|-a)cos4o>cos4fli>'-|-(A  — a)siniGosin4o'=J:r 


acos  i((»  +  0)0  +  Äcos  4(c»  —  0)9= dir 

ist;  so  ergeben  sich  jetzt  die  folgenden  Regeln,  wie  msu  in  diesen 
Formeln  die  Zeichen  zu  nehmen  hat: 

Wenn  die  Mittelpunkte  der  beiden  Kreise  auf  einer  Seite 
der  dieselben  berührenden  nnd  schneidenden  Geraden  liegen,  so 
rouas  man  in  den  Gleichungen 

(A+a)cos4a)cos4fl)'  +  (J2 — a)sini(osinio)'=dbr 

und 

aco«4(»  +  »0  +  Äcosi(o)  — a9=±^ 

die  oberen  oder  unteren  Zeichen  nehmen,  jenachdem  co8  4((o^«»0 
positiv  oder  negativ  ist. 

Wenn  dagegen  die  Mittelpunkte  der  beiden  Kreise  auf  ver- 
schiedenen Seiten  der  dieselben  berührenden  und  schneidenden 
Geraden  liegen,  so  muss  man  in  den  Gleichungen 

(J2  +  a)cos  io>cosi»' +  (iZ— a)6in  4(osin4  o)'=±r 

und 

a  cos  4(»  +  »0  +  ßcos  i(o)  —  aO=±r 

die  oberen  oder  unteren  Zeichen  nehmen,  jenachdem  cos  i((o  —  w') 
negativ  oder  positiv  ist. 
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Wir  iirolleu   nou    annehmen^    ilass  ein   geschlossenes  neck, 
dessea  Ecken 

<"0»    ^\*    ^2»   -"8»    ••••    ■"»  — 1 

sein  mögen»  um' den  Kreis  mit  dem  Halbmesser  r>  in  ^^n  Kreis 
mit  dem  Halbmesser  R  beschrieben  sei.  LSsst  man  alle  Berfih- 
rmigspankte  auf  dem  ersteren  Kreise  nach  derselben  Seite  bin 
um  gleiche  Bogen  fortrücken,  so  ist  ohne  Weiteres  klar,  das« 
sich  durch  diese  neuen  Berührungspunkte  um  den  mit  dem  Halb- 
messer r  beschriebenen  Kreis  eiu  dem  ersteren  neck  rCicksichtlich 
seiner  Seiten  und  Winkel  gans  gleiches  neck  legen  iSsst,  und 
eben  so  klar  ist  es,  dass  nun  auch  dieses  neue  neck'  eben  so 
wie  das  erstere  in  den  mit  dem  Halbmesser  R  beschriebenen 
Kreis  beschrieben  sein  wird.  Ueberhaupt  geht  aus  dieser  ein- 
fachen Betrachtung  ganz  unzweideutig  hervor,  dass  man  sich  das 
um  und  in  die  beiden  Kreise  beschriebene  neck  immer  so  stetig 
gedreht  denken  kann,  dass  es  fortwährend  um  den  Kreis  mit  dem 
Halbmesser  r,  in  den  Kreis  mit  dem  Halbmesser  R  beschrieben 
Ist,  wobei  weder  die  Entfernung  der  Mittelpunkte  der  beiden 
Kreise  von  einander,  noch  die  Halbmesser  derselben  die  geringste 
Veränderung  erleiden.  Hieraus  geht  aber  ferner  ganz  unzwei- 
deutig hervor,  dass  die  Allgemeinheit  der  Betraebtung,  ruck- 
sichtlich der  zwischen  den  Grössen  u,  R,  r  Statt  findenden  Re- 
lation,  welche  wir  zu  suchen  beabsichtigen,  nicht  die  geringste 
Beeinträchtigung  erleiden  kann,  wenn  wir  uns  das  um  und  in  die 
beiden  Kreise  beschriebene  neck  so  gedreht  denken,  dass  eine 
seiner  Ecken,  etwa  die  Ecke  Aq,  in  die  durch  die  Mittelpunkte 
der  beiden  Kreise  gehende  (lerade  fallt,  und  wir  werden  demzu- 
folge fernerhin  das  neck  auch  nur  in  dieser  Lage  betrachten. 

Dies  vorausgesetzt,  wollen  wir  nun  die  Richtung  der  positiven 
X  von  dem  Mittelpunkte  des  einen  oder  des  anderen  Kreises  an 
durch  den  Punkt  Aq  gehen  lassen,  und  den  positiven  Theil  der 
Axe  der  y  so  annehmen,  dass  man  sich,  um  von  dem  positiven 
Theile  der  Axe  der  x  durch  den  rechten  Winkel  (xy)  hindurch  zu 
dem  positiven  Theile  def  Axe  der  y  zu  gelangen,  nach  derselben 
Richtung  bewegen  muss,  nach  welcher  man  sich  bewegen  aM4s, 
^m   von  dem  Punkte  Aq  an  die  Punkte 

;  Aq  f  Ai  9   A% ,  A% ,  il4  f  •  t  •  • 

der  Reihe  nach  zu  durchlaufen.  Die,  auf  die  aus  dem  Obigen 
bekannte  Weise  genommenen  Winkel,  welche  die  von  dem  Mittel- 
punkte des  mit  dem  Halbmesser  R  beschriebenen  Kreises  nach 
den  Punkten 

A^Q  f  Ai ,  A^ ,  A^ ,  . . . .  An  —  1 
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gezogeaen  UalhniMMr  dieses  Kreises  n^  der  Richtosg  der  po- 
sitiven X  einschliessen,  mOgen  respective  durch 

Wq,  tt>i«  fi>s>  »a,.«..»«— 1 
bexeichnet  werden. 

Zuerst  erhellet  nun  auf  der  Steile,  dass  im  vorliegenden 
Falle»  wo  das  iteck  um  den  einen ,  in  den  anderen  Kreis  be- 
schrieben ist,  der  im  Obigen  hervorgehobene  Umstand  >  dass  die 
Mittelpunkte  der  beiden  Kreise  auf  verschiedenen  Seiten  einer 
der  n,  das  Vieleck  einschliessenden  Seiten  iSge»  gar  nicht  vor- 
kommen kann.  Indem  vielmehr  die  Mittelpunkte  der  beiden  Kreise 
auf  einer  Seite  jeder  der  n,  das  Vieleck  einschliessenden: Seiten 
liegen  müssen^  weil  ja  unter  den  gemachten  Voraussetzungen  die  Hit-' 
telpankte  beider  Kreise  nothwendig  innerhalb  des  Vielecks  liegen. 

Ferner  erhellet,  dass  die  Winkel 

©1—0)0,  a>a— "«1,  a>9  —  flo^»***«»  w«— 1"-"  cön— « 

unter  den  geroachten  Voraussetzungen  sämmtlich  positiv  und 
kleiner  als  180^,  also  die  Winkel 

sämmtlich  positiv  und  kleiner  als  90^,  deren  Cosinus  also  sämmt- 
lich positiv  sind;  der  Winkel  c»o---*o>s-i  ist  aber  negativ  und, 
absolut  genommen,  offenbar  grosser  als  IS(P,  also  i((»o— -oon-i} 
negativ,  und,  absolut  genommen,  grosser  als  OO^'  und  kleiner  als 
180^,  daher  der  Cosinus  dieses  Winkels  negativ.  Weil  man  nun 
nach  dem,  was  oben  bewiesen,  worden  ist,  im  vorliegenden  Falle 
in  der  Gleichung 

(A -|- a)cos loocosio»' -f  (^-"  a)sin  Jflo sin |(o' =  jz** 

das  obere  oder  untere  Zeichen  nehmen  muss,  jenachdem 
cosi(o  — o')  positiv  oder  negativ  ist;  so  wird  nach  den  rorher 
gemachten  Bemerkungen  jetzt  die  allgemeine  Gültigkeit  der  fol- 
genden Gleichungen  auf  der  Stelle  erhellen: 

(ß-f-ff)cosfia)ocosicoi  +  (R — cf)6tn4G0osiD  ia>|=r, 

(K-|-ff)cosicD|COsia>s  -f  (ß  —  «r)  sin  ia>|  sini(»2=r, 

(R  |-  a)cos.2a)2Cosici>3  -f-  (R  —  a)sin  l(o^s\nlm^^=zr, 

u.  8.  w* 

(Ä  f  a)coji4(a«-2co»iiö«-.i  +(/i?-'i/)si«l«ji-3*iMi»«^  =  r> 

(l^-l-a)cos  tcon-icoK^Oo -f  (/^  ~a)sini(i)ft.isii)4a)o= — r; 
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aUo  weil  unter  den  gemacbteD  Voraoiifletziuigeii  «o=0  int: 
(A-f  a)co»io>|  =r, 

(R-f  a)C08i0»i  €08  JlD^  +  (Ä  — fl)8ill  40>i  810(102  =  '"' 

(R  +  <i)co8lo2C08  Ja»»  -f-  (A  — a)siiiiQi28iiiia>a=:r, 

<R-|-o)ce8ittgCi>8l(i»4-f(/R— cr)8inlo)^sinifl^9e:r, 

u.  8.  w. 

(R  4-  a) cos  lon-s  cos  loon-i  +  (R  —  a)  sin  {ohi-«  sin }a9a-.i=:r» 

(fi4*o)cosiahi.i  =— r. 

Man  sieht  hieraas,  wie  nothweodig  es  ist,  wenn  man  Fehteni 
und  IrrthGmern  nicht  aasgesetzt  sein  will»  ein  bestimmtes  Kriteriam 
zu  haben y  nach  welchem  man  beartheilen  kann»  ob  man  in  der 
allgemeinen  Gleichung 

(A4*a)cosio>cosio>'  -f  (ß— a)sin{oi>sinicD'  =  ±r 

das  obere  oder  untere  Zeichen  zu  nehmen  hat. 

Das  vorstehende^  System  von  Gleichungen  enthält  n  Glei- 
chungen und  n  —  1  ist  die  Anzahl  der  darin   enthaltenen  Winkel 

•i>  *%>  ^*  *^»  ••••  «^i-ij 

welche  man  also  aus  diesen  n' Gleichungen  in  allen  FSlIen  siromt- 
lieb  eliminiren,  und  dadurch  die  gesuchte  Relation  zwischen  den 
Grössen  a,  R,  r  ffir  jedes  n  erhalten  kann,  welche  jedoch,  wie 
aus  der  Form  der  vorstehenden  Gleichungen  von  selbst  erheilet, 
eigentlich,  wenigstens  ursprQnglich ,  eine  Relation  zwischen  den 
drei  GrSssen  r,  R  +  a,  R—a  sein  wird. 

Weil  fiir  das  Dreieck  ft=3  Ist,  8o  bat  man  in  diesem  Falle 
die  folgenden  Gleichungen: 

(12 -^  II)  cos}  Ol  =r, 

(ß  +  a)  cos  imi  cos  \ti^  +  (ß  — a)  »in  io>|  sin \w^  =  r, 

(ß-f  a)cosli09  ,  =— r. 

Also  ist 

cosl«,|=^^,    cosi«„=-^^; 

und  rolglich,  weil  sinicoi»  sinio»^  und  R-\-a,  R^a  offenbar  stets 
positiv  sind: 
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Ffihrt  man  nun  die  Werthe  von  cos^cd, ,  oosjoos  und  8in«(0|, 
mn}iii}s  lu  d*6  zvTeite  der  drei  obigen  Gleichungen  ein«  so  erhält 
man  die  folgende  Relation : 

oder 

(Ä-ff)l(Ä  +  /i)«-r«|=r(Ä+«)(ßfa  +  r). 

oder 

(Ä— a)(Ä  +  a+r)(R  +  ii-r)=r(Ä  +  fl)(Ä+a+r), 

(R— cf)(Ä+a— r)=r(Ä  +  a); 

woraus  sogleich 

(l^-a)(fi  +  a)=:2fir 

oder 

«•-a«=2«r,  a*=:R^'-2Rr=iR(R'-2r) 

folgt,  welches  eine  Hingst  bekannte  Relation  ist«    Setzt  man 

R\^a-=py  R--a=q\ 

80  ist 

P9=2ßr. 

Za  bemerken  ist  der  vorhergehenden  Scbliisj«e  vregen  nochy  dass 
nicht 

Ri^a  +  r-0,   R  +  a=^r 

sein  kann,  weil  sonst  nach  dem  Obigen  cosico^:^]»  also  tO^ssO» 
a%=:0  sein  wflrde»  was  offenbar  ungereimt  ist. 

Ffir  das  Viereck  ist  n=4«  und  man  hat  daher  die  folgenden 
Gleichangen : 

(Ä+o)cosJa)i  ,  3=r, 

(R+ä)coalaiCoslaii-t'{R'-a)Bin\mi  smla^^r, 

{R+a)cofala)^coBlai^+(R^a)a\nl€o^sinl(o^^r, 

(Ä  +  a)cos4fij|  =— r. 
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\^s  ^Aiw  ÜM^ickcArk  wie  im  TorliergelieodeD  Falle  ist: 

r  r 


'i'«*=]rf^'  •^"«'i"»=-Ä+i' 


•'"!••= ß+^ä — '  •"'i«»= Ä^fs — 


«1^: 


Ä  —  II 

Hieraus  folgt  durch  Subtraction  2rco8i(0s=0>  cos  2(02=09  also 

sin  iM5|=  V  1— •cosla)9*=  1 , 
and  folglich: 

'      (ß-'a)V(Ä  +  a)«-r*=(«+€t)r; 
also,  wenn  man  qnadrlrt,  nach  leichter  Redoction: 

(fi«  -  a«)«=r«{(Ä  +  a)«  +  («-.11)«)= 2r«  (Ä»  +  a«) 
oder 

welches  eine  gleichfalls  Ifingst  bekanote  Relation  ist. 

Fflr  das  Fönfeck  ist  n=5,  und  wir    haben  daher  in  diesem 
Palte  die  folgenden  Gleichnngen: 

(Ä  +  a)cosii»i  =n 

(Ä  +  a) cos  ;c»i  cos  lo%-f  (A^  a)  sinl<Oi  sin  Jcd^  ssr« 

(5 -f  a)  cos  Joi^cos  liD, -h  (i2— a) sin  jo^  sin  iflot  sr, 

(ß  +  a)cos ii]%cos  la)4  +(ß -  a)sinia^  8inio4sr, 

(ß-f  ii)cos;a»4  31  — r; 

oder 
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fieosiflii  =r, 

pco8l<DiCos\a^  4-  fsinio»!  sin  tO^=*** 

pcoslm^coBla^  -f-  98>n  ^0)3  sin  10)4=  r. 
pcos^oo!«  SS— r. 

Weil  aber  gani  auf  ähnliche  Art  wie  oben 

cos  4101=:'-,  cn8ja>4  =  — ^; 


»"»  i®i  =  —^ ^i.  Äin  4«i4=  --«:^^^ 

ist;  60  werden  die  vorstehenden  Crieichangen : 

r cos 4aia  +  ^  Vp*--r* . sin  J 0)^  ==r, 

pcos  Ja^cosio)}  ^  fsinioo,  sinia)^=:r, 

— rcos4o4+5V/i«— r*.sinlii^=— r. 

Ans  der   ersten   und  dritten   Gleichung  ergeben  sich  leicht  die 
beiden  folgenden  Gleichungen: 

pVp*— r*.sinl<»jCosic»8=rslnJaia*j 

9 

p  Vp*— >•.  sinia^cos  lojj  ==r  COS  iio^*; 

also: 

Folgiich  ist: 

]— tangim^*     »V— o*(ti*— r*) 
und 
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Folglich  liefert  an«  die  zweite  der  drei  obigen  HaoptgleichaogeD 
unmittelbar  die  folgende  Relation: 

welche  man  auch  auf  folgende  Art  auadrucken  kann : 

Nun  ist  aber 9  wie  man  leicht  findet: 

aUo,  wenn  man  diese  Gleichung   zu  der  Torhergehenden  addirt: 

(p+»)fpV— (P*  +  9*)'V-(9-i-)lpV+(P*-9')»*!*=0, 
folglich 

Unsere  erste  Gleichung  bringt  man  leicht  auf  die  Form : 

p^ip  +  r)- V9V(p  +  2ff-r)(p«^r«)  +  9*(p+r)  (p«-r*)«  =0, 

also  auf  die  Form: 

(p  +  r)  tp*r*— 2p«v*»^(p  +  2? -r)  (p -r)  +  j4  (p«- r«)«}=0. 

Wäre  p-|-r=0,  /?= — r,  so  wäre  nach  dem  Obigen  co8i(04:=l, 
also  i(04=0y  o>4=0»  was  offenbar  ungereimt  ist;  daher  ist  nicht 
j9-f  rssOy  und  folglich 

oder,  wie  man  leicht  findet: 

^♦r*-2p*y«r«(7  +  2/>  — r)  (j— r)  +p*(9*  -r«)«=0. 

Addirt  man  diese  beiden  Gleichungen  zu  einander»  so  erhält  man 
die  Gleichung: 

und  findet  dann  ferner ,  dass  diese  Gleichung  sich  auch  auf  die 
Form 
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ipv-(ptyWli>V+i»"7*(p+9>--M(;'+*)^-~(p+»)(p--v)*»-'l=* 

bringen  läset    Die  Gleichong 

gäbe 

(Ä  +  a)(Ä— o)=2Är, 

welches  nach  dem  Obigen  die  Relation  fllr  das  Dreieck  ist.    Also 
kann  Ar  da«  Ffinfeck  nnr 

nein,  welche  Relation  schon  Fnss  angegeben  bat. 
Fflr  das  Sechseck  ist  ii=s6,  Ibiglich: 

(A -f  a)cos  ii)9|Cosla^  -f  (A— a)sin \»i  sin  i«%=n 
(R  +  a)  cos  i«%  cos  \ag  +  (A—  a)  sin  i  «%  sin  l«^  sr, 
(A  -f  a)  cos  i  (0|  cos  i  M^  -f  (A — a)  sin  4«^  sin  lfli4  Bsr« 
(R  +  a)  cos  io4cos  i0%  -f  ( A  «  o)  sin  io4sin  lo«  =r, 
(R-|-o)cosii»«  s=— r; 


pcos^floi  =:r. 

pcosla»|COSifl%-f9sinlo9|8la|fl%s5r, 
pcosifl%cosio% -|-9<inl«%stn|a^=sr, 
I»  cos  i(0|  cos  loift-l- 9^10 1«^  sin  ioi^ssr» 
p  cosii»4Cos  l«^-|-9sb  li»48in  4o%asr» 
pcosla%  =-"r; 

und  man  indet  nan  gans  änf  ihnliche  Art  wie  vorher  beim  Ffinfeck: 
cosii»i=-,  cosio^s— *; 


^,^=v;^.^,^„v:^ 


Th«U  XXXII. 
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Also  ist  nach  der  dritten  und  vierten  der  sechs  obigen  Gleichangeo : 

Durch  Subtraction  dieser  Gleichungen  ergiebt  sich  coslfl%=0, 
also  6inio>8=:l.  Durch  Addition  der  rorstefa'enden  'Gleichungen 
erhält  man  aber :  , 


also : 


und  folglich: 


Macht  man  diese  Gleichung  rational,  so  erhält  man  nach  ^einigen 
ganz  leichten  I^eduAtionen  die  GJeicbung    . 

welche  gleichfalls  «chonFqss  gegeben  hat 

Ich  will  diese  fleichnangen  jetst  nicht  weiter  fortsetxen,  son- 
dern begnfige  mich»  die  allgemeine  Methode  sorgfältig  entwickelt 
zu  haben ,  nach  welcher  alle  Aufgaben  dieser  Art  zu  behandeln 
sind»  deren  Losung  nach  .dieser  Methode  zu  vieleii  zweckfnäjwgeQ 
Hebungen  im  allgemeinen  analytischen  Caicul  Veranlassung  geben 
kann«  weshalb  vorzüglich  dieser  Gegenstand  von  Neuem  von  mir 
in  Anregung  gebradit  worden  ist 
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Ifl. 

lieber  drei  gepmetrisclie  TraMformatioiien. 

Von 
Herrn  OlU  BSklen 

KU  Soll  ■.  N.  in  Wiirtembrrg. 


I«  Traoaformatiopen  durcb  reciproko  RadieD  Tektoram. 

Von  einem  festen  Pankt  O  ziehe  man  nach  allen  Pankten 
M  einer  FIfiche  F  oder  Curve  C  Radien  und  bestimme  auf  ihnen 
die  Punkte  m,  so  dass  OM.  Omz=  conat,  so  liegen  diese  Punkte 
auf  der  transformirten  Fläche  f  oder  Curve  c.  Die  schon  mehr- 
fach erörterten  Haupteigenschaften  dieser  Transformation  sind 
folgende:  Die  Flächen  F  und  /  sind  zugleich  Kugeln  oder  die 
Eine  ist  eine  Ebene  and  die  Andere  eine  durcb  O  gehende  Kur 
gd.  C  vnd  €  sind  zugleich  Kreise,  welche  dann  auf  einer  Kugel 
Hfgen  md  mithin  auch  auf  zwei  Kegeln,  wovon  Einer  seine  Spitze 
in  O  bat,  oder  von  den  Curven  C  und  c  ist  Eine  eine  Gerade 
md  dann  ist  die  Andere  ein  durch  O  gehender  Kreis,  Schneiden 
•ich  zwei  Cunren  unter  einem  gewissen  Winkel  in  M,  so  bilden 
die  tninsformirten  Curven  in  dem  entsprechenden  Punkte  m  den- 
selben Winkel*  Bildet  man  auf  F  ein  Netz  von  unendlich  kleinen 
Dreiecken,  so  entspricht  demselben  auf  f  ein  Netz  von  unendHcb 
UeheB  ähnlichen  Dreiecken. 

Mit  Hälfe  «fieser  Sätze  liest  sich  folgende  Aufgabe  einfach 
losen 3  Zfvei  Kreise  K  ufd  K'  sind  gegeben,  die  weder  in  einer 
Kbene  noch  auf  einer  Kugel  liegen ;  es  soll  «nn  dritter  Kreis  ge- 
faadcp  werden«  der  beide  je  in  zwei  Punkten  rechtwinklig 
idittddet  Man  klapp«  K  um  die  gemeinsame  Schnittline  der 
Ebene«  beider  Kreise  um,  bis  i('  nnd  JE  b  einer  Ebene  liegen» 

e* 


Digitized  by  VjOOQ IC 


B^Mien:  Ctker  ärei 

•«a  die  PotendiBie»  irelcfce  jeae  Schnittliiiie  in  f,  trif^ 
md  brisge  JT'  ia  die  frorige  Lage  zerSck,  so  iat  pi  der  Mitfel- 
paakt  derjeaigea  Kagel,  welck  IT  aad  IC'  rechbv^iaklig  schaeideC 
aad  zwar  mA^B;  A',  ß'.  Man  neiuae  naa  Einen  dieser  4  Pnakte^ 
X.  B.  ^9  als  Ceatralpaokt  der  TransfonaatioB,  voo  welcheai  ans 
die  Radiea  Tekforen  gexogeo  werden,  an,  nad  traasfonaire.  Die 
Kngel  frerwaadelt  sich  ia  eine  Ei>eae,  K  in  eiae  Gerade,  k,  welche 
jene  Ebene  in  b,  nnd  IC  in  einen  Kreis  f,  welcher  jene  Ebene 
in  ^  aad  b'  rechtwinklig  schaeidet.  Die  Anfgabe  ist  jetxt  anf 
die  eiafachere  rednzirt,  einen  Kreis  J5  zn  ziehen,  welcher  k  and 
kf  rechtwinklig  schneidet,  was  keinen  Aastaad  hat  Der  Mit- 
teipnnkt  dieses  Kreises  ist  in  6;  Temer  schneidet  er  j^  ia  den 
Endpnakteo  eiaer  Sehne,  die  seolcreclrt  aof  der  Ebene  steht  and 
sie  ia  s  schneidet,  so  dass  bs  den  Winkel  a'bb'  halbht.  Nach- 
dem diess  geschehen,  wende  maa  eine  zweite  Transformation  an, 
welche  der  ersten  entgegengesetzt  Alles  -aaf  dea  fruh«'ea  Stand 
zariiekfthrt  Hierdurch  erhSlt  man  einen  kf  entsprechenden  Krds 
K",  welcher  die  Kreise  K  nnd  K'  rechtwinklig  je  in  2  Punkten 
schneidet  Ans  Vorstehendem  geht  hervor,  dass  es  aur  Eiaen 
solchen  Kr«s  giebt  Aach  lassen  sich  ans  der  mitgetheilten  Con- 
stmktion  noch  weitere  Conseqnenzen  ziehen,  z.  B.  einen  Kreis 
zn  konstmireo,  wekher  K  rechtwinklig  schneidet  ond  K'  berSbrt 
oder  in  2  Punkten  unter  einem  gegebenen  Winkel  scbenidet  Der 
letzteren  Bedingung  genflgen  2  Kreise,  welche  roah  erhält,  wenn 
man  durch  b  zwei  Linien  zieht,  die  mit  b$  gleiche  Winkel  bilden; 
die  Punkte,  wo  sie  a'b'  treffen,  sind  die  Durchschnittspnokte  der 
betreffenden  Sehnen  des  Kreises  k*. 

Die  oben  angegebenen  Sätze  geben  ein  Mittel  aa  die  Haad, 
um  plantmetriscbe  Sätze  auf  die  Kugel  zu  fibertragen.  Alle  Gerade 
in  der  Ebene  verwandeln  eich  in  Kugelkreise,  welche  durch  einen 
Punkt  O  geben,  und  sich  unter  demselben  Winkel  schneiden, 
wie  jene  Gerade.  Hier  folgen  einige  Beispiele,  welche  sich  leicht 
vervielfältigen  lassen:  Drei  Kugelkretse,  welche  durch  O  gehen, 
bilden  ein  Dreieck  abc,  in  dem  die  Summe  der  Winkel  180^  be- 
iträgt. Drei  weitere  Kreise  durch  O,  welche  durch  a,  6,  c  gehen 
und  die  gegenüberliegenden  Bugen  bc,  ac,  ab  rechtwinklig  schneiden 
in  d,  e»  /*,  haben  einen  gemeinsamen  Schnittpunkt  h,  nnd  balbiren 
die  Winkel  des  Kreisbogen -Dreiecks  def.  Wenn  man  4  Kreise 
diir4h  O  legt,  die  sich. in  abed  schneiden,  und  2  Gegenwinkel 
in  dem  Kreisbogen viereck  zusammen  =1W^  sind,  so  liegen  die 
4  Punkte  abcd  auf  einem  Kreis;  nimmt  man  sie  als  fest  an  und 
den  Punkt  O  als  bew^lich  aof  der  Kugel,  so  sind  iroflier  awei 
wegenivinkel  In  den  Kreisbogenvierecken  a6c<2  gleich  ISV»  Legtamn 
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darcb  O  und  zviei  feste  Punkte  n  ft  auf  der  Kugel  zwei  Kreise^ 
die  sich  unter  einem  constanten  Winkel  in  c  schneiden,  so  liegt 
dieser  Punkt  auf  einem  durch  a  und  6  gehenden  Kreis ,  und  die 
Kngelsehne  Oe  beschreibt  einen  Kegel  zweiten  Grades.  Einen 
weiteren  Anhaltsponkt  för  solche  Lntersuchungen  erhält  man 
durch  den  von  Mubius  angegebenen  Satz:  ABCD  sind  4  belie- 
bige Punkte  im  Raum  und  ahcd  die  entsprechenden,  welche  man 
dureh  Transformation  erbUlt,  so  dass  nämlich,  um  es  z|u  wieder- 
holen, letztere  Punkte  anf  den  Strahlen  OA,  OB,  OC,  OD  lie- 
gen, und  die  Gleichungen  OA.Oa=OB.  Oh=  OC.  Oc  =  OD .  Od 
stattfinden;  nun  besteht  folgende  Relation  zwischen  den  Seiten 
der  ebenen  oder  windschiefen  Vielecke  ABCD  und  abcd: 

AB.CD  _ab.cd 
AD. BC^  ad.be 

Dieser  Satz  ist  allgemein,  wie  auch  die  Punkte  ilBCZ>  liegen;  es 
können  x.  B.  3oder  4  Punkte  in  einer  Geraden  liegen.  Man  nebme  auf 
den  3  Seiten  oder  ihren  Verlängerungen  eines  Dreiecks  3  Punkte 
an,  welche  in  gerader  Richtung  liegen,  so  ist  nach  dem  Satz  von 
Carnot  das  Produkt  dreier  getrennten  Abschnitte  gleich  dem  Pro* 
dukt  der  andern  drei.  Durch  Transformation  verwandelt  sich  die 
Ebene  des  Dreiecks  In  eine  Kugel ,  die  Seiten  des  Dreiecks  in 
ein  Kreisbogendreieck  abe,  welches  von  drei  durch  O  gebenden 
Rugelkreisen  gebildet  wird.  Man  lege  durch  O  einen  4ten  Kreis, 
der  die  3  Kreise  Oab^  Oae^  Obc  ki  f,  e,d  schneidet,  so  genßgen 
die  Sehnen  ae,  ec,  cd,  db,  bf,  fa  der  Gleichung 

ae*cd.bf ^ 

ecdb.fa^'  ' 

was  man.  durch  Anwendung  des  Mubins'schen  Satzes  anf  die 
Vierecke  AECD  «nd  uecd,  ADFB  und  adß,  ABDF  und  abdf 
indelL    Ganz  ähnli^  ist  der  Beweis  des  folgenden  Satzes: 

Man  nehme  auf  den  Kreisbogen  ab,  ac,  bc  3  Punkte  scyz  an, 
80  dass  die  Kreise  Oax,  Oby,  Ocz  einen  gemeinsamen  Schnitt- 
punkt haben  (ausser  O),  so  ist 

ax, bu.cz      , 
xb.yc.za 

Die  Poukte  ABCD  sollen  In  gerader  Linie  liegen ;  A  und  B 
sind  fest,  6  und  D  beweglich,  jedoch  so,  daFS  immer  die 
Bedingnngsgleichung 
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AB. CD 


AD.BC"^ 


In  dtMeM  FaU  UMes,  wie  MooDt,  die  Pnkte  C,  A  eise 
fiiirelel4»rf«efce  Peoktrellie.  Toa  etoea  befieUgeo  Pankt  X  sehe 
flute  die  Strahlen  JfC»  XD....^  ae  eaateht  eia  iarolaforiacker 
fftralbleni»tfacbei,  trelelier  irgend  eiae  in  deraelbea  Ebeoe  fiegende 
4ler%de  in  iniroIntoriselieD  Panktea  admeidet.  Durch  Traaafor- 
flifation  verwandelt  aich  die  Geivde  AB  CD  in  einen  Kreia  Öabcd, 
mit  welchem  die  Ponkfe  a  b  ebenralla  feat  aiad,  dagegen  e  and  d 

ah   t*A 

beweglteh»  Jedoeb  uo^  daaa  alaU    j'  ^  =  1  iat»  waa  aich  aaa  des 

Satz  ron  MObiua  aogleich  ergiebt  Die  Ebene  ABCDX  rer- 
wandelt  aich  in  eine  Kngel,  aaf  welcher  x  liegt ,  durch  welchen 
Punkt  die  Kreiae  Oxe»  Oxd...,  geben,  welche  den  Geraden  XC, 
XD,.».  entaprechen«  Der  Kflrze  halber  nenne  ich  die  Punkte 
Cf  d»,,.p  obgleich  aie  auf  einem  Kreta  liegen,  involotoriach  und 
die  Kreiae  Oxe,  Oxd*..»  einen  iovolutorischen  Kreisbüschel. 
Dleaa  vorauageaetzt,  ergibt  aich  der  Sab:  Ein  involuforischer 
Kreiabflacbel  achneidet  jeden  durch  O  gebenden  Kreia  der  Kugel 
In  einer  Involutoriscben  Punktreihe. 

Wir  wollen  nun  annehmen,  ABCDX  seien  Punkte  einen  ebe- 
nen Kegelachnitta,  und  Xi,  XB»  XC,  XD.*.,  ein  tnvolotoriacher 
Strahlenbtlachal;  verbindat  mati  irgend  einen  sweiten  Punkt  X' 
dea  Kegelachnttta  mit  ABCD,  ao  biMm  XA,X!B,  X'C.X'D.... 
glelchlalla  einen  InTolutoriacben  StrahlaobiiaeheL  Hierana  ergibt 
aich  durch  Tranarormatlon :  Man  lege  durch  die  Spitze  O  eines 
Kegels  vom  Sten  Grade  eine  Kugel,  so  ist  die  üurchschnittakurve 
eine  Art  sphärischen  Kegelschnitts,  welcher  die  Eigenschaft  hat, 
ilaaa  wann  die  Punkte  abedx  desselben  einen  involutoriachen 
KrcUbflachel  Oxa,  Oxb^  Oxc,  Oxd....  bilden,  durch  einen  be- 
llebl|Ten  Punkt  x^  desselben  sich  ebenfalls  ein  '  invotutoriacher 
Kralitbaachel  Oy«,  Or'ft,  Ox%  Ox'd...,  legen  llisat  WeuiTon 
S  realen  Tangenten  eines  ebenen  Kegelachnttta  die  Eine  von  allen 
(tbrigen  Tangenten  in  einer  Involutoriachen  Punktreihe  geachnitten 
\^lrd,  so  lat  diese  auch  bei  der  andern  der  Fall.  Durch  Traaa- 
fnrmatlon  erhalten  wir  den  Sata :  Wenn  von  2  festen  Taageatial- 
K  reisen  durch  O  dea  genannten  sphSrischen  KegebchBitta  der 
Kine  vnn  allen  «br^a  durch  O  gehendea  Tangeatial-KreitfeB  in 
inTulutarlachen  Punkten  geachnitten  wird,  ae  iat  dieaa  aaeh  bei 
den  aadera  der  Fall.  Hier  reiht  aich  die  IMbevtraguiig  der  Paa- 
carachen  und  Brianehen  sehen  Sitae  iber  die  Sechtache  ud 
Sechaaette  ebener  Kegelachnitte  an. 
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DI«  SItoe  über  Pol/  Polaten,  konjangirle  Pobven  ebener  Ke- 
gelscbniftte  efscheinen  bei  solcfceir  sp^bärisohen  Kegel^oitten  in 
fo^^nder  Form:  Wenn  man  durch  O  und  einen  zweiten  Pankt  p 
der  Ki^el  Kreise  legt^  welche  den  sphSriecdien  Kegelschnitt  in 
e^t  dd'...,  treffen,  eo  liegen  die  Dnrcbachnitte  der  Tangeottat- 
Kretse  Oe  und  Oc'  oder  Oduni  Od' . .  ^ .  auf  einem  durch  O  gehenden 
Kreis,  welchen  ich  der  Kürze  halber  die  Polare  von  p  nenne« 
während  p  der  Pol  ist.  Konjagirte  Polaren  sind  *solchie,  wovon 
jede  den  Pol  der  andern  enthält.  SamnitHche  konjogirte' Polaren« 
welche  durch  einen  Punkt  ar  der  Kugel  gehen,  bilden  enien  invo- 
Itttorisdken  Kreisbüschel,  wie  oben  die  Kreise  Oxc  und  Oxdf 
oder  Oore'  und  Oxd'..».  Man  fege  an  die  Kugel  in  O  eine  Tan- 
gentiaf- Ebene  und  ziehe  eine  Pairallel-ßbene,  welche  deii  Kegel, 
dessen  Sfpitze  ebenfalls  O;  ui  einer  Ellipse  oder  Hyperbel 
schneiden  soll,  deren  Mittelpunkt  ilf  und  Brennpunkte  Fund  P 
beisseii  sollen.  Die  Radien  OIU,  OF,  OP  schneiden  die  Kugel 
in  den  Punkten  m,  ^  und  f,  welche  man  der  Analogie  wegen 
ebenfalls  Mittelpunkt  und  Brennputikte  des  sphärischen  Kegel*' 
Schnitts  nennen  kann,  der  mit  jener  Ellipse  oder  Hypöpbel  in  der-* 
jenigen  Verwandtschaft  steht,  welche  durch  Transformation  mittelst 
reciproker  tlädien  vektoren  begründet  ist.  Wir  bringen  nun  den 
Punkt  X  oder  die  Spitze  des  involotorischen  Kreisbüsehels, 
welchen  die  konjugirten  Polaren  von  ai  bilden,  nach  wt,  so  ent-' 
.  sprechen  den  durch  Om  gehenden  Kugelkreisen  bei  der  Ellipse 
oder  Hyperbel -Durchmesser,  woraus  sich  sogleich  ergibt,  dass  die 
Pole  aller  Polaren  durch  m'  in  O  vereinigt  sind,  unter  den  kon- 
jogirten  Polaren  von  m,  weldhe  den  inyölutorfschen  Kreisbüschel 
Om  bilden,  gibt  es  Immer  und  nur  Ein  Paar  rechtwinklige,  wovon 
Eine  durch  die  Brennpunkte  f  und  f*  geht.  Wenn  durch  O  und 
durch  die  4  Punkte,  in  welchen  2  konjugirte  Polaren  den  sphärischen 
Kegelschnitt  treffen.  Tangential- Kreise  an  denselben  gelegt  werden, 
so  berühren  sich  je  2  dieser  4  Tangential' Kreise  in  O;  im  Debrigen 
schneiden  sie  sich  noch  in  '4  Punkten »  welche  auf  einem  zweiten 
spbftriscbeo  K^elgchDilt  liegen,  dessen  Htttelpunkt  ebenfalls  m  ist. 

Wild  ftbef  die  Spitse  des  x^ou  konjugirteb  Polaren  gebildeten 
InteiatoriseHen  Kreisbüschels  Or  nach  f  od^r  fj  versetzt,  so  sind 
je  zwei  konfagirte  Polaren,  z.B.  Ofö  und  Ofd,  oder  Ofc'  und  Ofd\ 
an  efaMiäler  rechtwinklig.  Wer  lassen  .si<^h  nun  eUie  Menge  von 
Ei^sebäften  ebener  Kbgelschsitte  auf  unsere  spärischen  über- 
traf (man  vergleiche  z.  B.  die  Abhandlung  von  Seydewit*  im 
4Bd;  des  Archivs);*  doch  will  ich  nur  einige  erwähnen.  Zwei 
dvch  O/und  Of  gelegte  Kreise»  welche  sich  auf  dem  spbä- 
listhe^Kegebclmitt  in. s  schneiden,  bilden  mit  ihm  glelebe  Winkel« 
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ZUkt  MB  tecfc  O  im  Taii^olial-Krcis  tm  9,  ndl  lect 
Of  mmi  Of  i  KtciM,  wclebe  Am  lecktinakEg  m^mmIm,  m 
li^n  die  DwdMdiiiittepnBkto  mf  Eben  Kreis.  Wem  dmtk 
O  zwei  KreiM  gefegt  wcrdea«  welche  des  sphirinchai  Kje^elechrntt 
bertfbrea  imd  eich  rechtirukOg  echaeiden.  eo  liegt  dieMr  Dvdi- 
eclmittepmkt  giriebblls  nf  einefli  Kreis. 


Die  Uer  betrachtetes  ephlriedMO  Kegelschaitte 
noter  vier  Formen^  je  necbdeni  die  dorch  O  an  die  Kagel  gelegte 
Berfibmogs-EbeDe  eiDem  Kreiaacboitt,  eloem  elliptiscbea,  paiabo- 
liacben  oder  byperbolischeo  Schnitt  des  Kegels  parallel  ist.  Im 
ersten  Fall  ist  der  spblriscbe  Kegelschnitt  wieder  ein  Kreis; 
in  den  beiden  letzten  Fällen  hat  er  in  O  eine  oder  zwei  Erzen- 
gende  des  Kegels  zu  Tangenten.  Ffir  die  emer  Parabel  entspre- 
chenden sphärischen  Kegebchnitte  will  ich  Beispielsweise  einen 
Satz  erwähnen.  Die  Brennpunkte  sänuntUcher  Parabeln,  welche 
die  Seiten  eines  ebenen  Dreiecks  ABC  oder  deren  Verlängemi^en 
berühren,  liegen,  wie  bekannt,  anf  dem  durch  ABC  bestimmten 
Kreis.  Alle  Direktricen  dieser  BerQhrungsparabeln  schneiden 
sich  im  Hohen  Durchschnitt  £f  des  Dreiecks.  Durch  Transformation 
ergibt  sich  Folgendes:  Man  l^e  durch  einen  Punkt  O  einer 
Kngel  4  Ebenen,  wovon  die  erste  die  Kugel  berührt,  und  die  3  an- 
dern sich  und  die  Kngel  io  abc  schneiden.  Alle  Kegel  zweiten 
Grades,  welche  jene  4  Ebenen  berfihren,  bestimmen  auf  der  Kugel 
sphärische  Kegelschnitte,  deren  Brennpunkte  auf  dem  Kreis  abc 
liegen.  Auf  der  Kugel  gibt  es  einen  Punkt  A,  der  die  Eigen- 
schaft hat,  dass  sich  durch  O  und  k  an  jeden  dieser  sphärischen 
Kegelschnitte  zwei  sich  rechtwinklig  schneidende  Tangential-Kreise 
legen  lassen. 

Aus  dem  Angeflihrten  lässt  sich  nun  Vieles  fiber  die  Natur 
derjenigen  Flächen  sagen,  welche  man  durch  Transformation  aus 
den  Flächen  zweiten  Grades  ableiten  kann. 

Besonders  interessant  sind  die  Gesetze  der  Transformatton 
durch  reciproke  Radien  Vektoren,  wenn  man  die  Krfimmungsver- 
hältnisse  berflcksicbtigt  LiouTille  bat  zuerst  nachgewiesen,  dass 
der  Kegel,  dessen  Spitze  O  und  dessen  Basis  eine  Krfimmmgs- 
linie  der  gegebenen  Flärhe  F  ist,  4uch  die  transformirte  /  in  einer 
Krflmmungslinie  schneidet  Hieran  schliesst  sich  noch  Manches 
nn ;  z.  B.  der  Kegel,  dessen  Spitze  O  und  Basis  eine  Linie  sphä- 
rischer KrOromnngen  von  F  ist,  schneidet  auch  f  in  einer  solchen 
Linie.  Man  nehme  4  Punkte  auf  einer  Cnrve  C  an,  und  lege 
durch  sie  eine  Kngel  K,  durch  die  entsprechenden  4  Punkte  der 
trausformirten  Curve  c  geht  die  Kugel  k\  aus  den  am  Anfang  mit- 
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gefbellten  SStzen  fblgt  sogleich,  das»  O  der  Aeiiiilichkelf«:pi]nlt 
TOD  KmA  k  ist,  loithin  Hegen  die  Miftelpankte  beider  Ktigelo 
mit  O  in  grader  Linie«  Bei  unendticher  AnnSbemng  jener  4  Punkte 
anf  C  and  aof  e  verwandeln  sieb  A'  und  k  in  Sefamiegkugeln, 
woram  folgt:  Der  Kegel,  dessen  Spitze  O  und  Basis  die  Linie 
der  Schmi^kogeln' Mittelpunkte  von  C  ist,  enthalt  anch  die  Linie 
der  Scbmiegkogeln- Mittelpunkte  von  c.  Bilden  aber  jene  4  Punkte 
auf  C  ein  Kreisviereck  bei  unendlicher  AnnSherang,  so  findet  eine 
Suroskuiation  statt;  dasselbe  ist  dann  auch  in  dem  entsprechenden 
Punkte  von  c  der  Fall.  Wenn  man  auf  C  und  c  je  drei  Punkte 
aDDimnit,  so  liegen  die  zwei  Kreise,  welche  hierdurch  bestimmt, 
sind,  auf  einem  Kegel,  dessen  Spitze  O  ist  Bei  unendlicher  An- 
nähernng  der  3  Punkte  auf  C  und  auf  c  verwandeln  sich  die 
Kreise  in  Krümmungskreise.  Also  Hegen  je  zwei  Krümmungs- 
kreise  von  zwei  entsprechenden  Punkten  einer  Curve  und  ihrer 
Transformirten  auf  einem  Kegel,  dessen  Spitze  O  iMt  (mithin  auch 
noch  auf  einem  zweiten  Kegel  und  auf  einer  Kugel) ;  ist  der  Eine 
dietier  Kreise  ein-  Suroskulationskreis,  so  ist  es  auch  der  Andere? 
lni20.Bandvon  Liouville's  Journal  8.145  hat  de  laiGqurDesie 
bewiesen,  dass  die  Gleichung  vom  dritten  Grade  ist,  welche  4ie.. 
Anzahl  derjenigen  Normalkreise  in  irgend  einem  Punkt  eii^er. 
Fläche  angibt,  die  suroskuliren;  also  gibt  es  in  jedem  Fläcben- 
punkt  wenigstens  Einen  Suroskulations- Normalkreis;  bei  den 
FlSchen  zweiten  Grades  existirt  in  jedem  Punkt  nur  Ein  solcher' 
Kreis.  Diesem  ist  aber  noch  hinzuzufögen,  dass  in  den  End*' 
punkten  der  Axen  zwei  Normalkreise  suroskuKreu,  welche  in  de» 
Hauptebenen  liegen^  weil  hier  die  betreffenden  Krtlbmungsliniew 
83rmmetrisch  sind,  und  bekanntlich  in  jedem  Symmetralpunkt  einer 
ebenen  Curve  eine  Suroskulation  stattfindet    Die  Linien,  welche 

auf  dem  Ellipsoid  ^-fn-f  ;^=:1  aufeinander  folgende  Sarosfiü- 
lations-Normallcreise  berfihren,  haben  diei  Gleichung 

wo  der  Wertb  der  Constante  von  einer  Linie  znr  midem  weefaf- 
selt.  In  jeden  Punkt  irgend  einer  Drehungsfläche  schneiden  sich 
zwei  Beifibrüngslinlen  auf  einander  folgender  SuroakulatioM- Nor 
taalkreise,  ond  bilden  mit  dem  Meridian  idiesee  Punktee  gleiebe-, 
Winkek  Ans  diesen  Sitzen  Ifisst  sich  dnn^h  Transformation  .mit-' 
tdsl  recipraher  Radien  vekteren  Einiges  ableiten.  Dem  Soro^kn- 
lations-Nermalkreie  In  einem  Punkte  von  JP  entspricht  adf  /  gieich- 
iUls  ein  Saroskolations-Kreis,  welcher,  aber  nicht  normal  ist,  und 
den  ich  dabet  nur  Unterocbeidnng  Nebenkreis  oeMie«    Da  aber 
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«•  traMbnwrte  FUcbe  /  i«  JMlnPwkIe 
•dksliriMle«  NoriMlkreM  hat,  waldbeB  w£  F  €a^  IMMkrab 
mtepiieM,  «a  Mgt  «laram,  daiw  jede  FMche  n  je^Mi  Paahte 
wmigsteM  Eioeo  TOfoefcnlirwidea  Kekcakraw  teeitxt  Der  liaie. 
treidle  uf  dea  ElUpeoid  auf  eiMMler  felgmle  SaredkalatieBs- 
Nfimielkreiee  berfibii.  enUpricht  aof  den  traMfeiMirtee  EUipaotd 
«ae  aadere  Liaie»  welcbe  aof  einaader  Mgeade  Safeakabtieoa- 
Nebeokreiife  berflbrt,  ood  derea  Gleichaog  ana  den  Obigen  aieh 
leidbt  ableiteo  jäaal.  Die  traasfonntrtea  UrebpagalBdien  babeo 
eia  Sytten  roo  KreMaebnittea;  in  jedem  Pookt  eieea  solcbeo 
Kreiaea  kreuxen  sksb  zwei  Liaieo»  «velcbe  aaf  einaader  feigeade 
8ofeakuUiioD«*Nebeokrewe  berfibreo,  %o  daaa  eie  mil  dem  Kreia 
gieicbe  Winkel  bUdeo. 

Wenn  eine  FiSche  ebene  Krümmung^llnien  enthält»  an  achneiden 
die  Ebenen,  worin  aie  tiefen,  die  Fläche  fiberall  nnter  demaelben 
Winkel;  zufolge  eines  Tlieorema  von  Joachimathal.  Hieraus 
läiiat  sich  durch  Tranaforniation  mitteiat  reciproker  Radien  vektoren 
acfalieMen,  däsa  wenn  eine  Fläche  sphärische  Kriiromungsitnien 
enthält,  die  Kngehi,  worauf  sie  liegen,  die  Fläche  auch  fiberall 
unter  gleichem  Winkel  treffen  (Journal  tou  Liouvllle,  ,Bd.  18. 
S.  113).    Beide  Sätze  lassen  sich  umkehren. 

Monge  bat  die  Flächen,  deren  Normalen  eine  Kugel  berfibren, 
aot#r#aeht  uad  ihre  (} lelchung  angegeben.  Ans  den  Eigenschalten 
derselben  llaat  aieh  sogleich  auf  diejenigen  Fliehen  adilieaaen, 
deren  Kennseieben  darin  besteht,  daaa  die  Kreife,  welche  dorch 
etMA  Punkt  O  gehen  und  sie  normal  schoeiden,  ebenfalls  eine 
Kug0l,  beaiebangawoiae  eine  Ebene  berfihren.  . 

IL     Trali#fermittiojii    durc;h   proportional    getbeilte 
Coordinaten..  '     , 

Ea  ael  fix^ytt)  die  Gleichung  einer. Fläche  oder  Curve  ond 
Of  b,  e  sollen  beliebige  Constante  sehiv.  so.  ist  f[—»  t*  -zj    die 

(iMehung  der  tmasformhrten  Fläche  oder  Curve.  Der  Charakter 
dieaer  Tranalbrmatlon  besteht  darhtr  daaa  der  CSrad  der  defehung 
ungeändert  bleibt;  ea  entspricht  alao  einbr  Geraden,  Ebene,  Linie 
«dar  fläche  aweiten  Grades  wieder  eine  Gerade,  Ebene,  Linie  oder 
FläAe  aweiten  Gradea;  wodurch  ein  Mittel  an  die  Hand  gegeben 
tat,  viela  Eig^nschafteii  der  Drchnngaflächen ,  lasbenoadtora  der 
Kttgtl  aiH*  daa  EHipaold,  au  fibertragen^  Zwei  fCreiae  eia6r  Kugel 
liegen  imiaer  auf  9  Kq^da,  deren  Spltneu  A  wki.J  aMm  aonat 
auch  den   äuaMra  und  Innern  Aehnlikhkeits^unkl  lieider  Kre 
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neant  Die  Spitem  dfrjeoigeo  «wel  KegeU  w^IcImb  dte  Kugel* .In. 
den  genAimtMi  Kreieen  berühren,  liegeo  aiit  A  and  /  i»  einer' 
Gereden.  Wen»  noo  ^(«,  y,  x)  die  Gteieheeg  der  Kugel  ▼oi^^teHt;' 
se  iSeet  eich  dieee  dnreh  geeignete  Wahl  der  Constanten  a,  b,  e 

io  ein  Ellip«oid /^^»     e'     ?)  ^^^  belieirfgen  AaenVerliäMtiieB 

tranefornitreh;  wir  haben  aleo  den  Satz:  Zwei,  elliptische  Schhltfe 
rfnes  EllipsoldB  liegen  Immer  aof  3  Kegein,  deren  Splt/zeh  in  ^  ge-~ 
rader  Linie  liegen  mit  den  Spita^en   der  beiden  weiteren  Kegel/ 
ireldie  das  'Ellipeold  iti  den   t^enannten  Ellipsen  berühren.    Man 
lege  dorch   einen  Pnnkt  p  beliebig  viele  Ebenen ,  %vetche   eine 
Kitgel  In  Kreisen  sdineiden;  die  Spitzen  der 'Kegel /weiche  die 
Koge!  in  diesen  Kreiden  berühren,  liegen  in  einer Ebeoe  /^,  welche' 
man  die  Polar- Ebene  tob  p 'nennt,  wShrend  dieser  Punkt  Her  Pol 
Iftt«    Es  mffssen  also  ianch  die  Aehnllchiceitspunkte  von  je  zweien 
dieser  Kreise  in  P  liegen.    Durch  Transformation  kommt  man  auf 
Folgendes:  Atle  diejenigen  Ellipsen  eines  Ellipsoids,  deren  Ebenen 
durch  einen  Punkt '  geben»  liegen  paarweise  auf  2  Kegeln^  deren 
Spitzen  in   der  Polar- Ebene  dieses  Punkts    Hegen.     Gehen    die 
Ebenen'  mehrerer  Kirgelkreise  durch  eine  Gerade,  so  liegen  auch 
die  Spitzen  der  Kegel ,  welche  die  Kugel  in  diesen  Kreisen  be- 
rilhren,  in  'einer  Geraden,  welche  also   nafch  dem  Obigen'  auch' 
die  Spitzen  derjenigen  Kegel  enthäll,  auf  welchen  je  zwei  solche 
Kreise  Regen.    Beide  Gerade  heissen  konjngirte  Polaren.    Dnrch 
Transfonnalion  erhlH  man  den  Satz:  Wenn  die  Ebenen  von  tefeh- 
reren  Eiilpsen  auf  einem' EIRpsoid  durch  eine  von  ^' könjngfrten 
Polaren  gehen ,  so  Regen  diese  EHipsen  paarweise  auf  Kegelit, 
deren  Spitzen  sieh  auf  den  ändern  tPolaren  befinden.    Besondere - 
FSIIe  sind,  we  Eine  dieser  Polaren  dnreh  den  Mittelpunkt  gelif,' 
oder  eine  Tanf[ente  ist     Auch*  k5nnen    die  Ellipsen  unter  Üiu- 
sttnden  Kreise  werden.  ' 

Die  Ebenen  dreier  Kugelkreise  schneiden  sich  immer  in 
einem  Punkt ,  p.  Es  sei  P  die  Polar -Ebene  von  p,  oder  die' 
Ebene  desjenigen  Kreises,  in  welchem  der  Kegel,  dessen  Spftze. 
p  ist,  die  Kugel  berahrt  Jene  drei  Ebenen  bilden  auf  fliesen 
Kreis  drei  S^ebnenJ  die  Verbindungslinien  von  je  zwei  Endpunkten 
dieser  Sehnen  schneiden  sich  Im  Ganzen'in  6  Punkten,  von  welchen 
4  mal  3  In  gerader  Linie  liegen;  hieraus  folgt,  dass  von  den 
6  Spitzen  der  Kege^  auf  welchen  jene  drei  Kugelkreise  liegen^ 
auch  4  mal  3  in  gerader  Linie  liegen,  und  durch  Transformation: 
Drei  ebene  Cunren  eines  Elllpsoids  (Ellipsen  oder  Kreise)  liegen 
im  Ganzen  auf  6  Kegeln,  von  deren  Spitzen  4 mal  3  in. gerader 
Linie  liegen.  Es  lassen  sich  fiberhaupt  die  Gesetze  fil>er  die 
Lage  der  Spitsen  von  Kegeln,  «nf  wetchen  ^elehe  EUipeen  eines 
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Eliipsoids  liegdiiy  d^ren  Ebenen  fn  einem  iHinkte  konTergiren,  ab- 
leiten ane  den  Geeeteen  Qber  die  Lage  der  üvrchselinittepmikte 
derjenigen  Linien,  wekhe  die  Endpunkte  von  Kreiseehnen  verbinden. 

Es  ist  eine  Kngel  gegeben,  deren  Mittelpunkt  O  ist»  und  eine 
Fiiohe  Bvreiten  Grades  F.  Man  schneide  F  durch  eine  Ebette^ 
djßren  Pol.  |^  ist,  und  transrormire  die  Scbnittkqfve.  K  in  einen 
sphärischen  Kegelschnitt  k  nach  den  Gesetzen  der  Transformation 
durch  reciproke  Radien  vektoren,  indem  mm  nämlich  nach  allen 
Punkten  von  K  die  Radien  OM  zieht,  auf  ihnen  die  Punkte  m 
»so  bestimmt,  dass  0A#.  Öiii=Constante  =  demQuadfat  des  Halb- 
messers Her  Kugel,  so  liegen  die  Punkte  m  auf  k,  Alan  lege 
nun  durch  zwei  auf  einander  folgende  Punkte  m  Ebenen,  senk* 
recht  auf  den'  Strahlen  Om^  so  gehen  sie  durch  |»,  und  Ihr  Dorch- 
schnitt  ist  senkrecht  auf  der  durcli  Om  gehenden  Tangentialebene 
des  Kegels^  dessen  Spitze  O  und  Basis  /:  oder  K  ist.  Jene 
Ebenen  sind  aber  die  Polar-Ebenen  von  den  entsprechenden  Punkten 
4f  auf  K.  Daraus  folgt,  dass  alle  Polar- Ebenen  von  K  einen  Ke» 
gel  umhüllen,  dessen  Spitze  p  Ist,  und  dessen  Erzeugende  senk- 
recht sind  auf  denjenigen  des  Kegels  OK,  .welcher  also  kon- 
gr^ent  ist  mit  dem  Ergänzungskegel  von  OK.  Die  Polar-Ebenen 
aller  ebenen  Schnitte  von  F  umhüllen  also  Kegel  zweiten  Grades, 
mithin  nmhOllen  überhaupt  die  Polarebenen  von  F  eine  Fläche 
zweiten  Grades,  Die  Transformation  mit  proportional  getheilten 
Coordinaten  fährt  sofort  auf  den  Satz:  Es  ist  ein  EUipsoid  ge* 
geben  und  eine  Fläche  zweiten  Grades  F;  man  betrachte  jeden 
Punkt  von  F  als  die  Spitze  eines  Kegels,  welcher  das  EUipsoid 
berfihrt,  so  umhüllen  die  Ebenen  der  Berährnngshirven  auch 
eine  Fläche  zweiten  Grades,  tp\  da  olle  Polar-Ebenen  einer  Geraden 
durch  ihre  konjngirte  Polare  gehen,  so  folgt  dariios,  dass  wenn 
F  geradlinige  Erzeugende  hat,  diess  auch  bei  ^  .der  .Fall  ist;  je 
zwei  sich  entsprechende  Erzeug;ende  von  F  und  9  SM|d  konja- 
girte  Pokren.  Wenn  F  ein  EUipsoid  ist,  und  der  Mittelpunkt  des 
ersten  Ellipsoids  ausserhalb,  auf  dem  Umfang  oder  innerhalb  von 
F  liegt,  so  ist  9  ein  zweimantliches  Hyperboloid,  ein  elliptisches 
Paraboloid  oder  ein  EUipsoid.  Einer  entwickelbaren  Fläche  ent- 
spricht wieder  eine  solche,  welche  aber  nicht  von  den  Polar-Ebenen 
der  einzelnen  Punkte  der  ersteren  umhcllt  wird,  sondern  deren 
Erzeugende  die  konjugirten  Polaren  der  Erzeugenden  der  gege- 
benen Fläche  sind. 


III.    Transformation  durch  Biegung  der  Flächen. 
Auf  einer  Fläche  hst  ein  Netz  von  vlUen,  'ee!.r  kleinen  Dreiecken 
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geieiAMi  Wemi  ni»  die  flSebe  gebogen  n  M>  ee  das«  in  kei- 
nem Tlieile  dereolbeir  weder  eine-Debewig,  noch  eine  Preeming 
Btattfindety  so  bleiben  die  Seitee  jener  Dreiecl^e  nngelndert,  also 
aoeh  die  Winkel.  Wenn-  eine  beliebte  Figur  anf  der  gegebenen 
RSebe  gesogen  ist, -so  bleiben  wfihrend  der  Transformation  dntdi 
Biegoag  aHe  Lsolen  gleieh  lang  und  die  Winkel  ungeänd^rt 
Diese  TraMfotmaCioniet  dieselbe,  Arwrich^eansa  nacbgewiesen 

hat,  dass  auch  in  jedem  Punkte  das  krumiuungsniaass   -g  •  ^ 

nicht  ?ariirt  Namentlich  ist  noch  su  eprihnen»  dasiB  eine  geo» 
dätische  (kürzeste)  Liöie  diese  Eigen«:chaft  auf  der  transformirten 
Fläche  beibebäTt         * 

Eid  spedeller  Tall  solcher  FlSchenbiegung  Ist  der,  Kenn  eine 
Ebene  Hber  eine  entwickelbare  Fläche  hingelegt  wird.  Hier  folgt 
etne  Zosammensteilung  von  planimetnschen  SStzen,  welche  auf 
entirickelbare  FISche  'übergetragen  sind  mit  der  Medification,  dass 
statt  Gerade  geoditische  Linie  gesetzt  ist 

Alle  Pnnkte  der  Flftcbe,  welehe  die  Eigenschaft  haben,  dass 
die  geodätischen  Linien,   die  man  von  ihnen  nach  S  gegebenen 
Pookten  der  Fläche  ziehen  kann,  gleich  sind,  liegen  auf  einer  geo- 
dltischen  Linie.    Die  Summe  der  Winkel  in  einem  geodätischen 
Dreieck  ahe  Ist  =  18(K^.    Zieht  man  durch  die  Mitten  der  Seiten  des 
Dreiecks  geodätische   Linien  nnter  rechnen  Winkeln,   so  haben 
diese  einen  gemeinschaftlichen  Durchscbnittspunkt,  dessen  geo- 
dStisrhe  Entfemnngen  von  den  Ecken  abe  gleiehbing  sind.    Zieht 
man  durch  diese  Ecken  geodätische  Linien,  welche  die  gegenflber« 
liegenden  Seiten  rechtwinklig  schneiden  in  d^  e,  /^  so  haben  diese 
aneb  einen   gemeinschaftlichen  Schnlttpnnkt,  welcher  gleichweit 
entfernt  ist  von  den  Seiten  des  geodätischen  Dreiecks  d^f.   Wenn 
in  einem  geodätischen  Dreieck  ein  Winkel  =90*^  ist,   so  ist*  das 
Qoadrat  einer  Seite  gleich  der  Quadratsnmme  der  beiden  anderen, 
bt  in  einem  solchen  Dreieck  die  Spitze  a  des  rechten  Winkels 
beweglich,  während  die  beiden  anderen  Ecken  h  und  c  fest  sind, 
80  beschreibt  sie  eine  Linie,  deren  Punkte  alle  von  der  Mitte  von 
It  dieselbe  geodätische  Entfernung  haben.    Eine  solche  Linie  hat 
Ibniicbe  Bigensebaften  wie  ein  Kreis,  z.  B.  zieht  man  von  .zwei 
festen  Punkten  nach  einem  beweglichen  Punkt«  auf  derselben  ;geo- 
datische  Linien,  so  sind  die  Winkel  bei  x  einander  gleich.    Alle 
geodätische  Linien,  welche  sie  senkrecht  schneiden,  haben  einen 
.gemehiscbaftlichen   Durchscbnittspunkt     Es   lässt   sieb   hicff  die 
Cebertragung  der  Sätze  über  Kegelschnitte,  involutorische  Strah- 
leabäschel,  Pol  und  Polare  aoknflpren. 
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Die  Kugel  hat  bekanntUch  die  Kgenednft»  daes  ataMiidie 
geodätische  Linieo  (grOsste  Krelae),  welche  von  eineiB  beliebigea 
Punkte  derselbeo  aus  gezogen  werdeu»  wieder  in  einefli  aweiten 
Punkt  der  Kugel  konvergireo»  und  das«  sie  alle  swtschen  beiden 
Punkten  gleich  laug  sind.  Die  Verbindungslinie  der  Halbinmgs- 
pnnkte  dieser  geodätischen  Linien  ist  gleichfalls  eine  solche  Linie 
Diese  Eigenschaft  der  Kugel  theileo  alle  diejenigen  Flächen, 
welche  sich  durch  die  in  der  Ueberschrift  genannte  Transformation 
aus  derselben  ableiten  lassen. 

Das  Ellipsotd  hat  4  Punkte  (Nabelpunkte),  welche  dadurch 
merkwflrdig  sind»  dass  die  geodätischen  Linien,  die  von  ebem 
derselben  ausgehen,  wieder  in  dem  entgegengesetzten  convergiren, 
up4  dass  ihre  Längen  zwischen  beiden  Punkten  constant  sind. 
Die  transformirte  Fläche  des  Ellipsoids  hat  also  ebenfalls  diese 
Eigcinthtimlichkeit 


■V. 

De  problemate  qnodam  geometrico* 

■     '  Anetore 

Doct.  C.  F.  Lindman, 
Loctor«  S^reagneteosi,  Reg«  Academiae  Solest  Holm.  Membro* 


IXIstantfis  lateruro  triangnii  a  centro  circuli  circnm- 
Script!  datis,  triangulum  Invenire. 

.  Latera  triaaguli  sollte  modo  per  o,  &,  e  aogniiqoe  oppositi 
per  A^  B,  C  et  distantiae  a  centro  circuli  circnmacripti  resp*  per 
^9  ßf  y  designentur. 

Primnm  ponatur  y^ß^m. 


Digitized  by  VjOOQIC 


Lindman:    De  probiemate  quodam  ffeomeMco.  '95 

SMpittar,  ut  rit  ayb^e,  il'S  B^  C.  Qtttfm  Tern  iiimis  tan- 
tom  ex  aiftgidis  obhi^us  esse  posslt^  necesse  est',  rint  ß  et  C 
tcnti.  Angolus  A  potest  esse  obtusus  aut  acvtas.  Itaifue  habe- 
mos  aeqvatioDes  ,  '        ? 

a=z±%itgA,    *=r2ptgÄ,    c=i2ytgC, 

obi  sigDiini  saperias  valet,  si  est  ^<o'9  inferius,  si  est  ^^^s^ 
Beaeficio  ääqtiattoiiuni 

m      SwA      A       «hg 
c  ""  Sia  C    c  ■"  810  C 

aeqoatio  prima  et  secnada  per  tertiam  divisa  sappeditat  aeqoationes 

<      yCa9Asa±sitoßC,    ^ChsB=ßCiMC 
Redoctionibos  qaibusdam  faetis  inTenimus 

qsM  aeqnatio  ant  nnam  ^bet  ntdicAn  realem  ant  tres,  pront  sit 

Qnamvero  sit  medinm  aHthmeticvni  quantitatom  positivarum  geo- 
metrico  majns  (vide  KIfigel,  Hathematiscbes  Worterbucb 
Tom.V.L  pag.S45.)y  necesse  est»  sit 

aiqae  ideo  omnes  radi$««  «leqaatioai»  (!)  realM.    P«0Uo  ■       , 

iBTeaiaDtsr  radices  ,      . 

T^V^ipSio^);    T2Vl^SiD(60o— 9));    ±2 Vl]pSln(60ö+9,): 

QooAiaiii  quaatitas  incoghita  est  Secans  angoli  acuti,  necesse  est» 
Sit  posifiya  et  unitate  major.  Prindä  igitur  radix  non  est  idonea»' 
qsippe  qnae  sit  aüitate  minor»   id  qaod  eo  perspicitur»    quod  est 

3y<90o,    <p<30o,    Sioy<4,    |i<a 
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Qaia  praeterea  oportet  qiniititateiD  iocogiiUiuai  esse  poMtiFam, 
tectia  radii;  prohlemati  satisfacit»  si  signo  superipre  otimar»  se- 
cuoda,  fti  valet. Signum  iiiferiua.    Habebimus  igitur 

SecC=:2Vi7Sin(60<>±9>), 
ubi  Signum  soperius  sumendum  est»  si  est  A'^QO^,  inferias,  si 
est  2l>90^.     itaque  problema   dnas   admittit  sointiones,   si  est 

Tarn  ponatnr  y=ß,  y>  a.    Aequatio  (1)  transit  in 

a;» ^-J-«i:y=0     (posita  SecC=*). 

Hanc  aequatiooem  ita  quoque  scribere  licet: 

Prima  radiz  est  T  ->  cujus  valor  Dumericus  est  anitate  minor  atque 

7 
ideo  oon  idoneus.    Altdr  betör  dat 


^-±fy±V^$  +  2. 


Quantitates  V  T-%  +  ^i:Y''  4"ipp^  V^^  ^bi^  positivae  et  onitate 

majores,   problemati  satisfaciuot,   quod  nunc  quoque  doas  habet 
solutiones« 

Deinde  sit  y  >  a>  ß  =  a.    Aequatio  (1)  mutatur  in 

vel  eodem  modo  ut  antea,  in 

(*±1)[«(«T1)— ^]=0. 
Uiut  tantnni  «  radicMm  proUMiafi  mtisbcit 


.=V"r;^+'- 


r* 

Deniqud    ponatur    y^ß^u.     Una   tantum    ezsistit   solutio 
d?  =  2  et.  triangolum  est  aequilaterum. 

.  Nota.  Problema  illud  pa^.  82.  Tomi  XXVII.  hi^fns  ArebivI 
propositum  est  a  l)^  Skrivao»  qui  tarnen  noum  quoque  aagobim 
datum  dumsit,  id  quod  neu  modo  oon  opus  est,  sed  problema  etSs 
absurdum  reddere  potest 
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V. 

Weitere  Untersachungen  über  GränzTerhältnisse  bei 

Corven« 

Von 

Herrn  Doctor  F oller 
SU  Saslfeld. 


Zieht  mao  in  einer  beliebigen  Carve  eine  Tangente  parallel 
zu  irgend  e'.iier  Sehne,  so  ist  —  wenn  die  letztere  unendlich  klein 
wird  —  das  Verhfiltniss  der  Bogenstöcke,  die  zwischen  den  End- 
punkten der  Sehne  und  dem  BerOhrungspunkte  liegen«  wie  1:1; 
und  das  Verhältniss  der  Perpendikel ,  von  denen  das  eine  Ton 
denn  Darchschnittspunkt  der  an  die  Endpunkte  der  Sehne  gezo- 
genen Tangenten  und  das  andere  ^Ton  dem  Berfihrungspunkt  der 
zur  Sehne  parallel  geßlhrten  Tangente  auf  die  Sehne  gefiUlt,  wie  2:1. 

Beweis.  Die  Gleichung  der  Tangente  in  dem' Punkte  m 
(Taf.  I.  Fig.  3.),  dessen  Coordinaten  ar',  y,   ist: 

Da  aber  nach  der  Annahme  die  Tangente  parallel  zur  Sehne  MN 
selD  soll,  so  folgt  daraus,  dass  sie  mit  der  Abscissenaze  densel- 
ben Winkel  bilden  muss,  den  diese  Sehne  mit  ihr  bildet,  was 
die  BedlnguDgsgleichung: 

nach  sich  zieht,  worin  Xi,  x^  und  jfi,  y%  resp«  die  Coordinaten 
der  Punkte  M  und  N  bedeuten. 

Da  wo  es  sich  nun  um  eine  bestimmte  Curve  handelte,  würde 
es  also  nicht  schwer  sein,  zugleich  die  Coordinaten  des  Punkten 
TheU  XXXII.  7 
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m  wirklich  zu  bestimmen;  allein  in  item  vorliegenden  Falle  kön- 
nen wegen  der  Unbestimmtheit  der  Curve  die  betreffenden  Wertbe 
nicht  näher  angegeben  werden.  Sobald  indes^  die  Sehne  nii- 
endlieh  klein  angenommen  wird»  also  die  Punkte  M  ond  N  un- 
endlich nahe  an  einander  geriickt  werden»  kann  man  den  Bogen 
MmN  als  eine  gerade  Linie  *),  mithin  die  Abstände  Mm  und  mN 
fOglich  als  gleich  gross  ansehen  (Taf.  I.  Fig.4.)f  woraus  sich  dann 
ergiebt«  dass: 

*  —      2  *  2 

also  x'  und  y'  die  arithmetischen  Mittel  zwischen  den  entspre- 
chenden Coordinaten  der  Punkte  ilf  und  ZV  sind. 

Dass  wir  in  dem  Vorstehenden  nicht  übereilt  geschlossen, 
folgt  auch  daraus,  dass  die  Gleichung  der  Berührenden  die  Gränzo 
Ist»  der  sich  die  Gleichung  der  Curve  för  die  Nachbarschaft  des 
BerOhrungspunktes  ohne  Ende  nähert.  Es  muss  also  die  Curve 
mit  der  Berührenden  in  der  nächsten  Nachbarschaft  zusammen- 
fallen, und  weil  die  Berührende  auf  beiden  Seiten  des  Berüh- 
rungspunktes gleich  gross  angesehen  werden  kann,  so  lasst  sich 
—  wenn  MN  unendlich  klein  ~  Mm  gleich  mN,  demnach 


i^yi+ya 


setzen. 


Hiermit  ist  aber  auch  zu  gleicher  Zeit  im  Wesentlichen  das 
Verhültoiss  der  Bogen  Mm  und  mN  —  bei  verschyrindender 
Sehne  —  angedeutet.  Denn  da,  wie  erwähnt  worden,  die  Tan« 
geute  in  der  nächsten  Nachbarschaft  des  Berührungspunktes  mit 
der  Curve  zusammeoföUt  und  die  Tangentenelemente  auf  beiden 
Seiten  des  Berührungspunktes  gleich  gross  sind,  so  ist  das  Ver- 
hältniss  dieser  wie  1:1,  folglich  auch  das  Verhältniss  der  un- 
•Ddlich  kleinen  Bogen  wie 

1;1. 

Was  den  zweiten  Theii  der  Untersuchung  anbetrifft,  so  läset 
sich  das  Verhältniss  der  Ucihen  RS  und  mt  (Taf.  I.  Fig.  3.)  auf  mehr- 
fache Weise  bestimmen.  Wollte  man  es  rein  a  priori  ermitteln ,  ohne 
auf  analytische  Deductionen  Rücksicht  zu  nehmen,  so  würde  unge- 
fthr  folgender  Gedankengang  einzuhalten  sein. 


*)  So  tagt  Laoroiz:    „qn«  l'arc  et  la  corde  i'^vanoDUaeot  ea  ndme 
iMopt,  fn'ii  est  perniit  de  Im  prendre  l'an  poar  l*aQlre." 
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Wenn  nebmlieh  M  aod  N  unendlich  nahe  an  m  heranrOcken, 
80  darf,  wie  bereits  bemerlct»  JUm^smN,  demnach  AfmiV  als 
gleichschenkliges  Dreieck  angesehen  vrerden.  In  diesem  Falle 
wird  man  aber  auch  füglich  Dreieck  MRN  als  gleichschenklig 
betrachten  and  die  flohen  der  beiden  erwähnten  Dreiecke  in  eine 
Lisie  zasaromenfaUend  denken  können.  Mit  Rficksicbt  auf  diese 
ADDahmen  dürfte  sich  dann  der  Scbluss  bilden  lassen,  dass,  weil 
RS  ond  mt  zwar  unendlich  kleine,  aber  immerhin  —  wie  auch 
schon  ans  der  Figur  erhellt  —  ungleich  grosse  Linien  *),  RS  aus 
xwei  und  mt  nur  aus  einem  einzigen  Element,  mithin  zwischen 
beiden  Perpendikeln  das  Verh&ltniss 

2:1 
besteht 

Die  apalytische  Herleitung  dieses  Grftnzverhältnisses  ist  fol- 
gende. 

Die  Gleichung  der  Linie  mt  ist,  weil  sie  durch  den  Punkt  m 
gebt  und  senkrecht  auf  der  Sehne  MN  steht : 

Folglich  sind  die  Coordinaten  des  Punktes  t:    • 

^■"  (*s-^i)*+(ys-yi)* 

Non  ist: 

ml=Vl(j:-^0'  +  (y-y')*K 

demnach  nach  Substitution  der  vorstehenden  Werthe: 

Vj    \ (y — yi)  (ya— yi)  (^a— ^i) + (ya— yi)*(^i— «0 )*   i 
i  -H(^^-^i)(^a-^i)(y>-yt)  +  (^»-^i)'(yi-yO>*]  ^ 

IKeee  Formel  reducirt  sich  nach  gehöriger  Transformation  auf 

^_  (y^-yi)(^i— ^2)  +  (^^-^i)(ya— yt) 

Auf  ganz  dieselbe  Weise  folgt,  wenn  x"  und  y^  die  Coordinaten 
des  ENmktes  R  bedeuten,  dass: 


*)8idbe  Drobioeh:    Uober  den  Begriff  des  Stetigen   und 
iiio  Bosiehaiigeii  tarn  Oalcal. 
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Mithin    ist: 

«1^      (y'-yi)(^i— -«i)  +  (^— ^i)(y«-yi)* 

Da  aber  nun,  wie  schon  im  Archiv.  ThL  XXXI.  Nr.  XXVII.  S.  450. 
bestimmt  wordeo, 

,i>  _  y«— .yi  +f'(^i)^i  -f'(^%)^% 
und 

60  ergiebt  sich  nach  Elimination  dieser  Werthe: 

RS _  iA^a)(^a-^i)-(ya-yi)ii/'^(^i)(^«-^i)-(ya~yi)» 
mt  ""  lA-^a)— /''(^i)a(y'~yi)(^i-^2)  +  (^'-^i)(ya~yi)r 

Die  Voranssetzang»  dass  das  zu  bestimmende  Verhältniss  bei 
verschwindender  Sehne  aufgesucht  werden  soll,  nothigt  aber  be- 
kanntlich ^  die  Punkte  Jf,  m^  N  als  unendlich  nahe  an  einander 
liegend  zu  denken,  wodurch  es  ferner  möglich  wird,  die  Coordi* 
Daten  des  Punktes  m{x',y*)  (Taf.  I.  Fig.  5.)  auch  durch 

y'=yi  +  Syi .   x'=xi  +  dxi 
EU  bezeichnen. 

Setzt  man  jetzt  diese  Werthe  in  die  vorstehende  Gleichung 
ein,  80  folgt: 

g^^__{A^a)f^a-^i)-(y«-yi)HA^i)(^-^i)-(ya-yt)) 


oder : 

RS_     lA^a)(^a-^i)-(.ya~yi)U(ya-yiHA^i)(^i-^«)l^ 

d.i.,da^=/'(a.,): 

RS_     A3?a)fa,-Jf|)-(ya-yi) 

Es  ist  aber  nach  Obigem  erlaubt,  so  bald  die  Sehne  MN  un* 
endlich  klein,  die  Coordinaten  des  Punktes  m  auch  als  aritbme« 
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twche  Mittel  zwischen  denen  der  Punkte  91  and  N  ansosehen« 
worans  dann   —  wie  aus  der  Figur  erbeilt  —  «weiter  folgt«   das«. 

Xi  +  CXi  ~  — ^ — , 
d.i.  ' 

o^i  —       2^     • 
Die  Snbetitution  dieses  Wertbes  liefert : 

mt tr(x,)-A^2))(^-2-^i)     * 

d.L.  weil  (Taf.I.Fig.6.): 


also 


ist: 


Hithio: 


fe =/•"■' =g^ 


AiS  :  r/ie  =  2  :  1 , 
w.  E.  b.  vr. 


UL 

1.  In  dem  Aufsatze  Tbl.  XXXL  Nr.  XXV  ü.  und  in.  der  vor- 
liergebeoden  Nr.  1.  habe  icb  einige  GrSnzverhältnisse  hergeleitet, 
die  sehr  leicht  zu  neuen»   interessanten  Folgerungen  berechtigen. 

War  nebmiich  (Taf.  1.  Fig.  7.)  MN  Sehne  einer  beliebigen 
Cnrve,  an  welche  man  die  Tangenten  MR,  NR  and  endlich  VW 
parailel  zur  Chorde  MN  gezogen,  so  verhielt  sich  bei  der  Vor- 
anssetsaag,  dass  MN  unendlich  klein  wurde: 

^MRNiSeg.  MmN=3:2,  (1) 

RStmi  =2:1,  (2) 

arcüfm:  arc.  2Vm       =1:1.  (3) 
Hieraas  ergiebt  sich  nun  zunächst,  da 

*.  B#n»r     MN.RS       jL  MM   io     MN,mt 
^MRNss s — ,    i\ÄfiitZv  =  — 5 — , 
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die  Proportion: 

A  MRN:  A  MmN=: 0 • 0 =  RSxmi, 

d.  i«,  weil 

i«t: 

A^ÄiEV:AAfiiiiV=2:l.  (4) 

2.    Aas  der  Proportion 

A«ÄiV:Seg.  AfmiV=: 3:2 
erbellt,   das« 


^««^^L5?Sl^^. 


2 

Setst  mao  diesen  Werth  in  (4)  ein»  so  folgt  ferner: 

3.  See«  MmN   ^  »,    «r     «  • 
^5 :AÄm2V=2:l, 

d.  i. 

Seg.  Jfm2V:Ailfm2V=4;3, 
oder: 

^MmNiSe^.MmlSz^ZiA,  (5) 

•in  Satz»  der  allerdings  schon  bei  der  Parabel  bewiesen  sa  wer- 
den pflegt,  hier  aber  ans  viel  allgemeineren  Gesichtsponkten  ab- 
geleitet  worden. 

3.    Wie  aus  der  Figur  ersichtlich,  ist  auch 

A  MRN^  Seg.  MmN-i^  Fl.  MRmN  % 

Demnach  geht  (1)  ül>er  in 

Seg.  Jfmi^-f  FL  MRmNiStg,  MmN=iZii. 

Aus  dieser  Proportion  folgt  dann  weiter: 

Fl.  MRmNxZ—i  =  ^MRNiZ^&t%.  MmlSi% 

Also: 

A  MRN:  Fl.  MRmN=^  3:1  (6) 


•)  Fi.  bedeatat  Fläche. 
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und 

Seg.  MmNx  Fl.  MRmN^  2:1.  (7) 

Mithio  ergiebt  sich  aoch  mit  Rucksiebt  auf  (4)  : 

2 .  A  iV miV:  FL  iHÄmiV  :3=  3 : 1 , 
d.  L 

A  MmNi  Fl.  JURmN^  3 : 2.  (8) 

4.  In  ähnlicher  Weise  lasst  sich 

Seg.  MmN=  ^  MmN  +  Seg.  lUnm  +  Seg.  mof^ 
•etzen«  weshalb  die  Proportion  (5)  auch  die  Form 

A  MmNi  A  MmN  -|-  Seg.  Mnm  -|-  Seg.  moN:=z  3 : 4 
annehmeD  kann,  woraus  sich  dann  ergiebt: 

Seg.  Mnm  -f  Seg.  moN :  4  -  3  =  A  MmN:  3  =  Seg.  MmN :  4. 
Also: 

A  üfmiV:  Seg.  Mnm  \  Seg.  iiioiV=  3:1,  (9) 

und: 

Seg.  MmNi  Seg.  Mnm  H-  Seg.  mo2V^=  4:1.  (10) 

Mithin  aach  mit  Bezugnahme  auf  (1) : 

Q : Seg.  Mnm  +  Seg.  moN=^  4:1 

oder: 

A^i2A^:Seg.  Mitm-I-Seg.  ma2\r=  12:2=6:1.       (11) 

Nimmt  man  endlicli  noch  auf  die  Proportion  (7)  Rficksicbt»  so  folgt: 

3. Fl.  MRmNiSeg.  Mnm  +  Seg.  moN  =z6:l, 
d.  i. 

Fl.  MRmNiSeg.  Mnm^-Seg. fiioiV=6:3=2:l.      (12) 

5.  Da  sich. verhält: 

^MRN:^MmN=2:l, 
so  gilt  auch  die  Proportion : 

^MRN'-^MmN:2^}=£iMRN:2  =  ^MmN:l, 
d.  i.  einerseits: 

A  MRN;  Viereck  MRmNsiil,  (13) 
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uod  andererseits: 

AAfmi^: Viereck  MRmN  =  \.l.  (14) 

Mit  Rficksicht  anf  die  bereits  feststefienden  Proportionen  ergiebt 
sich  dann  weiter: 

Seg.  «miV:  Viereck  ilfi2mlV  =  4:3,  (15) 

ferner : 

Seg.  Mnm  ^  Seg.  ntoiV:  Viereck  MRmNz:^  ]  :3,       (16) 

und  endlich: 

Fl.  MRmN:  Viereck  MRmN=  2 :3.  (17) 

Vorstehende  einfache  und  eben  deshalb  recht  interessante 
Relationen»  die  sammj  nnd  sonders  aus  den  tirSnzTerhältnissen 
(1)  und  (2)  hergeleitet  worden,  dürften  wohl  su  weiteren  Unter- 
suchungen Veranlassung  geben  können. 


VI. 

Der  Fermat'sche  and  der  Wilson'sche  Satz,  aos 
einer  gemeinschaftlichen  Quelle  abgeleitet. 

Von 

Herrn  Julius  Toeplitz, 
Lehrer  der  Mathematik   and   der  Natarwiatenachafteo    am    Gjmnaaiam 

Ktt  Litta. 


Es  sei  p  eine  ungerade  Primzahl  und 

/a?  =  (ar— 1)  (ar— 2)  (ar — 3) . . . .  (a:  — p + 1). 

Wir  Tersuchen  nun»   fx  nach   fallenden  Potenzen  von  x  zu  ent- 
wickeln.   Alsdann  ist  offenbar: 
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Setzt  nMid?=0,  so  findet  man  ilpi-i  =  1.^.3.. ..(/9—1).  Um 
fifr  die  fibrlgeo  Kotficieoten  Jj,  A^,...,^Ap^^  ein  rekurrirendeB 
GeseÜB  so  finden,  setzen  wir  x-\-\  an  die  Steile  des  x.  Alsdann 
erhalten  wir: 

A:r+l)=jr(a:-l)(*-2)..  .(:r-p  +  2)  =  ^£^ 

oder 

(a:  +  l -/>)./(«+ 1)  =«./*• 

Setit  man  für  f{jB-\-\)  und  fx  die  entsprechenden  Ciitwickelon- 
gen,  so  kSmmt: 

(j;+l)P  -{Ar  +p)  .(:r+ 1)?-«  +  (^, +p^,)(«  +  »)«-• 

-  (^,+|»J^.(af+  I)r-«  +  ....  +  (.<^+H>-4)- («  +  !)» 

-(il,-t+/»^,-,).(«+l)«+{^,-i+/>^p_>).(a:+l) 

=  a*  -  il,a*-» + ^,a*-«  -  ^,a*-' + ....  +  A,-^*—A,-^  f  ^y-uv. 

Vergleichen  wir  auf  beiden  Seiten  die  Ko^ffidenten  von  xf, 
a^~^,  af-*-,  n.  s.  w.,  so  erhalten  wir  folgende  Gleichungen : 

I-l. 

£^?^-£=-*(J,+,»)  +  ^.+M  =  ^..  woran.  ^.=H^. 


allgemein: 

(D 

p(p-I)(y-2)....(p-«4l)      (p-l)(y>-2)....(p-ifH) 

1.2.3....(fi— l)n  1.2.3....(«-1)  ^^'  +W 

+         1.2.3....  («-2)        (^+P^»)-  •-  i'^T     (^«-»+P^-«) 

Diese  Reknrsionsfonnel  (I)  setzt  uns  in  den  Stand,  zu  beweisen, 
dass  die  KoCflGcienten  Ag,  A^,....,Ap-%  durch  p  tbeilbar  sind. 

Denn,  so  lange  ii<p.  ist  der  BinomialkoOflkient  f  (f -^)""(p-»+') 
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ekie  ganze  Zahl  und  >  1,  und,  vrie  bekannt»  dordi  p  theUbar. 
Setzen  wir  fOr  die  übrigen  vorkommendea  lünomialkoftflieienteii, 
die  offenbar  ganae  Zahlen  8ind»  die  AbkOrzungen  Ki,  K%9»***»Km~-u 
so  erhält  unsere  Rekursionsformel  (I)  nach  einer  leichten  Reduk- 
tion folgende  Form: 

(II) 

Wäre   nnn  bewiesen,    dass  Ji,  A^ »An~%  durch  p   theilbar 

sind«  so  lehrt  der  blosse  Anblick  der  Formel  (II)»  dass  Kn^i  Am-i 
ebenfalls  durch  p  theilbar  sein  muss.  Es  ist  aber  Kwi  s=p— n  -|- 1 
nicht  duNsh  p  theilbar;   folglich  muss  An^i  durch  p  theilbar  sein. 

Es  Ist  ferner  Ai  =     |  <>       durch  p  theilbar;  fblgUch  sind  es  auch 

A%t  ^8 »••••»  his  Ap^%, 

Also  haben  wir  gefunden»  dass 

(o?— l)(a?— 2)(a?— 3) ....  (j: -/>  +  1)=äF-»  +  ^^-1  Imod.  p|. 

Da  nun  ^^-.i  =  1.2.3....(p — 1)»   so  haben  wir  den  Lehrsatz: 

«»Wenn  p  eine  ungerade  Primzahl  ist»  so  Ist  filr  jede 
ganze  Zahl  a: 

(a?-.l)(a?-2)....(j:-^+l)=a*-H1.2.3...-(p--l)  Imod, p|." 

Der  Wilson'sche  Satz.    Setzen  wir  :i?=:l»  so  kommt: 

0=l  +  \.i.3....(p—l)  lmod.p). 

Der  Fermat'scbe  Satz.    Durch  den  eben  gefandenen  Wil- 
son'sehen  Lehrsatz  bekommt  der  obige  folgende  Form: 


(Ä^l)(sr— 2)....(ar-.p  +  l)=rf-»-l  {mod.p}. 

» ....,  p  — 1  {mod.pl»  s< 
e  sO{mod.p);   also  is 

a?P-i— 1=0  tmod.p}. 


Ist  also  a;=l,  2»  3»....,p  — 1  {mod.pl»  so  wird  einer  der  Fak- 
toren der  linken  Si^ite  =0{mod.p);  also  ist  alsdann: 


Digitized  by  VjOOQ IC 


liersemunn:   Zur  Thearit  der  dreiseitlgw  Pyr4miüt,      107 


VII. 

Zar  Theorie  der  dreiseitigen  Pyramide.    Nach  einem 
Vortrage  des  Herrn  Professor  Joachimsthal 

redigirt  von 

Herrn  H.  Liersemann 
in    BretUo*). 


Lemma  1.  Projicirt**)  man  einen  Winicel  Imn  auf  eine 
dnreh  ain  gelegte  Ebene,  so  ist  die  Projection  ftnn  dieses  Win- 
keis sugleich  mit  dem  Winicel  Imn  ein  rechter,  und  umgekehrt. 

Da  durch  parallele  Verschiebung  alle  Winkelverhäitnisse  zwi- 
seheo  Lkiieu  aiid  Eheaen  uugelndert  bleiben,  so  ergiebt  sich 
bieraus  fdgeiides! 

Lemma  2.  Projicirt  mau  zwei  Gerade  auf  eine  Ebene, 
welche  der  efaien  yen  ihnea  parallel  Ist,  so  sind  die  Projeetionen 
aaf  eiaaftder  senkrecht,  wenn  die  GeiadeD  es  sind,  und  umgekehrt. 

Mittelst  dieser  Hilfssätze  lassen  sich  unter  andern  die  Be- 
weise der  in  diesem  Journal  Theil  XXXL  Seite  41..  über  das 
irr^ulSre  Tetraeder  mitgetheilten  Sätze  übersichtlich  darstellen. 
Ab  BMspiel  w&hleD  wir  den 

Sata.    Stehea  io  einem  beliebigen  Tetraeder  zwei  Paar  ge- 


*)  Herr  Lleraemann    schreibt  mlrt    ),daM    die  Teroffeodichang 
Aafnitiet  mit  Bewilligung   ond  auf  Anregung   des  Herrn  Pro- 
Ibeeor  Joaehlmtlhal  in  Bretisu  geechehe.  G. 

**)  Uater  npileelionea  werden  hier  ioMier  rechtwinklige  Terctandea. 
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geoflberstebender  Kanten  aufeinander  seakrecht,  so  steht  noch  das 
dritte  Paar  gegenfiberstehender  Kanten  anf  einander  senkrecht. 

Es  sei  (f  af.  L  Fig.  8.)  BCD  die  Grnndfiäche  des  Tetraeders, 
dessen  Spitze  Ä  in  a  projicirt  wird.  Setzen  wir  voraos»  dass 
BA±DC,  CA±DB  stehe,  so  folgt  mit  Hilfe  der  obigen  Lemmata, 
dass  die  Projectionen  Ba±  DC,  Ca  ±  DB  sind.  Ba  and  Ca  sind 
folglich  zwei  Hohen  des  Dreiecks  BCD,  und  a  der  Huhenpunkt, 
d.  h.  der  Durchschitittspunkt  der  Hohen  des  Dreiecks  BCD,  Die 
Projection  der  dritten  Seitenkaiite,  nämlich  Da,  ist  folglich,  weil 
sie  durch  den  Höhenpunkt  a  geht,  die  dritte  Hdhe  des  Dreiecks 
BCD,  und  somit  ±BC.    Daraus  folgt  aber,  dass  DAl^BC  ist 

Znsatz.  Denkt  man  sich  in  einer  beliebigen  Kngel  Radien 
gezogen,  welche  den  sechs  Kanten  der  im  vorhergehenden  Satze 
betrachteten  Pyramiden  resp.  parallel  sind ,  so  liegen  je  drei  von 
ihnen  In  einer  Ebene,  d.  h.  in  einem  grOssten  Kugelkreise.  Die 
sechs  Schnittpnnkte  der  Radien  in  die  Kngel  sind  also  die  Eck- 
punkte eines  Tollstlndigen  Kugelvierseits  (Taf.  I.  Fig.  9.)>  dessen 
Diagonalen  Quadranten  sind,  weil  die  Schenkel  ihrer  Centriwinkel, 
als  den  drei  Paar  gegenfiberstehender  J^anteo  der  Pyramide  pa- 
rallel» auf  einander  senkrecht  sind.  Der  obige  Satz  erglebt  also 
für  dieses  sphärische  Vierseit  folgenden  Satz: 

Wenn  In  einem  vollständigen  sphärischen  Vierseit  zwsi  Dia- 
gonalen Quadranten  sind ,  so  ist  auch  die  dritte  ein  Quadrant. ' 

Durch  Polarisation  erhält  man  hieraus  den  Satz: 

Wenn  in  einem  vollständigen  Kugelviereck  zwei  Paar  Gegen- 
seiten auf  einander  senkrecht  sind,  so  ist  auch  das  dritte  Paar 
Gegenseiten  senkrecht  auf  einander  (Taf.  I.  Fig.  10.}. 

Drei  Ecken  des  Vierecks,  z.  B.  A,  B,  C  (Taf.  I.  Fig.  10*.) 
bilden  ein  Dreieck»  dessen  Hüben  die  Verbindnngsbogen  dieser 
drei  Ecken  mit  der  vierten  Dsind,  also  durch  einen  Punkt  gehen; 
und  man  kann  daher  dem  letzten  Satze  auch  folgende  bekannte 
Form  geben: 

Die  drei  Hohen  eines  sphärischen  Dreiecks  schneiden  sich 
in  einem  Punkte. 

Hieraus  ist  ersichtlich,  dass  man  den  oben  bewiesenen  Lehr- 
satz auch  dadurch  hätte  beweisen  können,  dass  man,  von  dem 
Satze  fiirs  Kugeldreieck  ausgehend,  durch  Polarisation  den  Sats 
fürs  vollständige  Vierseit  auf  der  Kugel  ableitete  und  von  diesem 
m  dem  Satze  über  die  dreiseitige  Pyramide  gelangte. 
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Die  Aaweodang  der  beiden  Lemmata  auf  die  ftbrigeii  am  an- 
gegebenen Orte  aufgeateilten  Sitze  mOge  hier  übergangen  frer- 
den.  Wichtig  ist  noch  die  Aeweadang  derselben  auf  den  von 
Steiner  angegebenen 

Satz.  Die  vier  Huhenperpendiicel  eines  beliebigen  Tetrae* 
ders  liegen  auf  einem  einfachen  Hyperboloide. 

Es  sei  (Taf.  I.  Fig.  11.)  BCD  die  Grandfläche,  anf  welche  in 
a  die  Spitze  des  Tetraeders  projicirt  sei.  Alsdann  projiciren 
sich  nach  nnsem  Lemmatis  die  drei  Hohen,  welche  von  B,  C,  D 
auf  die  gegenfiberstehenden  Seitenfläciien  gefällt  werden,  auf  die 
Fliehe  .ßC/>  in  den  drei  Hohen  dieses  Dreiecks;  denn  z.  B.  die 
▼on  C  hütABD  gefällte  Höhe  steht  anf  jeder  Geraden  der  Ebene 
ABDy  also  auch  eiufßD  senkrecht,  und  somit  auch  ihre  Projection 
anf  BD*  Diese  Projectiooen  schneiden  sich  folglich  im  Höhen* 
ponkte  «.  Errichtet  man  dah^r  in  diesem  Punkte  «  ein  Perpen* 
dikel,  so  schneidet  es  die  drei  Höhen  des  Tetraeders,  welche  von 
B,  C,  D  aus  gefällt  werden,  und  ist  der  vierten  von  A  aus  gefällten 
pandlel,  schneidet  sie  also  ebenfalls,  indem  man  unter  Schneiden 
zweier  Linien  im  Allgemeinen  versteht,  dass  sie  nicht  windschief 
sind,  sondern  in  einer  Ebene  liegen.  Das  Perpendikel,  im  Höhen- 
pnnkt  des  Dreiecks  BCD  auf  dem  Dreieck  errichtet,  schneidet 
folglich  alle  vier  Höhenperpendikel  des  Tetraeders.  Dasselbe  gilt 
natürlich  auch  von  den  Perpendikeln,  welche  auf  den  Seitenflächen 
des  Tetraeders  in  deren  Höhepunkten  errichtet  werden,  und  wir 
haben  somit  zwei  solche  Systeme  von  vier  Linien,  dass  jede 
Linie  des  einen  Systems  alle  vier  des  andern  schneidet.  Diese 
beiden  Quatemionen  von  Linien  liegen  somit  auf  einem  einfachen 
Hyperboloide:  und  zwar  gehört  die  eine  Quaternlon  dem  einen 
Systeme  der  Geraden,  die  andere  dem  andern  Systeme  der  Gera- 
den des  Hyperboloids  an. 

Anmerkung.  Dieser  Satz  findet  sieh  von  Steiner  im  zweig- 
ten Bande  des  Crelle'schen  Journals  und  in  seiner  »Ab* 
hingigkeit  geometrischer  Gestalten  etc.  (Berljn  1832)^' 
anf  Seite  316  ausgesprochen:  an  der  zweiten  Stelle  verbessert 
zugleich  Steiner  die  von  ihm  an  der  ersten  gemachte  irrige  An- 
gabe betrelTs  der  Modificationen  dieses  Satzes  für  den  Fall,  dass 
zwei  oder  drei  Höhenperpendikel  des  Tetraeders  sich  in  einem 
Punkte  schneiden.  Der  vier  in  den  Höhenpunkten  der  Tetraeder» 
fliehen  anf  diese  errichteten  Lethe  thut  der  Ste ine r'sche  Satz 
keine  Erwähnung. 

Hieran  schliesst  sich  ein  Satz,  welchen  Prof.  Joachimsthal 
über  die  Lage  folgender  drei  Punkte  gefunden  hat:  des  Mittel* 
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pimktes  der  dem  Tetraeder  amschrlebeneii  Kugel»  des  Sehwer« 
panktee  des  Tetraeders  und  seines  hyperboloidischen  Mittelpank* 
tes  (d.  h.  des  Mittelpunktes  desjeoigeu  einfachen  Hyperboloides, 
auf  welchem  die  Hohen  des  Tetraeders  liegen).  Dieser  Sats 
lautet: 

Der  Mittelpunkt  der  dem  Tetraeder  uBschriebenen  Kogel,  der 
Schwerpunkt  und  der  hyperboloidische  Mittelpunkt  desselben  He- 
gen in  einer  Geraden«  und  zwar  der  Schwerpunkt  in  der  Mitte 
Bwischeo  den  beiden  andern. 

Bezeichnet  man  den  Mittelpunkt  der  Kugel  mit  K^  den  Schwer- 
punkt  des  irregulären  Tetraeders  mit  5»  und  seinen  hyperboloi- 
dfschen  Mittelpunkt  mit  P»  und  die  Projectionen  dieser  Punkte 
auf  eine  der  Seitenfilichen  des  Tetraeders,  z.  B.  anf  BCD  (Taf.  1. 
Fig.  12.)  m\i  kt  Sy  p,  so  ist  zunächst  p  der  Mittelpunkt  der  Ger»» 
den,  welche  die  Projection  der  Spitze  A  auf  BCD  mit  dem  H5» 
henpunkte  a  dieses  Dreiecks  verbindet  *)•  Ferner  ist  k  der  Mit* 
telpunkt  des  dem  Dreieck  BCD  umschriebenen  Kreises.  -Um 
endliöh  die  Lage  von  $  zu  finden,  bestimme  man  den  Schwerpunkt 
e  des  Dreiecks  BCD  (welcher  nach  dem  Eulersehen  Satze  fiber 
die  merkwfirdigen  Punkte  des  Dreiecks  in  einer  Geraden  mit  u 
und  k  und  so  zwischen  ihnen  liegt,  dass  atf  =  2.ff£  ist),  verbinde 
diesen  Punkt  mit  der  Projection  a  der  Spitze  A  anf  BCD  and 
theile  diese  Gerade  so,  dass  a«  =  3.«(r  ist.  Dann  Ist  $  die  ge- 
suchte Projection  des  Schwerpunktes  S  auf  BCD ^  weil  S  auf  der 
Geraden  0A  liegt,  so  dass  ^5=3.  Sa  ist.  Man  hat  nun  im  Dreieck 
fttfa,  wenn  man  nach  der  Theorie  von  MObius  die  Vorzeichen 
berücksichtigt: 

5i-^'   «"-"   J^""^' 

und  folglicii  durch  Mnltlpllcation  dieser  Gleichungen  : 


*)  Denn  da«  Hulienperiiendikel  Aa  de«  Tetraeder«  i«t  parallel  der  in 
•  anf  BCD  errichteten  Senkrechten,  and  liegt  mit  ihr  anf  dem  -liekana- 
ten  Hyperboloid«.  Legt  man  daher  in  der  Mitte  zwischen  die«en  beidea 
Geraden  «ine  Parallele  sn  beiden  hindurch,  «o  liegt  diese  anf  dem  Aeym* 
ptotenkegel  de«  einfachen  Hyperboloide«,  welche«  die  Höhen  de«  Te- 
traeders enthält,  worüber  man  Steiners  „Abhängigkeit  geome- 
trischer Gestalten  etc'^  Seite  198.  Anmerkung,  vergleiche.  Der 
Punkt,  in  welchem  diese  Seite  des  Asjmptotenkegels  die -Fläche  ßCD 
trifft,  ist  folglich  die  Projection  des  Mittelponkte«  die«««  Kegel«,  d.h. 
de«  hyperboloidiochen  Mittelpunkte«  de«  Tetmedet«  anf  di««e  Fläche  M!*^. 
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ak.as.ap . 

0k.at.ap       ' 

Nach  der  Omkehrui^  des  P toi emäi sehen  Lehrsatzes  weiss 
HMD  folglich»  dass  psk  eine  Gerade  ist.  Man  hat  somit  ferner 
in  Dreieck  tqifk  nach  dem  Ptolemäischen  l^hrsatze  die  Glei- 
cboDg: 


=+1. 


aC.pa,k$ 
aa.ps.kc 
QDd  folglich : 

S=-'- 

Es  liegen  folglich  die  Projectionen  der  drei  Pankte  K,  S,  P 
aaf  diese  SeitenflSche  des  Tetraeders  in  einer  Creraden  und  zwar 
die  Projection  von  iS  mitten  zwischen  den  beiden  andern.  Die- 
selbe Beziehung  gilt  selbstverständlich  auch  Hlr  die  Projectionen 
dieser  drei  Punkte  auf  die  andern  Seitenflächen  und  somit  auch 
nir  die  drei  genannten  Punkte  selbst. 


VIII. 

Bemerkungen  zu  dem  Aufsatze  des  Herrn  Dur  ige 
in  Theil  XXX.  No.  XIX.  dieses  Archivs. 

Von 

Herrn  Doctor  Lottner^ 
Oberlehrer  an  der  ReaUchato  so  Lippstadt. 


In  dem  genannten  Aufsatze  hat  Herr  Dur^ge  den  Legen- 
dre'schen  Sats: 

„._J(„-.1)»^.!?<J^(,,«2)«-.... ==1.2.3..^ 
(n  eine  ganze  positive  Zahl) 
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ptmktes   de*  .  ^0^^^"^       ^  erg^^hi,  das«  die  Reihe 

punkte«  de  ^^  ^^  \i,^^  V^*jj^ Grössen  n,  «— 1,  «— 2.... 

te«  (d.  b.  ^^  4^^  ^^^^^^'^'S!^     *'•"'  Verfasser  auch  die 

auf  welr  'iLS^^r^'^ ^^Kf^^^^^  Exponent  die  Zahl  n  um 


c,^<>^  ^1,,^>  Su  jnggprechen  lasse.    Ich  will  deshalb 


lautet:  i/^^ge^'  ^»^  *"*'"'   ^***  ^'  höhere  Poteozen 


Sch* 

ger 

ev 


/>^  ^  ^1^^^  gesetamÄssigen  Darstellung  ge* 


^  jr^caa#«=2"cos»acos-o . 
^  «jd^  darch  Differenziation : 
-*     -  «».(cos'-cosy) 


/  «SOG 


<Pp+».(co8«|cos^) 
•ft**r+»sin*a=2« ^-5-^= ^  , 


nje  «0g«<'^°'^^^"  Differenziationen  lassen   sich  sehr   leicht  aas- 
^  .y    ireno  man  bedenkt«  dass 

tt        na 
2«co»«^  cos  ^  =r  i[(I  +  «*«)•  +  (1  —  «-«*)■]. 

£s  seien  nnn  /J^W,  /?«(*)..../}•(»)....  GoefficienteD,   die  den 
Gleicbangen 

/?,(»+»)  =  (A_l)ft(») +  /?,(*), 
A(*+i)=:(*_2)/J,(*) +  /?,(*). 


3) 


und  folglich  der  Gleichnng 
4)      (*-l)l  A(H-i)-(4_2)I/J,<H-i)  +  (*-.3)l  /J,<*f»)  + .... 
....J:/Jt«H-»)=:Äl 
genfigen,  wobei  za  bemerken,   dau  ßtP'^^l,  ßifl)ssO;  ao  wird: 
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"^  11.*^  cosia=n(n  -^1}  ..•.(t»— ^.+  ^2«-*J»co8"-«P?co8(«+2p)2 

+  AC*P)n(n—  l)..-(n— 2p  +  2)2«-«r+ico8«-aH-i?co8(n  +  2;>— l)o 

+ ....  +  Ifep-aW  n(it  -  l)2»-acos«-a^coB(it +2)  | 

+  |?3p-i  (»P)n2"'-i  co8«-i  |cos  (n+1)  ,^ , 


s=l 


+  A(*P+>)it(n— if)LI(n-2p41)2«-»Pco8«-^|^^^^ 

Diese  Formeln  können '  jedoch   nur  gebraucht  werden«   wenn  2p 
und  2p  4- 1  die  Zahl  9f.  i^ich^  übertrifft.     Im  sm^^m  Far|Ji^4iat  man : 

1)    it  +  m  eine  gerade  Zahl.  *    " 

+  2.n(n  — l)....2./5m+i(»+'»)cos(3»-^l)2eos|       ••    ' 
7)  ^  +2«ii(n— l)'....3^«^2(Wm)co8(2n-2)|co8«|+.... 

....  +  2»-«/?m+»-2("+'")n(n-l)co8(n+2)2Cofs»--»2 
+  /?„+„-.i(»+'»)  2«-i  co8  (^ + 1)  j  cos«-*  \ . 


U  1 
•=1 


2)    n  -f  m  eine  ungerade  Zahl. 

-2^  »!•*«+"•  sin «a=iM(n—l)  ...\  l/Jm^"+«>)8in2«? 
•=1  ^ 

+  ^.n^(!n  —  1)  ;...  2.i^H.i(«+«)8in(2n  —  i)|co8 1 

's8)iu  /  J  +S»ii(i,*^1j./:.3/j^^«(»^%)gln(2iJ-^2)^co8*^ 

:i  r ')   - ...        *  1  >    •    .    .''.  '-     ••         ■•■    -^-'^t.^^  >   . 


.«/ 


+  !2*-»n .  pif;-.i(m+iO  sin  (h  f  4  j  ^  cos"-^  |. 
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auf  eine  Art  bewieeen»  bei  welcher  eicli  ergiebt«  dase  die  Reibe 
verschvrindety  wenn  die  Exponenten  der  Grossen  n,  it— 1»  ii— 2.... 
Icleiner  aU  n  sind.  Dabei  findet  der  Herr  Verfasser  auch  die 
Summe  der  Reibe»  wenn  der  gedachte  Exponent  die  Zahl  n  um 
1  oder  2  fibertrifft»  ftigt  alter  hinzn,  dass  f3r  h5here  Potenzen 
dieselbe  sich  nicht  einfach  aussprechen  lasse.  Ich  will  deshalb 
kurz  angeben»  wie  man  zu  einer  gesetzmAssigen  Darstellimg  ge- 
langen kann. 

Es  ist 
I)  £  IIa  cos«a ^2" cos" ö COS -Q- 

Hieraus  ergiebt  sich  durch  Differenziation : 


.=00                           «».(cosVcos-s-) 
(— l)y  £  n»s^coBsa^2^ ^^ 


2)       . 

cPP+I  .  (cOS**g  cos  -a) 

[   (- 1)«»+*^^  •i.**P+»sinw=2- gj^ijppi- 

Die  angedeuteten  Differenziationen  lassen   sich  sehr   leicht  ans- 
führen,   wenn  man  bedenkt,  dass 

2-C08»  J  cos  '^  =  1[(1  +  e'«)«  +  (1  -  e-*«)-]. 

Es  seien  nun  ßi^^),  Z?«^*) ..../}« ^^)....  Coefficienten,    die  den 
Gleichungen 


3) 


und  folglich  der  Gleichung 
4)      (4-1)1  A(*+i)-(*-2)l  /5i(»+i)  +  (*-.3)l  fc(*+t)  + .... 
....± /?*<*+*)  =  *! 
genOgen,  wobei  za  bemerken >   dass  A>^*>=sl,  ßifl)^0;  ao  wird: 
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^  jitJ»Fcos*a=n(n  -kl)..».(Ti-r-.%>,+  |i2«-^cos"-«P?co8(«+2p)| 

+ ....  +  Ifep-aW  n(it  -  l)2^«cos«--*^co«(it +2)  | 
+  /Jap-i  Wn2"-ico8«-i|co8(n+l)^, 

"^■'  ^    ■'  . 

2;  ji.j»P+i8iw«==n(n-l)....(n-2p)2«-«i»-*6dÄ'^--*+^^1n(i^^ 
+  ft(*i»+»)n(«— if) :..!  (n*-2p4  l)2"-«Pco«"-^|8in(it+2/)j^ 

+  ....+ /?apCaj»+i)n2»-ico8»-i  2«in  («+ 1)  j. 

Diese  Formeln   können  jeäoch   nur'  gebraucht  werden ,   wenn  2p 
und  2/»-f  1  die, Zahl  9|.  i^icMubertrifft.    Im  ai^c|^n>  J"^  "^^  n^" - 
1)    n  +  m  eine  gerade  Zahl.  '    - 

+  2-ii(n  — l)....2./3m+i("+«)cos(2it-^l)2Cos|      ■•    ' 
+  2^(«— l)*.../3^J+2(«+«)co8(2n-2)|cos«|+  .... 
....+2«-«/?m+»-a(»+'»)n(n~l)co8(n+2)2C<ys»--«5 

+  /?«+m-i("+'»)  2«-i  cos  (^ + 1)  j  cp8«-i  ^ . 

2)    n-f  m  eine  ungerade  Zahl. 

£  w«*"+»»si'n*a==n(n— 1).... l/Jm^"+*"J8>n2n^ 
•=1  * 

+  ii.fi'i;«—  1)  ....  2.j*H.i(»4^«)8in(2n  —  i)^co8a 
'      i+«»ii(fi~l)..-:.3/?«+«(«^^)8fh(2«--.2)^cos*^ 
+  ..;.'^2*^P4m-a^^4^)ii(n^ti)8in(n  +  2)|^ 
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Um  niiD  die  verlangte  Sarome  zn  finden,  setze  inao: 
ä)  .  wenn  Äf  <  » 
.)in  5}  ff=9r«   und  erhfilt,   weil   alle  Glieder  auf  der  rechten  Seite 
mit  cofl^  behaftet  sind: 

b)  wenn  k^szn, 
.80 .  ersieht ,  sich  ans  <?) ; 

10)    .  *i*(-l)*+i#«n*==(— l)«+n.2.3....n, 

welches  der  Legendre'sche  $atz  ist; 

c)  wenn  A  >  n : 

'  11)     ^^*(-l)Hinaj«+«  =  (— l)«+U.2.3..,.n.^«W«); 
•=i 

welches  die  Ter:langte  allgemeine  Relation  ist. 

Zur  successiven  Berechnung  der  ß  genügen  die  Gleicbungen 
3)  und  4)  vollständig« 

Nebenbei- erhält  man  auch«  wenn/A<it: 

12)  *l:\i*=:«(it-l)(it-2)...,(it-*  +  l)2^*       V 

+it(it-l)....(ii-*+2)2«-H-iÄ(*)+n(n-l)....(n-*+3)2— H«j3,(») 
+  ....+«  (n-- 1)  2— «/?fr-.a(*)  +  n2«/J*li(*) , 

13)  '^^^«•^"+"=n(«-l)....Ä»^H0"+2»(n-l).,.,2/?«.+l<»+«) 
+  2>n(ii— 1)  ....  3/?m+2(«+»)  +  ..-.  +  n2"-i/J«+»-.i(«+«). 

Käme  es  bloss  darauf  an»  die  Legendre'scbe Relation  und 
das  Verschwinden  der  Summe,  falls  die  Pxpooenten  kleines  als 
n  sind,  zu  beweisen,  so  Hesse  sich  dies  leicht  aus  der  Eigen- 
schaft des  Binomial-Coefficienten  ableiten.   ,Es  Ist  stets 
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Mtiltiplidrl'  man  ai^e'  «letehiMir  nki  iP^nd  ISm«  t  «Ue<WartM' 
Yon  J'bisoo.  aiviebiiiAflr  ttddirtHihd  «eM  fÜIf  ^-f  1  ^\vSt\k  li,  woAab 

.-.   '    .-. '  "' '  ■_.  ■'■'■■■'■  ■" 

Weno  p='l,   80  folgt  daraus  : 

£^(-l)H-iM,*=:ji(n l^-i+....)_n(n— 1— ^ — p^^^ — ^+....) 

=  n|l-^a-l)f-l  +  (l-l)— M  =  0. 
EllflBfiq  «ofOiiMst Viani:  ^  ,;  ^,.  ;,  ..^  ..,  , 

W«to4  fliao  aaC.dieM  Weiw  r»fft8chreU0t»  ««!  »ieht  piaa,  dwi^.dj^f 
fraglichen  Reiben  immer  Nnll  werden,  so  b^vgß  der  .Eacgof^t  |i, 
kleiner  als  die  Zalirit  ist.    Wird  n=p»  so  folgt  mit  Berückaich- 
tigang  dieser  Eigenschaft  .ans  13):  .  ^ 

/I»)c?,Z(-l)H^»n.j«:^-nl?(-l)H^»(«-|).*».-i== 
Däraas'schliesst  mall  '> 

'  y(n)=(-i)»ii(«-i)A«-2),     ;  .    /\; ' 

nnd  allgemein 

/^(i,)==(-l)H-i.  1,2.3....  »/(l). 

Da  /Tl)==l  l9t,  so  ist  auch  hierdurch  der  L e gen dre' sehe  SaM 
bewiesen. 


Nachschrift  des   Heraasgebers   zn    der  vorhergebenden 

~  Abhandlung. 

Die  Torherge^nde  AbhaQ4lang  des  Herrn  Doctor  Lettner 
nnd  die  Abhandlung  des  Qerfn  Doeter  Duröge  in  Tbl.  XXX. 
Nr*  XIX.  veranlassen  mich,  an  eine  von  mir  schon  vor  sechs, nnd 
dreissig  Jahren  in  meinen  ,,Matbematischen  Abhandliihgen. 
Erste  Sammlung.  Altena.  1822.  4^.  8.  87— S.  93.«'  veröf- 
fentlichte AHbandlung  zu  erinnern ;  in  welcher  Ich  die  Reihen  von 
iler  Form  .;.,, 

-     */'      IV-  .  M^-^^)/   .  aw  '  n(n— l)(n  — 2).  ,    ^^  . 
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yiaioitmerr  iSIcMitAMi^.  #m  dm  AMi^Btm.  4$$.ü¥m  Dur  ige 

den   Matberoatikero   empfohlen    hat»    einer   ansföhrlichen   Unter- 
Buchung  unterzogen  habe. 

'    h  Idtcfft^ 'A4>h8nAuAg^,  in  ü^el<il^et^  irh  ^*  ehi^e'^ftyUls'durrt 

N  bezeichne  9  habe  ich  auf  verechiedene  Arten  bewiesen  >   dasa 

•..■  ,.  .♦.  1    ■  ■  <  <    ,  l  --.  Vi    i  i .  .7 

.    V       ''    '      '\^\     ß=^    far.:m-<,if.;     ^    ^^     ,,,i{.r..  ,'y 
ferner,  daes'  »      <.  t  ,  ^     '  t     •  .        ,  ^^^ 


j 


und  habe  dann  auch  eine  allgemeine  Metbod^v'iie- ehlgM  RMII^ 
in  d^fi,  Fällen«  .^^o  ff  >  ^  !^t  ,z|9t  ai^mmire^,  efitw^ipjcAljfc.  ,^ach 
dieser  Methode  ^abe  ich  eine  grössere  Anzahl  von  Summen  be- 
ridi!hn«e;'w«t«M  44h'4ni''f'€l|gend^n''aii^«h^'4viH-v>'fnd^^        dMRBl/ 

f«e*3*ü?t;^iwWlblWi','«  -^-  -:-.->'/  ;.. '.  j  .ü  ■,  m-m:;..:  ..  .'.iii...!! 

sel^e'n  Werde,  i^og^^tildk  ih  \iieirier  btTen  il^'ltih^teii  ^ühtihäu 
lung  noch  die  ältere  Hindenburg'sche  Bc^e|f;h^i^ '^r^Bjf^ 
mial-CoefBcienten  ge.braucbt  hab^,  ^ie  es  In  damaJiger  Zeit  noch 
gewohnlich  war.      * '     ^  v    '    ~  ^v  '.    i  ^  *   ^ 

Es  ist  '  •*'  *'  ''*^  •'  *^' 

■'»'=--■-'■'■•'-■ 

oaer 


*  ..     • 


Ferner  ist 


oder 


=  |.2.3.,...it;(n+l)«:.    * 
•A^=  1.2.3,...».!^. 

A  =  l.2.3....n.l3.(ti.+3)fc-2.(ii  +  2),| 


Ferner  ist  i  . 

*';;!  "iT^i i" 3^, ,'r /i^ US.Cn .+  5)^^ 2q,,(tt  +  4);i^. ^.•.(« +3^J  ''.!.! 

oder  "'       '   i'^h 

"Jt'^i^-a       «^±12  >>K-HU<>H:2)(n  +  3)   .. 
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in  TäHl  M.  ir*.  XX.  dU$»$  Arekm.  IIT 

SMm»  wf»  B«ni  dir  Miw»  wwgw  \,^^Z*».iimtn\,  w  iai«rütori 

— 924.  (» + 6)r + 120.  (» +6), 

"^sul.  1 10996.  (»  4- ll)it-34680.(>i -|-l<^i -f- 44100.(11  +  9ko 

-26432.(«+8),+7308.(n+7),— 7aÖ.(«+6), 

*^'siil .  1 13S136.  (iij^l^«-540S40.  Oi+l%. -I- 866280.  («411)1^  I 
-70632O.(M4-IO)it +303660.(1» 4- 9)io-<i4224.(n-|-8)»  | 

^'siil.(2027026.(»-|-I6)„-94S94S0.(M-|-I4)i«:fl828827a(ii4-13)i4 
—  188S8840.  (n -I- 12),, -f  1  lOdSTSO.  (n -I- IlXi 
--3g78840.(iH-10)n  mM7fi.(iH-9)io-40320.(«-h8), 

'V=ii!.(344!$9425.(ii-|-  17)u  - 183783600.  (n-|-I6}tr 

-I-4I62I5800.  (n  + 15),« —520069540.  (m  +  14)t« 
-f  389449060.  (»  + 13),«  — 177331440.  (x  + 12),, 
-M7324376.(fffIl),a-6iaf960.(ii-f-10)ii-M62880.(fi-|-9),o 

AaM«r  diesen  Sammationen  habe  ich  in  der  angeüDbrten  Ab- 
haidlong  noeh  eine  grosse  Ansaht  merkwürdiger  ReUtionen  swi- 
■dien  den  obigen  Reiben  entwickelt,  die  sich  nattirlich  hier  nicht 
alle  anfllhren  lassen.  Jedoch  will  idi  mir  erlauben,  auf  den  fol» 
geaden,  in  $.  19.  bewiesenen  Satz  aufmerksam  zu  machen: 

Es-  Ist  funnerr 
1.^.3....«  ■*  n7j'I....(m— j))  "*■  l....(^-f'iy*r....(m--|>— 11> 

,  'g  _,   -^  _ 

^     V i_^ 

woM  teil  oar  beitt»fke,  ihurs'  tf.  a.  0.  /^  staitt  Q  steht 
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m 

Theorie  der  Reihen  iV^^ .  in  Verbjndunjg;^  mit  anderen  i^palytischea 
SfitzenV"2ar  Ehttvickeiiing  ein^r  -grSisderen '  An^aVi  ihdepehdenter 
Formeln  für  die  Bemouili'schen  Zahlen  benutzt  lyorden^  woraus 
sieb  dann  zu&leifeh  wieder  neue  tte'lafiöneh'^ifewiic'hien  deb  tleihen 

N^  und  auch  zwischen  den  Reiben  von  der  Form 

m 

die  dorch  [n]  bezeichne^  worden,  ^ind^  .ergebeq^,  babpn«  So  ist 
»,^B,.  lÄn  nur  einen  S^U 'anzuföhreii,   Immelr'^  '^"  ' "  "   *' 

'  .  ^  :    [2Hl^[in\  +  [2n]-[2n]  +  ....  +  [^^^ 

^  -.  ' .  :    .:.' :    ....'-:(.  -  ..  .'  !  •   .  ■■  :.:••,['  i 

.,.    '  i  '''       "-'  '■  . 
■i.;\   ••"    .    .      i.      1 


I 


":M  i  «i  c^ip'^I  l,e  ii,./.,| 


'/ 


VoA   dem   HeraoserebAr.  .       ,    •      .  , 

In  der  »«Ebenen  Trigonometrie  nnd.j.^.)}ei^ei|t.tfiren 
Stereometrie  von  Dr.  B.  F^auz,  Oberlehrer  am  Gymna- 
sium zu  Paderborn.  Paderborn.  1857.  9.  136.''  (ludet ^ich 
Ar-d^n,  der  Bere^biiun^  d^s  Fl$(;heninhatts  -^es  sy^hArischen  GMrtir 
ecks  ,^u  Grunde  liegenden  Satz :'  "^dass  ein  8)>häri8ches  brei- 
eck ond  sein  symmetrisch  liegendes  Scbeiteldreieck 
gleUJi^^^laebenrlume' haben»  der  folgende  Beweis,  wel- 
cher m  diesef,  für  den  unmittelbaren  Gebrauch  zu  der  erwähnten 
Flachen -Bestimmung  des  sphärischen  Dreiecks  zweckmässigen 
Form,  wenigstens  mir  noch  nicht  bekannt  gewesen  ist»  womit 
JBibfr  keineswegs  gesagt,  sein*  soll»  dass  er  sich  nicht  vielleicht 
schon  in  anderen  Büchern  findet.  Weil  ich  aber  glaube,  dass  er 
verdient»  bei'm  Unterrichte  vorzugsweise  benutzt  zu  werden»  so 
theile  ich  ihn  im  Foigetkden  in  der  Kurze  mit»  indem  ich  ein  Paar 
mir  eigenthümliche  Betrachtungen  voriwsschicj^e.  .  ^, 
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•  '  li  'Z>«^i»i^gUtcbe'Seri40httkb«nd«  i»pb#ri»cbe  D!ret'- 
teüke  AB€i nn i  A^B'6^[  tn  11011011  die  gt^icheo  Sett«ii 
ABs^A'B^f  BC^ß^e*,>  CA^  C*A^  In  gleicher  Ordnai^g 
lind'Fol'ge'*  Megvitr  ktonen  jederzeit  xur  DeckuDg  ge- 
bracht  wetdeii  ond- haben  da  ker  jederzeit  ^Lelch^F:!!* 
•chea-rivaie.         »•"■•    .'•..•*■     1     .'•■:.  > 

l>er  Miflelpmikt'^er  Kug^l  aei  O.  Weil  nach  der  l^oraui- 
setzQOff    '       '^   '•  >       *  L    f.- 

•ist/Wlst  ,  ''.'.'"•;'  ' ''       •'•"  •'''>^'-'    '■••  •  '•   i.-«^> 

2aob^2a*qb'.  ^Boc^^ß'qc  jLcQÄ^AC'qA\. 

Nun  fege  man  OABC  und  VA^B'C^  "so  aaT  emahd^r,  di^e  dt« 
gleichen  Winkel  ÄÖB^  an^  A*QB^  6i<ih  decken,  so  daaa'il  lind 
/(^  jB  iind  B'  auf  einander  blfen,  und  C  und  C^  auf  elnWr  nn\l 
derselben  Seife  der ,  ^emeioschafWchen  Ebene  der  Winkel  "ÜOll 
und.  ^'OA*  zu  liegen  kommen»  was  offenbar  mogHcb  ist'  DAnn 
lege  man  durch,  in  gleichem  Sinne  vorgenommene  Drehungen  nift 
OA  oder  OÜ^  und  Qß  oder  OB'  die  gleichen  Wrokelif  OC  und 
A'0&,  BOC  und  B'OC  in  die  gemeinschaflllchef  Ebeoe  d^i 
Winkel  ilOi?  und  A'OB'  nieder»  so  mflsseo  offenbar  die  Wib> 
kel  ^OC  und  A'OC,  BOC  and  B'OC  in  dieser  Ebene  sieh 
decken.  Reconatrairt  man  nun  «b^r  durch  rückgängige  Prehungen 
der. verstehenden  Winkel  die  den  gegebenen  sphärischen  Drei* 
ecken  am  Mittelpunkte  der  Kugel  eDtspnechenden  dreiseitige^ 
körperlichen  Ecken  H-ieder«  00  ist  ganz  klar,  dass  diese  Ecken 
auf  gabt  gleiche  Weise '  entstehen  oder  dass  etgentltch  nur  eine 
einzige' Ecke  entsteht,  troraüssich  der  xa  beweisende  «Satz  ganz 
nnmittelbar  nnd  ganz  von  selbst  ergiebt 

IL  Zwei  gleichschenklige  sphärische  Dreiecke,  die 
sogleich  gleiche  Seiten  haben,  können  jederzeit  zur 
Deckung  gebracht  werden,  und  haben  daher  gleiche 
Flächenräume. 

Dieser  Satz  ist  eine  unmittelbare  Folge  aus  dem  Vorbcfrgeben- 
den  Satze. 

in.  Ein  sphärisches  Dreieck  «od  sein  symmetrisch 
liegendes  Scheiteldreieck  haben  gleiche  Flächen.^äumj^. 

In  Taf.  I.  Fig.  13.  seien  ABC  md  A'B'C^  ein  sphärisches  Drei- 
eck nnd  sein  symmetrisch  Iiegendee  Scheiteldreieck  aaf  der  um 
den  Mittelpunkt  O  beschriebenen  Kugel.  Denkt  man  sich  die 
Sehnen  AB,  BC,  CA  und  J'JB',  i?'C^  C^A^  gesogen,  ko  sind 
offenbar  AB  und  A'B^,    BC  und  B'C^   CA  und  aA*,^  fMgIfelr 
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rpfttalia.  iia^lhüikltQn  uUb  daberdurcb  itü  Wt^elpmkV  1^x4  fit  Kla^ml 
^et  iOiö^de  (^M^Di  denköti,  w^lclie ,  laof  d'iesi^Xb^ldcfil.  Ebenen 
-itiigidchifienkrfecfat  stehi^s  uod  dieselben;  l-ei^peotW^i  inden«  Pnek- 
teb  '/^dod  Pi,: verlängert  oJieff  ,die  ;Kugelfläche  in.deip.  Pimbiop  <? 
und  Q^  schneiden  mag.     Denkt  man  sich  dann  die  .Gieimdeil«  vi^P» 

gen  iie,  Äö,  Ce  und  ^'Q',  Ä'Q',  C'Q'  grösster  Krcii«^,*^uf 
der  Kugelflärhie>  gci<J8en^^')wü\erhettet  ^^H^tTfiitf '^er  Stelle  die 
Congnienz  der  sechs  ebenen  rechtwinkligen  Dreiecke  Apf^^jBQif, 
COP:  A*OP',B*OP*,(yOP**)\  woraus  die  Gleichheit  der  sechs 
Äfeblö-Weibhrieien  'VV^>jteJredeF>,-WiOa«3^llte^lst^  «e^bi^- 
iwt;4ff  sei9h^,  Wlr.WJOQ,  BOQ,j;öQi  A\OQ*,  B'OQK 
\Q'OQ'\  .u«d„l>ierÄus  endlich  die  Glekhheit  der  sechs  Bf^gea  AQ, 
iffßr^.j^Q;^  4'ö^  ß'^'»  ^^Q*  *^"W:  !^^^*!  *^^w  otfeohar  aujjh  die 
9m^\4'^  ¥»d  4'n^,  BC  und  B'C'\  CA  uniJ  C'J^  einander  gleidi 
^^5  soV^iid  Agniind  A*Q'B'.  BQC  und  TJ^Q/C^  CÖJ  and 
|;,JQ»'j4',g|^^cb^nt4ige  und  zugleich  pleiihe  Selten  bähende  sphari' 
lfc))e{^^^iej[^(^  ^wejuhe  aUo  psianveise  nach  JI,  gl^khe  FlächeiiTäaif^e 
,|^e(^  ^t^rausjeffior  die  zu  beweisende  GleicIjüächlgfceU  der  iiflii|^n 
j^i^fir^^lief).  DrfiecLe  ABp  und  Ä[B*C*  vopj*itteIbac  foj^t;^^^^^,^^ 

il)>  »J  Dfje  »dr'eremen'  habei  tKe'RaithAfc'*  0P  gem^iil)  iiiid  Ütie^y^ 
'^enüseh  äiiiiFtiU  Vlerbbievter  ^^r  K^g:<dl"^l«io1i ;)  'ell^b  #o  Jiailien  «toJrc« 
I^tÄten  iJTe  KAtbet*  77/»'  i^eiwlii,  ün#  iW^  bypotennscn;  vlddtvletialli« 
U)Wtv«i'il(!r'^Kii^el  ^l^ilUli';  «Im  stidiMbiraiil. die  drei  eritchr«  alKaii^iAM 
Brvt  Ütifoii'eiinitider  4:origfriiMil;(  iMiil  tiiaii.  ftbev  je  KWffi) <$Died9f ' «ff^^i*- 
«berlii^nde  lAieMir  %%^k  rvoblFinkUgeii  DreifM^Ice  b4i(7;:gleiclkf  Scbai- 
•elwIokAl  und' gWiOie  «ywtepH^e^  l^^b^n,  •<»  a|«4  «aaij^  jp  z^ei  ^ch^ 
einander  gegenüberliegende  Pi^ecke  coi^gruexi/K ^  yj^ra^tu,  .jin,  yef;bln4apg 
mit  dem  Vorhergehendtn,  die  Congruens  aller  accb«  Dreiecke  folgt. 
•  i'»   .      '  '-f  ...»:•'     ii  .'•;'•      "    *'.    iJ  .1     ;       i^-     -:      .1 

'    .A     li:  :.")!•     •     M-.     "*     "^       T^'^fl^^"       » o  'i    •./■,.  > .  ,•      •  ;  [     ', 
'» .1  >  !'♦  1  r    1  *»  *  •  1>    ♦.   •   •      i     *  '   :t       r"^  .'    •     /;     .   '  ^  r  \  C  -^  ■*>    x>(i  i  4  s  • 

Berichtigungen.  ,,,    .j.. 

.     'TW.X.?^y"lsS.189,Z.3.v.u.  statt  ^      :    ;  :    :• .     . 

Sil  8tt  ^       > 

cosog^-coswg^  8«Ä 

^ »    .  .      .  *.3t«        .^ ,  3tt  . ,  , 

1  ^TW.  ?;XVUL  S>]JM^  Z.  5t..  u.^^t^tt  |^c  set^ie  man  6^.  uif4  Z.  4. 
▼. li.  JÄtt  ftji«  sftf#  w^  &ijFv    I  .    .  .    i    :    . '\;    -         / 
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SckrM€Hd.Hm.  Prof,  A.  Lobaiiow  D€ifimdemM€raui§eb.  121 


Schreiben  des  Herrn  Professor  R.  Lobatto  zaDelft 
an  den  Heraasgeber. 


«Tai  In  avec  interöt  la  d^monstration  analytiqne  qae  toqs  TCDea 
de  donner  dana  votre  Journal  (Tom.  30.  pag  296.)  de  la  conatrae- 
tion  da  rayon  de  courbure  dans  ies  aections  coniques,  teile  qae 
W.  Lamarle  l'a  d^dnite  de  aa  th^orie  geom^triqae  dea 
rayoDs  et  centrea  de  coarbure  pabli^e  dana  lea  Bulletioa 
de  rAcad^mie  Royale  de  Belgique  pour  raonito  1857. 

Permettez  inoi  de  voua  commaniquer  l'analyse  saivante  qoi» 
I  ce  qae  me  aenible»  mene  d*un  Hianidre  aaaez  aimple  ä  la  con- 
•traction  dont  il  a'agit.    Commen^ons  par  l*ellipae. 

Seit  P  (Tab.  IL  Fig.  1.)  an  point  quelconqae  de  eette  coorbe» 
Menona  lea  rayona  vecteura  PF^  PF'  aux  deox  foyers  F,  £*,  aiaal 
qae  la  normale  PN*  Nommona  x,  y  lea  coordonnäea  du  point  P» 
par  rapport  aux  deux  axea  rectangalairea  de  TeUipae.  L'äquation  entre 

4r  et  9  ^taat  ^  -f-^s  1»  oa  a«  en  ddaignant  Tangle  NPM  par  9, 

tgg>=-jc-    Fabona  l'angle  MPF^i^  etrangleiVPF=2VW=^, 

«n  aar»  encore  tg^^ts  — ,  tg^Ätg(9+^)=j^||^^.ottbieD, 
en  y  aobatitaant  lea  valeura  pri^c^dentea  de  tg9  et  tg^: 

A^iv_    «^         y       _  ,  (y— a*)jr-f  g^a  _     (a«-ea?)a  _  eg 
TkiUXXXIL  9  « 
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122  sthrMeu  des  »rm  Profoiar  Lokeito  a«  90ifi 

d*oa  Ton  tire: 

D'ailleiira  en  Dommant  iV  et  /Z  la  Dormale  et  le  rayon  de  coor- 
bore  do  pointP,  od  a>  comme  Ton  sait: 

Donc  R:=sN sec^,   ce.qui  prouve  qu'en  menaot  lea  perpen- 
Acalaires  NS,  SO  sur  les  droites  PN  et  PS,  on  aura 

PO==PS.8ec^  =  2V8ec*a=Ä 

Soient  r,  rf  lea  rayons  vectears  PF,  PP,  on  aora: 


dODC 


ex       ,         .  ex^ 


.    .      41*— «'j:'       -.      lysec^       2rr' 


on  bien  'R^\\''  -i-  n\  cos^,  ainai  qa'tl  a  ^tö  trouvö  par  M'. 
Lamarle. 

Pour  rhyperbole  les  valeura  de  secO,  N  etRse  changeroDt  eo 

flecd=21L_- 1,    2V^=^^(ea^«^a*).    Ä  =  ^^— ^ij * 

€•  <|ai  doNiie  ^galement  J2  =  JVsec^  et   foitroit  la  mdme  cod- 
Binictloo  que  pour  4*eUipae. 

Fassons  i  la  parabole.  Sott  P  (Tab.  IL  Fig.  2.)  ud  point  de 
cette  courbe,  PT  la,  tangente«  MN  la  normale  en  ce  point»  et  F  le 
foyer.  En  nomioantp  le  param^tre,  ob  aura  JHNzizlp,  et  d'apr^ 
une  proprietä  de  la  parabole  Tangle  J^PZV^ss  l'angle  MNP,  d*oö 
faulte 

Od  a  d'ailleors  «> 

et  R  =5  tV^  ^+PL^    Donc  JB=2V8ec^,  ce  qui  fouriiit  U  m£me 
P 
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constmctioD  qoe  pour  les  deax  autres  courbes.  En  d^signant  le 
rayoQ  vectenr  FP  par  r,  on  a  encore  r=a;-|-|j9=iJV8ec^,  oa 
bien  Nsee^=3r,  d'oü  Ion  coDclat,  qae  la  projection  du  rayon  de 
courbore  anr  le  rayon  vecteur  ögale  le  double  de  cette  demiöre 
longaeor. 

Tottt  en  rendant  justice  k  la  belle  tb^orle  de  H'.  Lamarle, 
je  croia  n^anmolns  devoir  rappeler  ici,  que  la  construction  qu'il  en 
a  dMoite  pour  lea  rayona  de  courbure  de«  eectiona  coniques« 
avait  64jk  ^i6  iodiqoe^  par  M^  Paucker  dans  roire  Jonmal 
(Tom.  26.  pag.'  113). 

Je  terminerai  lapr^ente  note  en  vous  soumettant  encore  nne  d^ 
monatration  plus  simple  du  th^or^me  de  g^omötrie  ^noncä  et  d^- 
moDträ  dans  votre  Journal  (Ton.30.  pag.  355),  ainsi  que  voup 
avez  desir^  l'obtenlr.  J'aime  a  croire  qu*elle  pourra  vous  satisfaire 
quolqne  n*^tant  pas  appuyäe  sur  la  proposition  de  Ptoleme^. 

La  droite  AE  (Tab.  II.  Fig.  3.)  ^tänt  mene^  perpendiculaire- 
ment  k  la  base  ßC,  od  a  tu  vertu  d*un  tbäor^me  connu: 

JiB*-iflP=B:»+2ÄD.Z>JE?,  (1) 

ÄC^^Äj^z=zm!^-2DC.DE;  (2) 

d'oü  Ton  d^dnit  facilement; 

ou  bien 

CD.  AE^  +  BD.AÜ^  -  BC.ÄE^^  BD.DC.(BD+DC) 

=  BC.  BD.DC,     C.  Q.  F.D. 

Si  Tangle  BDA  est  aign,  on  n'aura  qn'a  changer  le  aigne  de 
DE  dana  les  ^qoatioaa  (1),  (2),  ce  qui  ne  change  rieo  k  la  dteoa- 
stration  pröc^dente  qui  est  d'ailleurs  ögalement  applicable  si  Tangle 
BCA  est  obtu. 

Remarquons  encore  qu'en  prenant  le  point  D  tel  qu'on  ait 
AD^siAC,  la  r^lation  que  nous  venons  de  prouver  se  cbange  en 

CD.ÄB^+{BD^BC).AC^  =  BC. BD.DC. 
ou  bien 

CD.AB^^CD.IC^=:BC.BD.DC. 

donc 

ce  qui  rentre  dans  le  thtfortoe  demontrö  par  Pappus. 
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Zwei  Beweise  des  geometrisehen  Satzes  Theil  XXX. 
S.  355.  and  des  F er mat 'sehen  geometrischen  Lehr- 
satzes.   - 

Von 

Herrn  Oberlehrer  Dr.  Blindow 

an  der  ReaUchnl«  so  Fraaatadt 


Lehrsatz. 

Wenn  in  dem  Dreiecke  ^i?C  (Taf.  U. Flg. 4)  die  Linie 
AD  beliebig  gezogen  ist,  so  ist  immer 

AB^.CD+AO.BD--AD^.BC=:BC.BD.CD. 

Beweis. 

Zum  Beweise  f&lle  man  von  A  ans  das  Lofh  AE  auf  BC  und 
schlage  von  A  ans  mit  AD  einen  Bogen»  der  BC  in  F  sehneidet. 

Nun  ist 

BC=^BF±FC. 

Ferner  ist 

__  {AB  +  AD)  {AB— AD) 
—  BD 

und 

_(AC-^AD)(±ACTAD). 
-  CD  ' 
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daher  ist 

B2J + CD =^*<?' 

oder 

AB^.CD+ÄC^.BD-'AD^.BC=BC.BD.CD. 

Lehreait. 

Wenn  man  über  dem  Dnrchteesaer  AB  (Taf. II.  Fig. 5. 
und  Taf.ll.Fig.6.)  eines  Halbkreises  AEB  als  Grundlinie 
ein  Rechteck  ABCD  beschreibt,  dessen  Hohe  AC  der 
Sehne  des  Quadranten  des  Kreises,  zu  welchem  der 
Halbkreis  gehurt,  gleich  Ist,  und  von  den  beiden  Punk- 
ten C  und  D  nach  dem  beliebigen  Punkte  E  des  Halb- 
kreises die  Linien  CEund  1>£  zieht,  welche  den  Durch- 
messer AB  In  F  und  G  schneiden,  so  ist  Immer 

AG*+  BF^  =  AB^. 

Beweis. 

Zorn  Beweise  verbinde  mau  A  und  JBroit£,  fölle  von  £  ein 
Loth  EH  auf  FG,  schlage  über  FG  einen  Halbkreis,  der  das 
Loth  EH  In  J  schneidet,  und  verbinde  /  mit  F  und  G. 

Da  ZiAFCco/iEHFmd  /üGDBco/liEBG,  so  verhält  sich 

1.  AFiFH^ACxEH^BGxGH, 
also  auch 

2.  AHiFH=BHxGH. 
Femer  ist: 

a         AE^.B&iszABxBH^FHiGHszFJ^xGJ^. 
und  also'  auch 

4.  AE:BE=FJiGJ. 
Hleraach  Ist  /üAEBoo/üFJGs   md  daher: 

5.  EHiABzsJH'.FG, 
und 

5.  EH^:AB^=^JH^iFG^, 
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so  daas 


Nach  1.  ist 

mithb 

_,„  -„     EU*.AF.BG      EH*.AF.BG 
tU.UU= j^g55 = gä -, 

woraus  sieb  in  Verbindung  mit  7.  ergiebt : 

8.  FG^tB^I.AF.BG, 
oder 

9.  i.BG:GF=iGF'.AF; 
hieraus : 

10.  2.BG ±  GF:  GF=  GF±  AF.AF, 

11.  BG  +  BFxGF=iAG'.AF, 
19.  ^e; + BFi  AG  =  GFi  AF, 

13.  BG+BF±AG'.AG=z  GF:kAFiAF, 

14  AB-^BFiAG^AGiAB-^BF, 

16.  ilG«=SilB«-Bf^,: 

16.  ilG»+i»F«s=^Ä«, 

q.  e.  d. 

Anmerlcang.  Von  den  doppelten  Votzelchea  in  den  Glei» 
diinngen  10.  nnd  13.  bezieht  sich  das  obere  auf  den  Fall,  wo  sieb 
der  Halbkreis  ansserhalb  (Taf.  II.  Fig-  «•)>  das  nntere  auf  den  FaO, 
wo  er  sich  innerhalb  des  geft«^«»«»  Rechtecks  (Taf.  II;  Fig.  6.) 
befindet 
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Note  fiber  DifFerentlalgleichaDgen. 

Von 

Herrn  Simon  6pii%er^ 
P^ofeuor  aa  der  Handelt -Akademie  so  Wien. 


Unter    denjenigen    linearen   Differentialgleichungen,    welche 
bloss  aas  iwei  Gliedern  bestehen,  dürfte  die  Gieichang 


(1)  ^2m_2--«-y 


TOD  besonderem  Werthe  sein,  da  Ihr  Integral  so  flusserst  einfach 
ist  Ich  fand  nämlich  hieffir: 

(2)        g^af^HCie"  'i-C^e     '+....C»e     *  I, 

in  welcher  Gieichang  f*  eine  primitive  ante  Warxel  der  Einheit 
Ist  and  Ci,  C^,  C^,  •...  Cm  willkCihrliche  Gonstanten  sind,  und  diess 
Usst  sich  am  Einfachsten  auf  die  Weise  yerificiren,  dass  man 
statt  der  Exponentiellen  ihre  unendlichen  Reihen  setzt,  diese  mit 
2*-^  ranitipiicurt  und  alsdann  die  so  erhaltenen  Reihen  einer 
mfaehen  Differentiation  anterwirft. 

Eben  so  ist  flir  die  partielle  DIffereiitialgleicbang 
das  Integral: 
wie  ich  diMS  iA  Arehif.  TheilXXX.Nr.XXXV.&335.  nachwies. 
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Ich  behaupte  nun,   dase  die  Gleichung 

folgendes  Integral  habe: 

(4)         ar=a:«-i|Q6"'+f4e     '+....  + Cime""    *   |, 

nnter  X  eine  primitive  2mte  Wurzel  der  Einheit  und  unter  Q ,  C^,..-. 
••••dm  willkfihrliche  Constanten  verstanden;  ferner  das«  die  par« 
tielle  Differentialgleichung 

zum  Integral  hat: 

Der  Beweis  Ist  höchst  einfach.    Denn  setzt  man  in  (3) 

so  erhftit  man«  da 

ist 9  folgende  Gleichung: 

Setzt  man  p">o«  vor  das  Differentialzeichen  und  benatst  aber- 
mals den  Sats 

SO  hat  man    . 

was  wahr  ist,   sobald  p  eine  Wurzel  der  Gleichung 

Ist    Nun  sind  aber 

A,  i«,  X»,....,A«« 

die  2m  Wurzeln  der  Gleichung  p^=l,  folglich  ist  die  GldcbuDg 
(4)  das  vollständige  Integral  der  Gleichung  (3). 

Ebenso  ist  leicht  zu  beweisen,  dass  der  Ausdruck  (6)  mit  den 
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9Di  wIHkdbrUclien  Functionen  der  Gleichnng  (5)  genflgt;  endlich 
Innaen  sich  diese  Sfttse  noch  weiter  ausdehnen.  So  ist  s.  I).  für 
die  Gleichung 

das  Tollständige  Integral  folgendes: 

9  =  x^^{(\i''  +  C^e     '+....  +  (i«e"    '    |, 

unter  r  eine  primitive  3mte  Wurzel  der  Einheit  und  unter 
Ci»  C«»  ••••»Cbih  wiUkfihrliche  Constanten  verstanden. 


XIII. 

lieber  die  Normalen  der  Kegelschnitte. 

Von 
dem  Herausgeber. 


Ueber  die  Normalen  der  Kegelschnitte  hat  bekanntlich  schon 
Apollonins  in  dem  fünften  Buche  seines  berfihmten  Werks  Ober 
diese  Gurren  eine  sehr  sinnreiche  Untersuchung  angestellt»  und 
durch  mehrere  in  dieser  Zeitschrift  H^tgetheilte  Arbeiten  neuerer 
Georaeter  ist  diese  Theorie  wesentlich  gefördert  und  weiter  geführt 
worden.  Aber  man  bat  sich  seit  Apoll on ins  weit  mehr  mit 
der  Ermittelang  der  Anzahl  der  Normalen ,  welche  sich  durch 
einen  gegebenen  Punkt  an  einen  Kegelschnitt  ziehen  lassen,  als 
mit  der  Bestimmung  oder  Construction  dieser  Normalen  selbst 
beseh&ftigt,  weshalb  die  folgenden  Bemerkungen  über  diesen  letz- 
teren Geifenstaad  wohl  nicht  ohne  Interesse  sdn  dürften» 


Digitized  by  VjOOQIC 


130  Grunert:   Ceber  die  Normalen  der  iteg^tekntM. 

Wenn  wir  die  Aze  und  die  Direlstrfx  des  Kegelaehnitei  als 
die  Axen  der  x  und  y  eines  reehtwinkllKen  Coordinatemtyotoii 
der  xy  annehmen»  und  die  erste  Coordinate  des  Brennpankts  in 
diesem  Systeme  durch  f,  die  Charakteristik  des  Kegelschnitts 
durch  n  beieichnen;  so  ist  nach  N.  T.  d.  K.  *)  1. 1)  die  Gleichung 
des  Kegelschnitts: 

1) «•**=(^-/)Hy«. 

Vergleichen  wir  diese  Gleichung  mit  der  allgemetnep  Glelehung 

der  Kegelschnitte,  so  ist  ofFenbar  n^n,  il=rl,  F^O,  C^O« 
f^^ff  9=^0  zu  setzen. 

Ist  nun  (dTii/i)  ein  beliebiger  gegebener  Punkt  und  jetzt  (xg) 
der  Durchschnittspunkt  einer  durch  den  Punkt  (ari^i)  an  den 
Kegelschnitt  gezogenen  Normale  mit  dem  Kegelschnitte,  so  haben 
wir  nach  N.  T.  d.  K.  VIII.  2)  Im  Allgemeinen  die  Gleichung: 

also,  wenn  wir  für  A,  B,  C,  g  ihre  obigen  Werthe  setzen,  die 
Gleichung : 


oder 

y(a:-J:i)  +  {/+(n*-.l)a:|(y~y,)=0, 

oder,  wie  sich  hieraus  leicht  ergiebt: 

2)     .    .      n«j^-(it«-l)y,a:+(/-j:i)y-/yi=0; 

und  die  Coordinaten  o;,  y  sind  also  ans  den  beiden  Gleichungen : 


IT»    •!» 

zu  bestimmen,    welche  Bestfromung  jetzt  aber  nicht  in  unserer 
Absicht  liegt 

Vielmehr  b<^figen  wir  uns  hier  mit  der  Bemerkung,   dass 
die  Punkte»  in  denen  der  Kegelschnitt  von  den  durch  den  Punkt 


*)  N.T.d.K,   d.li.  Nene  Theo»!«  der  KegelachalllSy    be- 
leichnet  adne  Abhudlni^p  in 'Ild.  IUI.  Nr.  im. 
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(dTijfi)  an  ihn  gesogenen  Normaleji  geschnitten  wird»  die  Dnrch* 
sehnittspankte  des  Kegelschnitts  mit  der  durch  die  Gleichung 

4)      .     .      •••jry—Cit«- 1)^10: +  (/-ari)y-./Jri=0 

charakterisirten  Curve  sind,  so  dass  es  also,  um  die  Durchschnitts- 
punkte  der  Normalen  mit  dem  Kegelschnitte  zu  bestimmen»  bloss 
auf  die  Censtmction* dieser  Görve  ankommt,  weshalb  wlrjetst  d)e 
Natur  derselben  genauer  untersuchen  wollen. 

Zu  dem  Ende  legen  wir  durch  einen  gewissen  neuen  Anfangs- 
pimkt»  dessen  prünltlTe  Coordinaten  durch  ti,  e  bezeichnet  wer- 
den mögen,  ein  neues  rechtwinkliges  Coordinatensystem  der  JtF. 
Der  von  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  X  mit  dem  positiven 
Theile  der  Axe  der  x  eingeschlossene  Winkel,  indem  wir  diesen 
Winkel  von  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  x  an  nach  dem 
positiven  Theile  <ler  Axe  der  y  hin  von  0  bis  360^  zählen,  sei 
9,  und  der  positive  T heil  der  Axe  der  F  werde  so  angenommen, 
dass  man  sich,  um  von  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  JT  durch 
den  rechten  Winkel  (ZF)  hindurch  zu  dem  positiven  Theile  der 
Axe  der  F  zu  gelangen,  ganz  nach  derselben  Seite  hin  bewegen 
muss,  nach  welcher  man  sich  bewegen  muss,  um  von  dem  posi- 
tiven Theile  der  Axe  der  x  durch  den  rechten  Winkel  (xy)  hin- 
durch zu  dem  positiven  Thmle  der  Axe  der  y  zu  gelangen.  Dann 
hat  man  nach  den  allgemeinen  Formeln  der  Theorie  der  Ver- 
wandlung der  Coordinaten  die  folgenden  Gleichungen ; 

t;r  =  ti-f  Xcos^—  Fsin^, 
y  SS  V  4-  ^sin  q>  -f  Fcos'g?» 

Ffihren  wir  diese  Ausdrücke  von  o;,  5  in  die  Gleichung  4)  ein 
und  ordnen  dieselbe  gehörig,  so  erhalten  wir  die  Gleichung: 

6)  '  •     ."^; 

v^sin^cos^.JF^ 
— «•sin  9  cos  9.  F* 
+ji«(cos9«— sin9*)JrF 

+  |ii*Msin  9+n*ü  cesy  —  (n*— l)yi  cos  9  +  {f'^Xi)Bmfp]X 
-I- in*ttcos9— n^osin^-f  (ii^^l)yi  sin9 -f  (/— j?i)coS9)  F 

oder:  - 
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+  2[nhis\ü^+tA)eoB^ — (n*— l)yiC0fl9 — (^i^f)8\ng>\X\ssO. 

+  2|n«tt»— (n«~ l)yitt  -  (oTi  — /)»—/^, } 

Wir  wollen  nnn  9,  ti,  9  so  zu  bestimmen  eachen,  dass  den 
Gleichungen 

8in29  =  0; 

nht  91D  9  +  n*i?  cos  9  ac  (a?|  — /)  sin  g»  4-  (n*—  l)yi  cos  q>, 

n*ttcos9— n^sin9=(a?i  — /)cos9  — (n*— I)yisin9 

geoCgt  wird«    Den  beiden  letzten  Gleichungen  wird  aber  offenbar 
^allgemein 9  nftmitch  fiir  jedes  tp,  genfigt,  wenn  man 

8)    .    .    .    .    nhi=^Xi-^f,    »•©=s(n* — l)sfi; 

also 

setzt;   uod  die  erste  Gleichung  wird,  wenn  fi  eine  beliebige  po- 
sitive oder  negative  ganze  Zahl  bezeichnet»  erfüllt  Rir 

10) 29)  =  f*», 

woraus 

11) cos29=(-l>» 

folgt     Da  nun  ffir  die  obigen  Werthe  von  u  und  v,  wie  man 
leicht  findet: 

n««»— (n«— l).Vii«-(ari— f)e— /jfi=s ; jjs «- 

Ist,   60  wird  die  Gleichung,  unserer  Curve  in  dem  Systeme  der 
XY  nach  7)  offenbar : 

oder 

13)  . . .  jrr=(-i)..l25aö!!z^fc:fiüi. 
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AngeD8ch«lnli<{h  10t  es  Tentattet«  fi=70,  also  nach  dem  Obi- 
gen ^s=0  cn  setzen;  dann  wird  vorstehende  Gleichung  unserer 
Curve : 

oder  auch: 
18) ^gy^t/'+Cn'-D^i^y»'. 

Wfar  können  9,  tf,  v  auch  so  bestimmen,  dass 
cos2go  =  0; 
n^iisin^  -|-n*c  eos^  rs  (^r^  — /)sin^  +  (»••r-1)yi  cos^^ 
tt*ttcos9 — n^sin^  s  (ari— /)cos9)— (it' — 1)^1  sin 9» 
ist;  dann  Ist  wie  oben  wieder; 

10;    ....     ti—    3^»    ^^ Zi"; — » 

aber,  wenn  fi  wieder  eine  beliebige  positive  oder  negative  ganie 
Zahl  bezeichnet: 

17) 2,  =  ^'«. 

woraus 

sin29  =  sin  f&;rcos  i;r — cos  ftsssin  \n, 
also 

18) sin29=— (-ly* 

folgt,   so  dass  folglich  unsere  Garve  in  dem  Systeme  der  XT 
nach  7)  jetzt  durch  die  Gleichung 

19)    jc«-.r>-K-i)M.^'"y-»-^"*-y^t-/)»y.^o 

,odet 

cliarakterisirt  wird. 

Augenscheinlich  kann  man  ftsl  setzen,  wodurch  dach  17) 

21) '.      9>  =  4», 

und  nach  20)  die  Gleichung  der  Curve 
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22)  .    .    .    J--    y-^2^»yf(«'^^l)(*.-^^ft 
oder 

23)  ...  .  jr.-F«=Hi£±<2!=^ifU»   . 

wird« 

Sowohl  die  Gleichungen  14),  15),  ab  auch  die  Gleichqpgen 
22),  23)  zeig;en,  dass  unsere  Curve  eine  gleichneitige  Hyperbel 
ist,  und  also  die  Charakteristik  V2  hat. 

Die  Coordinaten  des  Mittelpunkts  dieser  gleichseitigen  Hy- 
perbel in  dem  Goordinatensysteme»  dessen  Axen  die  Axe  nnd 
die  Directffix  des  gegebenen  Kegelschnitts  sUid.  ^iind  nach  9) 
nnd  10): 

Ist  der  gegebene  Kegelschnitt  eine  Parabel»  so  ist  n=I,  also 
ti=d;i  —  /*,  0=0,  und  der  iBüttelpunkt  unserer  gleichseitigen  Hyper- 
bel liegt  also  immer  in  der  Axe  der  Parabel.  Ist  der  gegebene 
Kegelschnitt  selbst  eine  gleichseitige  Hyperbel,  so  ist  ns=  V2, 
also  tt  =  i(ar,— /),  o  =  iiyf 

Die  Gleichung  14)  oder  16)  Ist  offenbar  die  Gieichnng  swl- 
schen  den  Asymptoten  fär  unsere,  die  Normalen  des  gegebenen 
Kegelschnitts  bestimmende  gleichseitige  Hyperbel;  und  da  in  die- 
sem Falle  9»  =  0  ist,  so  ist  klar,  dass  die  Asymptoten  dieser 
gleichseitigen  Hyperbel  immer  der  Axe  nnd  der  Directrix  des 
gegebenen  Kegelschnitts  parallel  sind. 

Bezeichnen  wir  die  halbe  Hauptaxe  und  die  derselben  gleiche 
Nebenaxe .  unserer  gleichseitigen  Hyperbel  durch  a^,  so  ist  aacb 
22)  nnd  23)  offenbar : 

24) 
,^.=,,al.  ahs.  2|nyKn'^^l)(a:.^/M^^,,  ,,,2(mn^I).,>y, 

.Wenn  die  GW^sse 

{nV+(«2-I)(a:i-/)lyi    oder  lA+(n«-l).riJyi  " 

poaitiT  ist,  so  ist  in  dem  obigen  Systenie  der  XT^  (Ür  welches 
nach  21)  q>r=z\n  Ist,  die  Axe  der  X  die  Hauptaxe,  die  .Axe  der  F 
die  Nebenaxe  der  die  Normalen  des  gegebenen  Kegelschnitts  be- 
stimmenden gleichseitigen  Hyperbel ;  wenn  dagegen  die  drOsse 


\ 


Digitized  by  VjOOQ IC 


trumtrt: .  Vektr  il»  Mtrmmk»  tkr  r^MelMae.         1S5 

oegatiT  Ist,  so  ist  in  diesem  Systeme  der  XY  die  Aze  der  IL 
die  Nebenaze,  die  Axe  der  Fdie  Haoptaxe  der  die  Normalen  des 
gegebenen  Kegelschnitts  bestimmenden  gleichseitigen  Hyperbel. 

NacbN.T.d.K.lV.2I)ist 

JB) ej=:a,v8i 

die  Entfernungen  der  Directrizen  von  den  entsprechenden  Brenn- 

pnnkten  sind  nach  N.>T.  d.  K.-  §.  12.  |e| ,  «bo  --^• 

VfeH  nach  14.  T.  d.  K.  VI.  4)  allgemein 

26,« 

ist»  HO  bt  im  vorliegenden  Falle: 

28) ,      A=2a|. 

Ferner  sind  nach  N.  T.  d.  K.  §.  18*  die  Entfernungen  der  Sebei-  ^ 
tel  von  den  Brennpunkten: 

also  nach  26): 

V2TT    """^   V2=T 

Durch  das  Vorhergehende  ist  die  gleichseitige  Hyperbel »  de- 
ren Durchschnittspunlcte  mit  dem  gegebenen  Kegelschnitte  die 
Puafcte'  geben,  in  freichen  dersefbe  von  den  durch  den  Punkt 
(^lyi)  s^  ibn  gezogenen  Normalen  getroffen  wird«  so  vollständig 
bestimmt,  dass  ihrer  Construction  nicht  die  geringste  Schwierig;* 
keit  entgegen  steht« 

Ist  der  gegebene  Kegelschnitt  eine  Parabel,  so  sind  dieGlei- 
ehuttgen  der  die  Nortnalen  bestimmenden  gleichseitigen  Hyperbel 
nach  dem  OUgen  für  das  die  Asymptoten  darstellende  System  der  XT; 

27) xr^fy^, 

und  fOr  das  die  Axen  darstellende  System  der  XT: 

28)  ......    .   JC«-F«'=2/yi. 

Ist  der  gegebene  Kegelschnitt  eine  gleichseitige  Hyperbel,  so 
sind  die  Gfeiiihungei  der   die  NormaleB  bestittmeAdeo  gleiol»* 
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seitigen  Hypwbel  filr  das  die  Asymptoten  darstelleode  System 
der  X¥: 

29) xr^^I±^,' 

nud  für  das  die  Axen  darstellende  System,  der  X¥s 

30) JK»-r»=*^£±fs^. 

Ist  der  gegebene  Kegelschnitt  eine  Ellipse  oder  eine  Hyper- 
bel» und  bezeichnet  fi  die  erste  Coordinate  des  sweiteo  Brem- 
punkts  desselben,  so  ist  im  Torliegenden  Falle,  wo  in  den  For* 
mein  N.  T. d.  K.  IV.  2)  offenbar  A  —  l,B=:0»C=Ozn  setxen  ist : 

woraus 


ffl  +  1 

31) /i=:«^A 


also 


folgt»  mittelst  welcher  Formel  it  ans  /und  fx  berechnet  werden  kann. 


Anhang. 
Die  durch  die  Gleichung  4),  nämlich  durch  die  Gleichaog 

oder 

cbarakterisirte  Curve  wollen  wir  nun  noch  nach  der  in  N«  T.  d«  K.XL 
entwickelten  Methode  discutiren»  thells  um  überhaupt  diese  Me- 
thode auf  ein  Beispiel  anzuwenden ,  theils  um  die  Uebereinstim- 
mung  der  auf  diesem  Wege  und  im  Obigen  gewonnenen  Resul- 
tate mit  einander  zu  zeigen. 

In  N.  T.  d.  K.  XL  1)  müssen  wir 
«=rO,  6=0.  2c=±n*,  2rf=T(n«-l)yi,  2e=T(^4-/),  f=T/^i 
setzen.    l>aaB  k:t  nach  den  Formeln  N.  T.  d«  K.  Zls  37): 


Digitized  by  VjOOQ IC 


^tun efii "  üeber  die  MrmaHn  der  Kegeischniifi.         "137 


j  4T    f  -   '  ...    5  iJaft^^Vivi'v  ^-.*A-0l 


i    '    .. 


also 

(0  l  0  I  460  '  ^" 

upd  folftlich  .        .  '  »  1  f         I 

•      1 ....;.  V..  ..-:....•;-  5i  ^^  450  ;  .,  ■  •  i-.-  M  ä«-4Ö0  •     •^'^^»•'  '^•^-"^' 

Bezeichnen  wir  nun  die  in  M.,X.  d.  |^.  Xl.^dufch 

/,  1.1    trif    «.:*        ?  .# 

n,  A,  Bf  Cf  X9  Y 

t  — - 

bezeichneten  Grössen  jetzt  dnrch 

«1,    ili,    X^n    t*!,     -Ai,     Ti, 

•    .1  •'      •   .  ..         '        .    -  ,  '.'»  ..■>     .'••rV.:,.    )|J 

«e  bt  «laeh' dm^Formeln  Ri  T.  d.K.XI.88):^  "  •'  'nh      -f. 

..  .        •.     .  ■     '      •  1  ■    !:.if»-'l 

wonnifl 

\      ...  Ji»+Bi*=4fiV   - 
folgt  -  ■•     , 

NoD.yt  -.        .   '  ._   _.-. '^"-._ 

'     fc*— 2crf«      fc— 2de      2rc-4^e 


ft(so  nach  dem  Obigen: 


rÜ     1!  ... 


_  _  ~  n*fy,  -  («»-.1)  (xi  -^nyx         •       ■'    ■'■ 

•-. ^- -5IP '-*-.»•   :    •■  :     -. 


folglich 

TtMUXxxn.  10 


I  .   •illi.    <l .  <  '  II 
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oder 

_„«j._£^ __ ± .^ , 

Id  welchem  Ansdnicke  man  non,  «o  wie  aach  in  allen  folgenden 
Änsdrackifn,  da«  obere  oder  untere  Zeichen  nehmen  mnes,  jenachdem 

positiv  oder  negativ  iet,  damit  —  m  positiv  oder  o  negativ  werde. 
Weil  nach  dem  obigen  Werthe  von  »i 

fl4«(«l»-.l)  =  9 

iat,  eo  iet  nach  N.  T.  d.  K.  XL  33)  x 

woraoe  aich  zwei  reelle  Werthe  von  Ci»  ein  poeitiver  nnd  ein 
negativer,  ergeben ,  welche  wir  hier  aller  nicht  schreiben  wollen, 
um  keine  Verwirrung  in  deo  Vorzeichen  an  verursachen,  iadem 
in  allen  Formeln,  wie  wir  sie.  hier  schreiben  werden,  die  oberen 
und  unteren  Speichen  sich  auf  einander  besiehen  sollen. 

Femer  ist  nach  denselben  FormelO  a.  a«  O.  wie  vorhert 
-*« A{^^-B^%-^^' «•   • 

Endlich  ist  nach  N.  T.  d.  K.  XL  29): 

-crf_    d_    Ti(n>-i)yi_(n^l)y«. 

9-"^^— e ±1«*  n«       • 

welches  die  primitiven  Coordinaten  des  Anrangsponkts  des  dem 
primitiven  Systeme  parallelen  Coordinatensystems,  auf  weiches 
sich  die  oben  bestimmten  Grossen,  namentlich  die  Coordinaten 
-Xi»  ^\9  welche  natarlich  ebea  so  wie  C^  zwei  Werthe  haben, 
was  auch  ganz  in  der  Ftlatur  der  Sache  liegt, 'da  es  zwei  Oirec- 
trizen  und  zwei  Brennpunkte  giebt,  bezieben. 
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BeseiehDen  wir  In  Besag  auf  dieses  Coordinatensystem  die 
T^ränderlicheo  oder  laufenden  Coordinaten  im  Allgemeinen  durch 
X,  F;  so  ist  die  Gleichung  der  Directrix: 

ilso  Dach  dem  Obigen : 

i«irdb;nF+Q=o, 

wo  Ci  bekaonflich  awel  Werthe  hat. 

Man  sieht  aus  dem  Bisherigen ,  dass  unsere  Curve  eine  gleich- 
seitige  Hyperbel  ist,  deren  Directrix  wegen  der  vorigen  Gleichung 
g^n  die  Axe  der  JT,  oder  gegen  die  Axe  der  Xf  also  gegen  die 
Axe  des  gegebenen^  Kegelschnitts ,  offenbar  unter  einem  Winkel  ^ 
soB  45''  geneigt  ist,  wai^  Alles  mit  den  oben  gefundenen  Resol-' 
taten  im  besten  Einklänge  steht« 

Lm  diese  Gebereinstimmung  noch  mehr  zu  zeigen,  wollen  wir 
die  Ualbaxe  Ox  unserer  gleichseitigen  Hyperbel  berechnen«  Nach 
N.L  d. K«  IV«  19)  ist  in  den  hier  gebrauchten  Zeichens 

ftoB  ist  aber  nach  dem  Obigen : 

iIm 

v*i*i  +  BiF, +  Ci  =  -.<:\; 
MgTich,  weil 

«,»  =  2,    «,«-1-1,    ^,«+fli"-l»« 

oder  nach  dem  Obigen : 

a.»  =a  — =:-  • 
*  «■ 

•Im,  wcdd  man  Ar  —  o»  seinen  vorher  gefundenen  Werth  einführt: 

«t*-± l^fi ^» 

das  obere  oder  untere  Zeichen  genommen,  jenaehdem  die  Grösse 

10  • 
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positiv  oder  negativ  ist^   so  dass  also  immer 

wa«  genau  mit  der  oben  gefundenen  Formel  ii)  -übereinstimmt,  'j 

■  V 


XIV. 

Rede   gehalten   bei  EroflOiuDg  der  34.  Yersammluiig 

deutscher  Naturforscher  und  Aerzte  in  Carlsrahe  am 

16.  September  1858 

rV.  Eisenlohr, 

Hofraih  und  Professor   der  Physik  «bbs  Polylechnikom  za   Carlsrnlie. 


Torwort   des   Heransgebers.  ' 

Der  Herausgeber  des  Archivs  beklagt  es  tief,  dass  eine  Krankheit, 
Ton  der  er,  nachdem  ihm  Gott  wohl  swamtig  Jahre  lang  mit  ononter- 
hrochener  Gesundheit  beglückt,  im  September  d.  J.  heimgesucht  worde, 
ihn  hinderte,  der  ¥on  Seiten  der  Geschäftsführer  der  diesifahtfigea  Ver- 
sammlung deutscher  Naturforscher  und  Aerste  in  Carls- 
ruhe an  ihn  ergangenen  Einladung,  dieser  Versammlung  beiauwohoeB, 
au  folgen.  Er  beklagt  es  jetzt  uro  so  mehr,  dass  er  wegen  dieses  widri- 
gen Geschicks  nicht  im  Stande  war,  dieser  ihn  sehr  ehrenden  Aaffor- 
derung  au  entsprechen ,  weil  nach  den  ihm  von  den  verschiedensten  Seiten 
her  gemachten  Mittheilungen  diese  Versammlung,  —  in  der  langen  Reihe 
die  348te,  — *  unter  allen  gana  unbestritten  eme  der  schönsten  war.  Ja, 
der  Herausgeber  ist  überzeugt,  dass  er  nieht  an  viel  sagt,  wenn  er 
diese  34ste  Versammlung 
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ein  Ereigniss  io  der  Geschichte  der  Naturwi«sengc1iaft 

nennt,  .welches  eine  weitere  Beaprechnng  in  einer  Zeitschrift  wie  die., 
«einige  fär  sich  in  Anspruch  xu  nehmen  berechtigt  ist.  ,  .,,  ... 

Den»  Tor  Allem  nrase  sanäclMt  die  Wieseascbaft  aiidi  öffentlinh  es 
dankbar  erkepnen»  .dass  einer  der  edelsten  deutschen  Forsten»  den  ^ine« 
der  g^esegneUten  deiUichen  Länder  mit  Stolz  den  Seinij^en  neikni>    dleso' 
Versainmiang  gastlicli   in  sein  Hans  anfnahm,   nnd,  hei  ununterbroohe- 
nar  persönlicher  Theilnahme,  ihr  Seine  Aufmerksamkeit  mit  etrfer<Jedes' 
fär  die  Wisaenschaft  wann  schlagende  Hera  mit  Bewunderung » erföllen^ 
den  Weiae  widmeten    Ja,  aaeh  die  hohe  Fra«,  ia  deren  Besitz  der  adU 
Färat  aein  hfiaeliehea  GMck  fiadet,  dia  Tochter  des  ritterlichen  Prinaea, 
ia  dessen  kräftige  Hand  Gott  von  nun  an  die  Crcsohicke  des  Prevsaen-: 
laadea  gelegt  hat,  aa  dviaen  hohen  Tugenden  Jeder,  der,  wie  der  Her-s 
anageh^r  Pceussen   mit  Stola  sein  Vaterland   nennt,  jetat  •««  wenn  auch 
Bui  Trauer  erfallt  wegen  des  schweren  Geschieks,    weldies  das  im  fer« 
■•■  Säden  weilende  thenre  ILonigliche  Haupt  betroffen  ««^  mit  der  freuf». 
digaiea  9  -  nie  getäuscht   werden  köaaeaden  Hoffnung  hinauf  blickt,    ver- 
aehlBäh^a  es  nicht,   den  Verhandlungen  der  Versammldng  mit  immer 
•fttfigeader  Theilnahme  su  folgeu.  —  Weun  auch,  die  Wissenschaft  allein 
TOB  Gelt  stammt,    so  muss   ih're  Gesdiiehte  doch  Akt  nehmen    von  der 
ihr   anch  Ton  Denen,,   welche  die  Yorsehang   auf  den  höchsten   Gipfel 
irdischer  Macht  und  Gsusse  gestellt  hat,    au  Theil   gewordenen  Gunst* 
Sie   wird   es,    um   nur   ein  Beispiel   ans  einer   älteren  Zeitperiode  dem 
Obigen  anaoreihen,   ewig  dankbar  erkennen,    dass  Gott  in  das  Herz  des 
edlen  Grossherzogs  von  Toscana  Cosmo  U.   den  Funken  der  Begeiste- 
rung für  die  Werke  des  grossen  Galilei  legte,    so  wie  sie  es  anderer- 
seita  ewig  beklagen  wird,  dass  sein  schwacher,  freilich  noch  sehr  jun- 
ger Nachfolger  Fernando  II.  es  nicht  hinderte,  dass  der  grosse  Mann 
den  Händen  der  Inquisition  überliefert  wurde,  wenn  sie  sich  anch  freuen 
darf,  dass  dieses  nnglnckliche  Geschldc  eines  ihrer  grässten  und  edelsten 
Priester  es  ihr  Torgönnt  hat»  In  ihren   Geaehichtsbuchern  dessen  denk- 
würdige Worte: 

„£   pur   si   mnoFe!^' 

auf  ewige  Zeiten  als  eines  ihrer  theuersten  Kleinode  su  Terselchnen. 

Ausser  der  ihr  zu  Theil  gewordenen  fürstlichen  Gunst  erkennt  die 
Versammlung  deutscher  Naturforscher,  und  mit  ihr  die  Wissenschaft, 
dankliar  au  die  wahrhafte  Begeisterung ,  mit  welcher  nicht  nur  die  Stadt 
Garlsruhe,  ja  das  gaaze  badische  Volk,  dem  naturlich  die  höchsten 
Behörden  des  liandes.mlt  leuchtendem  Beispiel  Toranachritten,  ihr 
in  gastlichster  Weise  entgegen  kam  und  bei  sich  aufnahm.  Sie  erinnert 
sich  ferner  dankbar  der  in  jener  Stadt  blühenden  hohen  Schule,  wefche. 
In  ihrer  Arteine  der  Ersten  in  Deutschland,  Tollkommen  würdig  ist  ihres 
luAaa  Vorbildes,  der  berühmten  öcole  polytechnique ,  der  die  grössten 
franaiaiscbea  Sfuthematiker  und.  Naturforscher  mit  Freude  und  Stola 
ifara  beaten  Kräfte  widmeten.. 

Ein  sehr  glockliches  Geschick   hatte  die  Leitung   der  Geschäfte  der 
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Ctorl«roher  Venammluiig  Ib  die  U&a^ß  sweier  BMiiner  gslcgi,  welcte« 
mit  dem  grosaten  Eifer  für  die  Ihnen  gewordene  Aufgabe  erfüllt ,  ee 
auch  ober  sich  zn  gewinnen  Terstanilen,  mit  der  grSsslen  Anfo^femng, 
wie  mit  Tollatfindiger  Uebereinatimninng  dankbar  beaengt  wird,  dteeee 
•dl wierigen  Aufgabe  aieh  hinangehen.  Da«  ArehlT  darf  in  «einem  Kreiee 
nnr  den  Namen  W«  Eiaenl^hr  nennen,  den  jeder  seiner  Leaer  Iceiml, 
an  den  aSch  sehr  viele,  keineawegs  hlbaa  solche,  die  ans  seiaem  eigaea 
Munde  die  Iclarea  Worte  seiner  Lehre  ▼emahmen,  mll  der  grAeste« 
Dankbarkelt  erinnern  werden.  £r  war  die  Seele  dfer  Veraammlang, 
warin  alle  Theilnehmer  nberetnsttmmea.  Mehr  darf  der  Heranageber, 
ahne  das  feine  Oeffthl  seines  trefflichen  Freundes  an  Terlelaen,  niiAt 
sagen,  so  gern  er  auch  mochte,  weaa  wf  dem  Dränge  seines  Hervena 
folgen  dorfte.  Solche  der  Allgemeinheit  gebrachte  grosse  Opfer  finde«, 
anster  in  der  freudigsten  Anerkennnug  aller  edlea  Gemither,  -Torsng«^ 
weise  in  aich  selbst  Ihre  wahre  Belohnnog.  Dass  aber  auch  die  Wi^ 
aenschaft  dffeatlieh  daran  eriunere,  lat  ihre  Pilieht,  des  Dankes  we» 
gen,  welchen  sie  solcher  Aufopfernng  schuldet,  und  geschieht  In  Ihre« 
eigenen  Interesse,  weil  es  anr  ICackelfernag  anregt,  —  Dass  aber  auch 
alle  die  vielen  hedeatenden  Männer  der  Wissenschaft,  welche  darofa  ihta 
Anwesenheit  aar  Verherrlichung  der  Versammlung  natarlieh  wesetttlleli 
beitrugen,  den  wärmsten  Dank  Tordienen,  ist  au  bemerken  gaaa  uaadthig. 

Das  Archiv  wird  es  sich  anr  Aufgabe  machen,  nach  und  nach  die 
seinem  Kreise  angehörenden  Verhandlungen  dieser  denkwürdigen  Ver- 
sammlung an  besprechen«  Für  jetzt  ist  der  lieransgeber  überzeugt, 
aich  den  Dank  seiner  Leser  durch  Mttthcihing  der  folgenden,  der  Auf« 
bewahrung  in  diesem  Archiv  sehr  werthen  Eröffnungsrede,  an  der  das 
Hers  der  Jugend  und  des  Alters  sich   erwärmen  wird,    zu  verdienen. 


Durchlauchtigster  GroasbersogI 
Hochgeehrte  Herren! 

Schon  29  Jahre  miid  verflossen,  eeitdem  Sie  Baden  stim 
erstenmal  und  zivar  in  Heidelberg  willkommen  biess,  und  20  Jahre, 
seit  es  Sie  zum  andernmal  In  Freiburg  froh  begrOsste« 

Nicht  minder  freudig  schallte  durch  das  Land,  vom  FCrsten 
bis  zum  schlichten  BCIrger,  der  Ruf  «^Willkommen'*,  als  ihm 
die  Kunde  ward  von  der  Versammlung  dieses  Jahres.  Will- 
kommen ruf  ich  nach  aus  tiefster  Seele«  Willkommen  theure 
Freundet    Hochgeehrte  Herren! 

Wenn  ich  die  Leistungen  betrachte,  die  seit  dieser  Zeit  von 
Ihnen  ausgegangen,  und  die  Reihen  durchlaufe  der  hochberthm* 
ten  deutschen  Namen,  die  schon  an  Ihrer  Spitze  etandeo,  ae  führ 
ich ,  nicht  ohne  Bangen ,  wie  unverdiefit  die  Ehre  ist»  die  mit  so 
Theil  geworden ,  als  die  33.  Versammking  mich  zu  ihrem  Gesehifte* 
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flArer  ernainDte.  '  DoppeH  aber  bin  fch  darum  aach  'eudi  Dank 
verpütchtet,  nnd  glaube,  das«  Sie  dem  gnten  Witten  wohl  mehr 
vertraoten«  afs  der  BeftUgang. 

Was  Gates  oder  Mangelhaftes  nun  fCir  Sie  aus  dieser  Leitung 
entspringen  m,ag  —  ich  bitte  vor  Allem  das  Gute  auf  Reobnpng 
Jenes  Willens»  das  Andere  nur  auf  den  Mangel  an  Geschick  «n  setseu« 

Sie  Bind  hier  ia  einer  Stadt  zosammeiigekonimen»  die  ywQiOge 
ihrer  Jugend  fast  noch  keine  Geschichte  kat  Sie  Ui  picht  im  - 
Besits  voe  längst  berühmten  Lehranstalten,  w4e  viele  von  defi,  . 
Orleo^  an  denen  nnsere  früheren  VersanMalangest^tMtfapdM»  noch 
glSuEt  sie  durch  grosseu  Reichthum,  der  anderwärts  im  Gefolge 
des  Handels  und  der  Industrie  gefunden  wird.  Aber  sie  lie^t  in 
der  Mitte  eines  gificklicben  Landes,  das  reich  ist  an  Naturschon- 
belt  ttiid  Vielem,  das  fSr  Sie  besonders  Interesse  bat  ' 

Auch  begrässt  Sie  hier  eine  Ihrem  Streben  eng  verbtinde»^  . 
Qod  Ihren  Verdiensten  h<icbst  dankbare  h5here  Lehranstalt,   die 
■war  noch  jung  istj  aber  von  Jahr  zo  Jahr  In  immer  weiteren 
Kreisen  ihre  Wirkung  verbreitet. 

Hier  Ist  der  Ort,  wo  jetier  Dichter  leble,  der  seinem  Sinn  flto 
kuieres  Leben  und  fär  deutsche  Gemäthlichkelt  den  «chSosten  Ans* 
dmck  lieh.  Doch  war  unser  Hebel  nicirt  nur  Dichter«  fir  tmg 
auch  als  Lehrer  und  Volks  •  Scbriflsteller  Vieles  zur  Verbreitung 
der  Naturwissenschafien  in  höchst  anregender  Weise  beL 

Hier  lebten  ferner  die  beiden  wohlbekannten  Physiker  B8ck- 
mann,  Vater  und  Sohn. 

Noch  erinnern  wir  an  einenr  edlen  Fürsten,  Carl  Friedrich, 
der  nebst  seiner  geistreichen  Gemahlin,  Caroline  Luise,  früher 
als  andere  den  Werth  erkannte,  den  genaue  Kenntoiss  der  Natur 
fSr  alle  Zeiten  hat. 

Ferner  mahnt  auch  noch  die  Lage  dieser  Stadt  an  Manches,  , 
was  Betrachtungen  über  den  Entwickelungsgang  der  menschlichen 
Cultor  hervorrufen  kann :  Vor  dem  Thore  gegen  Süden  ziehen  fried- 
lich nebeneinander  her  ein  Streifen  Urwald,  wohlbebaute  Feldet, 
eine  Eisenbahn  und  eine  Telegraphenlinie.      , 

Zu  dem  Rauschen  des  Laubes  von  tausendjährigen .  Eichen 
geselit  sich  dort  der  Donner  des  Dampfhammers  und  das  tiefe 
ErtSnen  des  Ventilators. 

Wir  Temebroen  die  Naturlaute  einer  grauen  Vorzelt  und  die 
WMraog  der  riesigen  Kräfte,  welche  die  fortschreitende  Nator- 
wiaesQSchaft  iii*s  Leben  gerafen  bat,  sugleicb  miteinander. 


Digitized  by  VjOOQIC 


A^phspii  4jsr  ^ewftUigeji  Mascbip^B,  dje  das  pabe  Ife^ec  belebt^i  cuft 
aus  den  Gipfeln  jener  Zeugen  der  Vergangenheit  die^ji^a^des  Baumes 
ihr  »yqupusqae  tandem!/'  „Wohin  führt  noch  das  tolle  Treibeoj 
deihlcb  in  meinem  Alter  non  zusebeil  muss?  Sonst  staiid  ich  fried- 
iicfa  tiUd'unge^itort^  Wohl' 10  Jahrhunderte  lang,  besucht  nur  Ton 
deli  HeerAen,  die  man  vorbeitrieb«  üWä  dem  Wild  des  Waldes.** 

'  »;Jl^i&t  aber  iMt  von  Jahr  zu  Jahr  mit  wachseiidetti  G«tC^  «od 
stftttc^r'ats  &^  Sturm  der  Menschen  rai^tldsWeseo.  Da  gesebwätal- 
g«^  Naehifar  uiid  Vof^itMger  1>rabt5  der  mir  das  Nähen  der  fremden 
MiflMr-yd^ii^  ▼«iMtfdet  iiat,  sag'  au>  wo  wW -das 'nocb  hinaus t^ 

Jünd  die  Üqyonkoromenhelt '  unseres  Wissens  antwortet,  der 
Eiche^in  dea  leiseii  Seufzern  des  Drahtes:  .   '     '    . 

y^Vergeblicli  fragst  du  miph!  ^ur  £.iiies  ist  gewiss*  dasi^  ^jese 
Zeit  der  Wunder  der  Anfang  erst  von  noch  weit  Grosserem  ist; 
dätwiff^ärtirt  Ihv  iriter^griaattn  Bämne  büi'  Jahrhundert  nar,  und 
vi«l  »Erstabniloberes'  weirdbt  ihr'4ioch  s«hen«'^ 

^'  «/Jetzt  tagen  hi  jener  Stadt  die  Männef  der'Natutforschung; 
Yen  denen  Manche  den  Anfang  dieses  neueh  regsamen  Strebens, 
eiiier  i^to''«ie.  geii«seMi' Erfolge'  In  der  Erkomitnids  d^r.  Hator 
erleihl.  >  -Diesel  halieD  m^nsn  Einflnss  auf  den  Magnet  Vor  aicbt 
ackftliUslren  erei  ternonütten,  und  «chon  trag'  ich  das  Wort  der 
MensdMrt '  viel  schneller,  als -der  Ton  der  nahen  Glocke  za  dir 
dringt,  Ober  W-ald^und  Strdmo,  über  die  schaeebedeokten  Alpm 
und.  das.  stficmiscbe  Meer,  fort  in  die  fernste  Ferne/' 

9»Geheimnissvoll  ist  noch  mein  Wirken  und  dennoch  haben 
tiefsinnige. Forscher  das  Gesetz  erkannt ,  nach  denen  es  erfolgt.*' 

.,,y^as  durch  den  unendlichen  Raum  von  Stern  zu  Stern,  von 

de^;  Sonne  .z|u:.  Erde  in  zitternder  Bewegung:  die  Botschaft  aller 

sichtbaren  Veränderungen  trägt,  das  bin  ich  unter  der  Herrschaft 

der  Mensfjien  für  irdische  Verbindung  und  rühme  mich  gleicher 

Geschwindigkeit  wie  das  Licht.** 
II'-. .  •  .  ^  ,         .  -.    , 

I  ,il>er  Strom»  der  in  mir  tbätigist»  vermag  Veränderungen  jeder 

Art  l|er«orzubri(ige«i.,, —  Sein  Licht»  dem  Sonnenlichte  gleich «  ist 
reiner  noch  als  dieses.  Ich  leite  ihn»  wo  maii  strel)t»  die  innere 
Natur  der  Körper  und  ihre  Zusammensetzung  zu  erforschen  und 
die  Kräfte' zq:'' messen»  welche  ihre  kleinsten  Tbeile  cusamnieu- 
haften»  so  wie  da»  wo  es  gilt»  die  feinsten  Werke,  der  Kunst : und' 
der  Natur  mit  höchster  Vollkommenheit  nachzubilden.'*   '         'vi 

»»Ich-  verwaridlo:  ihn  in.  Wlirme»  und;  djo.,Gli|tb,  dih^isr  afadlmn 
in  wr/erA^ugt.nnd  die  mich  ^in  Werkzeug. .der. ZierfMir^mg  woi^stf- 
liess»  ist  sielbst  ein  btoitoiaivlüfittel  word^»:.  di§  ^er^luit^il' TMle 
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ewi^.ui|dJii;..9fl^e.i;^vo^^  Kcaokbeit  \xeX  ich  belfeQd^ai;^,!!  T"  V-;  s 
>^^,VLjMvBlB%f^tÜxAV*^  B^oht  4)vadfdMEidie:'^Wfts  Bdtstjdiesf  f 
Attes  4iuf  ibeiiie  Frage!?)*  Hat  nieU  die  MehscUieit  ^ehob  aeichcHBai. 
wen^atens  ao-  Jäaf  beatanden  ab  vde  ich»  uod  waren  meine' Vor-* . 
fahiao  nicht  gleicMaliaZviigtovonihehenDiiigeDaihA voll grbaaenTha- 1 
ten;' Aller geaebahen/ab  maa»  von  •olcber>Ooruh''nocb  nicbttf  Abateli'^if 


'^'WSlIg^ji'l^^nii  dQ.ao.\{ie^Qa  vijapeii  WAVstf.Hafi^tsl^Zwfck 
von  Alledem?''  ,,    ,„j. .,.: 

^  Clod  «futt.^kiSoPifiKte«:  4^tFiwtet  ihr  (»Bi  G^M«.  i^^3^  flem 
DraMe.«^M|it7  -/     .  •.i-i. ./•;,•>  ,:   ■  .  jI.  -..  ■   m  :  .,    :•;   t:.,   .-,  i'i 
MAiicbifür^'  eifrauler  Freand  cberralti^n  Zelt^  .iai  ed  «lgaig«ii  > 
wie  ^o  vieleni  Andern,  .di;^  in  deip  Kampf  daa  Unbequeme. ^ea 
Wecbaela  niirj  erUjckt  unä  in  der^  lebenskrkftigen  Bewegung  'den 
Untergang  des  Hergebrachten  mitJBesorgiiiss  ivahrgehömm^qy.  idie.' 
stehen,  gebriebei)  zwischen  Dorf  uiid  Stadt  wie  du*"«        ,   *  */ .     * 

«,&beqae,,i4M8  4ie.Fmche-4^  Daa^iim 4i?;,fipblt;,  :j9nd.b&r«:v 
was  ich  dir  sage:  .:    f  {.i.*  .i>: .  -      •. 

.^   >,^ft,fieB|c.8<(9|i/f^chien-^]t^r:,.  d^.i^n  4®^  Ä^en«<jhhqit  inx^yer- 
h&ltiMa«.  ^\ifd/^i9  4eipig^n  J^eiieg^t»  ist  aie  d^r  Kindheit  kaM^  ©nt-^ 
waichaeii«    Oeifie  ,tau^f  ii4  J^^re.aind  in  ihrer  EMiwicklung  nuf  ,ein 
Tag;, jinjd,^dak*.  wo  du  b^^eita  zju  aJtern  angefangen,  hat  aie  df ß  ein-, 
flusareichate  Werkzeug  ihrer  aUgemeinen  Bildupg  er^t^erf^ihden."-. 

•^,Auch  damala  sprach  man,  vroJbin.fikoU, das  fuhren?   WarJ^om 
nicht  '^oss  und  ^Griechenland  auch  ohne  c^iese  Presset,  und  da, 
erkennst  "doch  wohl«  wie  unscheinbar  und  einfach  selbst  diese  Er-.' 
finduog  gegen. tausend  andere,  ist,  die. jetzt  der  Mehscb'besitzi  und 
die  er  täglich  noch  vermehrt.    Darum  erfahre: 

'   „^ü  dettXeistcrttgen  der  gegenwSrtigen  Zeit,  zu  den  fintdecfcon- 
gen  und  Erfindttijgen'der  Foratber,  die  dort  beisammen  sind,  gehSrle « 
eh«'  lange  Vorbereitung,  gehvi-ten  grosse  und  VieKSbrigeStbätea.^^  > 

.J      .!•••  i    >:        -^     '  l        •  i     ...'     ,  r  '     '  **  .        *     r   ■  ■        • 

,  ^,  Jetzt  werden  die  Früchte  derselben  von  einem  auf  den  andern 
übertragen  onj  gßben  nicht  mehr  verloren  wie  die  Millionen  Sanie.n» 
die  deinen  Zweigen  schon  entfielen,  um  im  Sumpfe  zu  verfaulen/' 

„'Der  Fortschritt!  ist  gesichert  und  ein  grosser  Plan  liegt  ihm. 
ZQ  Grunde.  Geordnjpt  i^t  da^  geistige  Ringen  und  Streben  m^br, 
und  irifehn  NafurgesLcize,  Seren  Harmonie  und  ipnere  Nötbwen:. 
digkeit' der  Scharfsinn  jener 'iVlShner  der '\VIssenscbäft "erkannt, 
ve«, dMon  iieimea  A»^  aaidene)tft#iri,'und.keinetf  attdeta  0ein,.tonn, 
alavbftlati^'rlriedBiBd.  Ae 'FüUrer  Filter  boffnangakielcbeO|;Zeil' ao^ 
hulMMj^t^fe  iii#Daeblteb#r>lintwiekelungi^^^^  .    :.  i  it     . 
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*  »,V^er  aicAe  grCIndllch  und  ri!cht  halb  erkannt/ diBr  fMilt  es« 
dass  sie  unwiderlegliche  Beivei8e  und  Offenbarungen  ton  hohfcrer 
Weiftbelt  sind,  als  menschfiober,  nnddas^dcr  Menve^  alshSAaten 
W«sen  im  Erschaffenen  keinem  hiberen  Ziele  nachstreben  bmo, 
als  dieses  G&ttliche  in  der  Natur  sn  f&blenv  so  etkennen.  Bggci 
stertingsvoll  erbKckt-^er  daUfi  In  einem  Meer,  von  Lieht  und  Wahr- 
heit-dentAasgan^  und  das  Ziel  vohnnseffem Sieben I  MGott*^!!*« 

Und"  hiit  diesem,  roeiife  Herrenp  lassen*  Sie  iTto  denn  noch 
beginnen. 

Vklf  danken  thin  £miXcbst,  das«  er  Sie  AlltS  woM^hnlten  lierge- 
nhrt,  wir  danken  ihm  Rlr  den  seit  Grfindnng  der  Watnrfarscfccr 
Geselischaft»  jn.seit  hoch  lingerer  Zeit  fast  ungestörten  Frieden. 

Wie  vieles,  war  nur  durch  diesen  mugtich»  und  wie  der  Erfolg 
ein  gros8er  war,  so  wuchs  natOrlich  auch  der  Sinn  Tur  dieNator, 
die  Zahl  von  ihren  Freunden«  Es  wuchs  damit  die  Bedeutung 
und  der  Glanz  dieser  Versammlung,  die  fär  die  Gegenwart  und 
Znitunfk  nicht  nur  ein  at^eroeines,  sondern  attcb  ein  national 
deutsches  Interesse  bat« 

Das  Erstere  ist  darin  begrflndet,  dass  solche  jährliche  Zo- 
•aipmenkOnfte  von  grossem  Nutten  sind,  indem  sie  unter  ver- 
wandten Gelstern  Aniass  zum  Austausch  der  Ideen  geben,  manche 
folgenreiche  Bekanntschaften  veranlassen  und  neu  hervortretende 
jugendfiche  Kräfte  stärken  und  erheben. 

Wer  weiss  zudem  nicht,  dass  die  meisten  Erwerbungen  der 
Wissenschaft  Folgen  oder  Geschenke  gemeinsamer  Thfitigkeit  und 
der  zu  Stande  gekonimeoen,  verabredeten  Arbeiten  sind,  und  bei 
welcher  Gelegenheit  wären  diese  wohl  leichter  nioglich  als  hier? 

Wie  al^er  In  der  Wissenschaft  das  Vereinzelte  mit  dem  Fort- 
sehiilte  ders^ben  bald  nicht  mehr  verlassen  dasteht,  sondern  dem 
allgenii^ineii  Gesetz  einer  höheren  Weltordnung  sich  aasebliessl 
und  dadurch  an  Bedeutung  gewinnt,  so  erÜöht  auch  das  G.ef&hl, 
einem  grossen  wissenschaftlichen  Vaterlande  anzugehören,  den 
Muth  des  Einzelnen  und  f&hrt  Ihn  zu  weiteren  Erfolgen« 

Dieser  erhöhte  Lebensmuth  ist  dem  acht  wissenschaftlichen 
Streben,  dem  Streben  nach  exakter  Erkenntnissi  nothwendig,  und 
Viele  haben  es  erfahren  müssen,  dass  ihr  Sieg,  der  Sieg  der 
Wahrheit,  nur  durch  enge  Verbindung  mit  Andern  niSglich  war. 

Nur  durch  Einigung  der  Anffiehten  ist  dae  Znrfloktrsisft  der 
lilossen  Spekulation  von  der  Bfihne  des  Rahme«  liewirlEt*  worden. 
Durch  Einigung  wird  es  mügllcli  sein ,  die  Wirkungen  eiirfger  Uebor- 
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roste  iler  Spekniation  anf  tlW  SMbatCibersehltEniig  tu  hemmeD, 
die  der  übertriebenen  Besorgniss  nur  noch  nieiv  Nahrung  gab/ee 
kSDnte  taiil  .den  PertecMtten  der  Natnrwiesensehaften  nod  def- 
darans  folgenden  Abnahme  der  Alystik  ein  NachAbeil '  für  dU»; 
Menschheit  verUundea  sein,  ^  eiae  Boiiorgin88».  4i^ jedoph  nur  in 
niedem  Splifiren  zu  nirkeu  schdAt.  da  sellifi^dor^»  ^ifo.  der  grosse 
Galilei  zum  Widerrufe  gezwungen  ward,  das  faucbste  Oberhaupt 
der  Kirche  im  Anfang  dieses  Jahres  einen  wahren  Tempel  Ifir 
die  exakte  Naf^irwisseni^chaft  in  eigener  Person  eruflnet  hat 

Kann  dies  in  einer  Zeit  geschehen ,  wo  'die  Astronomie  sich 
dem  2Siele  nAhert,  die  Achse  zu  finden,  ndi  die  sicV  das  ganze 
Heer  von  Sonnen  dreht,  die  unserm  Pixstem-SyMehie  aiigehoren» 
so  haben  wir  keinen  neuen. Stillstand  der  Erde  ku  fiOtchten,  wd  das 
gewaltsame  Damnen  der  Wahrheit  briegt  nur  Wlrkuagen  biervorywi«! 
das  Einsperren  des  üranpapiers»  da^,  tinn^al  der  Soone  ausge- 
setzt,,  sein  Licht  auch  im  Kerker  bewahrt,  und  dann  nur  um  so 
wunderbarer  erac^beintA  wenn  es  wieder  zu  wirken  (Belegenheit  hat« 

Was  aber  nun  das  national  deutsche  Interesse  an  dieser  Ver« 
Sammlung  betrifft,  so  ist  damit  nicht  gemeint,  dass  wir  besondere 
Avsprflche  an  die  Erwerbungen  der  WIssenstbaft  oder  an  die 
Alles  erhaltende  und  erfreuende  Natur  mat-ben,  wohl  aber,  dass 
es  aach  eine  Natur  gibt,  die  deutsch  ist,  und  die  es  sein  und 
bleiben  soll,  und  das  ist  Unsere  Natur.  Dieses  GefQhimuss  nicht 
nur  uns  vor  uns  selbst,  sondern  auch  vor  aadern  Nationen  erhe- 
ben« wenn  wir  es  nur  nähren  und  stärken. 

Dnd  warum  sollten  wir  dies  nicht,  während  Niemand  bezweifeln 
kanuy  dass  Deutschland  seinen  Ruhm  und  sein  Ansehen  weit  mehr 
seinem  Sinp  f&r  Wissenschaft,  Natur  und  Kwist,  seinem  Fleiss  und 
seinem  Wissen«  als  seiner  politischen  Macht' und  seiaeni  Reiehtbufli 
verd&nktl 

it<it  der  edle  deutsche  Greis«  der  ruhmvollste. und  gfOsste^iroter 
den  jetzt  lebenden  Porachern,  In  dem  Briefe.*),  den  ich  Ibsen  nash* 
her  mittheilen  werde,  mit  Betrfibniss  den  Mythus  der  deutschen  Ein* 
heit  berührt,  so  ist  es  um  so  mehr  von  vaterländischem  Interesse, 
dass  wir  uns  fühlen  und  mit  Stolz  auf  ihn  und  die  andern  deutschen 
Männer  sehen,  die  durch  ihre  hervorragenden  Arbeiten  nicht  nur  die 
Zierde  dieser  Versammlung,  sondern  der  Ruhm  und  Glanzpunkt 
unserer  Nation  geworden  sind.  Ihr  Name  sei  die  Fahne«  unter  der 
wir  uns  einig  fQhlen,  ihre  Anwesenheit  der  Aufruf,  ihnen  in  That- 
kraft,  edlem  Stolze  und  nützlichem  Wirken  nachsastrdien. 


*)  Siehe  üumbeldt't  BHef  fn  Nr.  2  dM  Taglilattea  der  84.  Ver« 
•ammluBg  denteeber  Natefffortchet  «ad  Aento.   / 
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.•:.VoB'deo  Mämti^rii  doä  VaterfaiHles,  die  sa  dem  Tempel  der 
Wahrheit -und  Natur  Ruhtnwfirdiges  beigetragen:  und  Mr  dieWis« 
aenschaft  und.  ihre  .  Freunde  cu  «Mh  dafaiageschiedeo,  niiieii  im 
fiMobeA  Grabes 

'     Johaltnea  Müller,  de^  grosse  Pftyalotog.    Heinrich 

Lichteasteln,    der   vielgereiste  Zoolog.     Nees   too 

Esenliecky   vieljähriger  PrSsideiht '  der  Leopoldinischen 

'-     Academie.' Kastner,    der  Chemiker.     Platt'ner,    der 

deutsche  Gabn.    Ifuschke,  der  Anatom  und  Physiolog« 

.' .  Aiber.s,  der  Conchyolog.  Klug,  der  Eotomolog.  .Busch, 

der  Gynäkolog,  Threuemann;  der  Ornitholog*   Johann 

Roth,  derkfihne  Reisende  in  Syrien*  . 

Äuch.voa  dem  Ausland  sei  es  mir  Tergonnt,  hier  einige  eu 

nsDuen^  die  zn  nicht  minderem  Leid  für  uns  dahkigegangen :  - 

Robert  Bt'öwn,   der  grosse  Botaniker.    Cauchy»  der 

gfotoe  Mathematiker  und  Physiker«    T  h  ^n  ard ,  der  hoch- 

'     ''    'verdiente  Chepiiker.    Temmink,  der  Omitholog.    Mar- 

...   ,    «hall  Hall,  der. PJkysioJog.'  Scoresby,  der  verdiente 

Beol^achter  un4 arktische  Reisende.   JameH  Clark  Rosa 

..     fdiir  Kflhne,  der  im  Nord  und  Süd  den. Pol  des  Magiietismiis 

•  ..m^erer  Erde  fand.    IXufräooy«  der  Geologb     Conye*. 

:  .  bace,  der  Geolog  -^  und  endlich  unseres  Humboldt*« 

Freund  und  treuer  Begleiter  Aimä  Bonplan d. 

Die  Erinnerung  an  diese  Todten  sei  uns  heilig /HieVi  Schmers 
fiber  ihren  Verlust  aber  mildert  die  Anwesenheit  so  vieler  Mihi- 
ner  der  Wissenschaft. 

Unter  ihnen  begrdsse  ich  nochmals  zuerst  die  fremden  Natur- 
forscher und  Aerste,  die  aus  weiter  Ferne  hergekommen  sind, 
um  hier  das  Ihrige  zum  Allgemeinen  beizutragen,  sodann  die  An- 
dern, die  dem  deutschen  Vaterlande  angeboren. 

"  Noch  drSngt  mich  mein  Gefllhl  zum  Danke  flir  das  freundliche 
Eiitgegenkommen  Derer,  die  tfaeils  an  der  Spitze  der  hiesigen 
Stadtl»eh8rden  stehen,  theils  Mitglieder  der  Älr  unsere  Zwecke 
besonders  ernahnten  Commissioneu  sind. 

^ .  Ich  fühle  mich  gedrungen,  mit  innigem  Danke  es  auszusprechen, 
wie  Icräftig,  schnell  und  liberaF  die  Unterstützung  war,  die  wir  bei 
allen.  Grossherzoglichen  Behörden  und  insbesondere  bei  dem  Mi« 
nist^riqm  des  Innern  gefunden  haben. 

Mehr  aber  als  ich  sagen  kann,  dringt  es  mich  hia,  aus  tief- 
stem Innern  eht(urchtsvollen  Dank  mit  Worten  wahrer  Lieiie  und 
Venehmngdem  Ffirsten  darsuliringen,  der  mit  so  seltenem.  Geschick 
und  Eifer  die  jhm  anvertraute  Stellung  zum  Glücke  seines  Landes 
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«Mnilltt  «Ad  (MM: Mr  WltaQMchirfi;  INatnr^iMdl  Kim«!  bo  iMhck 
iBittn^farcb.WöH  ondThat  i^evrflbrt,  der  ans  In^siiliiteiii  «IgeMiin 
Hmi66»  im  sdiOngeschnifiekttfi,  m  diesem  Fest' besonders  Ketg»- 
•telitite  Saale  avfgenommen  und  ab  ein '  deotefcber  AiriBt»  dma 
kmetü  Dfäng  der  menscUicIi- reckten  und-  daroHi  debto  hOheili 
ICmplbdalig  naehgebend^  «as  mit  smer  Gegenwart  teebrt 

'*  "  Ibm»  meinem  gnSdigen  He^rn  und  Grossberzo^/.Ihm  gelte  das 
^rste  Lebenszeichen  unserer  hiermit  eröffneten  Versammlung»  Ihm 
der  frohe/ tief  empfundene  Ruh    „Er  lebe  hoch''!!! 


XV. 

Uober  das  Interpolatiomproblemv 

Von 

dem  Herausgeben 


.,    :      ..  ;.  :i.-  '   .Ei.  n  (.e  i  t;ii  ii:g>  ..-,*..  .it;:*» 

Das  Ihteirpölationsproblem  ist  ei  he  der  wichtigsten  Äufj^abeii 
der  Analystis,  wegen  der  vielfachen  Anwendtiun^eh ,  die  W  in  deh 
gesammten  Naturwissenschaften,  hauptsächlich  auch  Inder  Astrii,- 
Hernie,  und  in  den  technischen  Wissenschaften  findet.  Die  theo- 
retische  Darstellung  der  Theorie  dieses  Problems  läset»  glaube  ich» 
noch  Manches  zu  wünschen  Übrig»  und  diese  Theorie  scheint  mir 
einer  tieuen  Entwickelung  zu  bedfirfen.  Bekanntlich  werden  h6\ 
dem  Interpolationsproblem  gewöhnlich  zwei  Fälle  unterschieden» 
jenachdem  die  gegebenen ,  Werthe  der  als  unabhängig  betrachte- 
ten veränderlichen  Gr5sse  eine  arithmetische  Reihe  des /ersten 
Grades  bilden»  nämlich  nach  gleichen  Intervallen  fortschreiten» 
oder  nach*  beliiebigen  ungleichen  Intervallen  fortgeli'en.  Es  ver- 
steht sich  aber  von  selbst,  dass  der  erste  Fall  unter  dem  zwei« 
tern  allgemeineren  Falle  enthalten  sein»  und  sich  aus  demselben 
ableiten  lassen  mass.  Fdr  den  Fall  nach  beliebigen '  ungleichen 
Intervallen  fortschreitender  'Werthe  der*  als  unabhängig  jbetrach* 
teten  Yeränd^rlicbeii  Grösse  enthält  jedenfalls»  theoretisch  genom- 
men, die  Int^rpolatiönsformel  von  Lagränge  die' einfachste  Auf* 
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lOMiag,  vmA  ii#diirfkauai  eint«  eigMlIidie«  B^rrisM»  mM  d#r 
Beweis  «gtMrteemiaMeB  in  feWt  Roh'mel  selbst  liegt,  odkr  eieh 
««mittelbar  anr  deraelbeD  ergieht  Für  die  praktlaebe  Aevreadimg 
ijai.  aber  diese  Forraielakbt  sehr  heqnem,  und  wMtere  theore- 
jfisobe  FDigieriHigeD  ates  ihr  tu  siebea^.iet  nkhft  ganz  Mehl;  irei- 
halb  es  mir  «ueb  »kbt  sweckiaässig  so  seiB  echebit,  dm  v» 
Grundlage  der  ganzen  Theorie  der  Interpolation  zu  machen«  wie 
dies  eigentlich'  wphj  in  der  Natur  der  Sache  l&ge»  da  diese  For- 
mel eine,  ganz'  allgemeipe  Auflösung  des  Interpolationsproblems 
enthält.  Die  Glieder  derselben  sind  nach  den  gegebenen  Wertben 
der  als  abhängig  betrachteten  veränderlichen  Grosse  geordnet» 
was  jedenfalls  ffir  die  praktische  Anwendung  nicht  so  bequem  ist» 
wie  die  bei  der  allgemein  bekannten  Interpolationsformei  ittr  den 
Fall  nach  gleichen  Intervallen  fortschreitender  Werthe  der  als 
unabhängig  betrachteten  veränderlichen  Grösse  gewöhnliche  An- 
ordnung« wo  man  die  Glieder  der  Formel  nach  den  ersten  Glie* 
dern  der  successiven  Differeiizeiireihen  der  Werthe  der  als  abhän- 
gig betrachteten  veränderlichen  Grosse  fortschreiten  lässt;  denn 
da  in  vielen  Fällen  die  Glieder  dieser  Differenzenreihen  bald  sehr 
klein  werden«  so  erleichtert  die  in  Bede  stehende  zweite  An« 
Ordnung  der  Glieder  der  Interpolationsformei  oft  die  Rechnung 
wesentlich«  und  ist  daher  nach  meiner  Meinung  im  Allgemeinen 
der  ersten«  bei  der  Lagrange'schen  Formel  vorkommenden  An* 
Ordnung  der  Glieder  vorzuziehen.  Fast  ganz  unbeachtet  scheint 
man  bis  jetzt  eine  von  Stirlin^  in  dem  ««Tractatus  de  sum- 
malione  et  interpolatfdub'serierum  Infinitarnm.  Lon- 
dinl.  1730.  p..l40/'  gegebene  Interpolatioosforn^f^f  gelassen  zn 
hjilbeny  welche  ich  ip  dem  allgemeinsten  Falle,  nach  beliebigen 
ungleichen  Intervallen  fortschreitender  Werthe  der  als  unabhängig 
betrachteten  veränderlichen  Grosse  der  Formel  von  .Lagrange 
yorzuziehen  geneigt  bin,  weil  durch  dieselbe  nach  meiner  Meinung 
sowohl  in  t  neo  retisch  er »  als  auch  in  praktischer  Beziehung  das 
Interpolationsproblem  in  der  vollkommensten  and  einfachsten  Weise 
gelost  wird.  Wenigstens  erinnere  ich  mich  jetzt  nicht«  dass  die- 
ser  Formel,  die  ich  auch  ftir  das  beste  Fundament  der  ganzen 
Theorie  der  Interpolation  halte«  weil  sie  reich  an  Folgerungen  ist 
und  den  besonderen  Fall  nach  gleichen  Intervallen  fortschreiten- 
der Werthe  der  als  unabhängig  betrachteten  veräiidertiqben  Grosse 
unmittelbar  unter  sich  enthält«  in  irgend  einer  der  mir  bekannten 
Schrißen  (iW  den  vorliegenden  Gegenstand  in  gapz- bestimmter 
Welse  und  in  erforderlicher  Alleemein|ielt  Erwähnung  gethan  wor- 
den wäre«  gestehe  aber  g.ern«  oa^ s  meine  Kenntniss  dep  betreffen- 
den Literatur  nicht  ganz  vollständig  ist  E)inen  Beweis  seiner 
Forme)  l^at.  iStirling  nicht  gegeben»   und  echeint  dieselbe«  wie 
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viele  «a4tiso  FomMBln  iiit,4f|ii^  g«iifDiiteD,^apeiidlicb_TJel  Schönes 
mdMltoDdeo  Werke»  bionn  dorcn  (nductioh  gefunden  xu  haben, 
leh  «reMe  <hh^  in  dieser  Abhandlung  lifnen-  ganas  allf^edielnen 
Beweis  der  treflichen  Stirling'schen  Formel  %u  gieben  fers«- 
eben»  und.  Indem  ich  dieselbe  zur  GniiKlIaSQ  der  ganzen  Theorie 
der  Interpolation  mache,  aus  Ihr  eine  Reihe  von  Fo(gerangen 
»eben,  so  weit  dies  ohne  Weitläufigkeit  geschehen  kann  und 
tteiae%atiriehehing'ao0  Eigeiitbfimllehk^it  Atos^meb-z«  machen 
aicb  berechtigt  halten  d|Mf,  da  i^h'  schon  Belfsn^te^  zu  wiederbo« 
len  Mitfvficli  hier  :iiicht  di^  Absiebt  h^be.  \  .     i. 


'     fr  1.-  •    •     -.-i   .•' 

Wenn  swei  ans  w  Giiedeni  bestehende  Reihen  von  Grossen: 

s^i»  J^2)  '•»  ^i»  ••••*•!  '• 

yi>  ye>  yp>  y«>  ••••  s^» 

gegeben  sind,  wo  die  Glieder  der  ersten  Reihe  sämmtlicb  als 
unter  einander  angleicb  angenommen  werden;  so  ist  die  Aufgalie: 
eine  ganze  rationale  algebraische  Function  y  des  (n — l)8ten  Gra- 
des von  X  zn  finden»  welche  so  beschafcnt  ist,  dess  >diteelbe, 
wenn  man  IBr  die  liSrOsse  x  nach  und  nach  die  Werthe 

^f    ^ftt    ^9    «^1»  «.«•••  Xß 

eetit»  respeefivi»  die  Wfrthe 

Vit  9%*  9t9  9^9  *"*  y^  ."   . 

IKes0  Aufgabe  p  i^'^n  gi-osse  Wichtigkeit  Yilr  die  gesamnite 
Natarwisaenschaft  hier  nicht  weiter  erlSutert  zu  werden  braucht^ 
■eaat  matt  gegenwftrtig  in  der  reinen  Anai^sis  das  Inte rpoU« 
tiensppdblem.  '    :       *  ,^        • 

Dass  nnler  der  vorhsrgel^endeo  Gestalt,  die  wir,. anderer  Anf- 
fiumiagsvv^aiaen  )et»t  nicht  zu  gedMiben,  hier -mir  in*il  Äuge  law^n 
wolleo,  'das  Interpolatiönsprölblero  eiiie  ganz  bestiiAmt^  Aufgabe 
tet  and  in  jedem  Falle  nor  eitie'Aufliisung  zulassen  kann,  so 
dass  es  immer  nur  eine  den  Bedingnsgen  der  Aufgabe  eol- 
eprechende  ganze  rationale  algebraische  FwctioQ  des  (n-:-l)eiien 
Grades  von  a:  geben  kann,  ist^  leicht  zn  übersehen. '  Denn  die 
gesackte  ganze  rationale  algebraische  Function  y  dsA  (n-^l)ften 
Gfades  von  x  mnss  nothwendig  im  Allgemeinen  die'  k^eria    ^ 
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«'"  •  '         .;.v        , .       'l*    ■  w    ''.•'•     .      ."  ••     '•'«•1.1     .     ...  ^  t       •■*' •    •  1        .      j 

.  li^l»QP|,m^d  ^\e  ßedfiiguogei),  der  AufgiUbte  lif|fein^iiii0  xqr  Beaiii9- 

''■"•^'■'  •••'  •"   -^  •  4)',iiii,«if2'ri^8 ;'•••' ^^1^1'  •"'•';     '*•••'•*• 

.unniittelljaf  d've  folgenden  Gleichungen:     "^'  *.   V  *'*',. 

1 .  j  ■  > » jfi  an  4y  H«"^i J?«  +*i<j|a?4*  +  A^jcJ^^^"^  .w v  +  Üfj^jO^wr-A^    . 

n.    8.    w. 
y„  =  Jo  +  -^i^«  +  4»ar«*  +  Ag^n^  +  ....  +  il«-ia^*-*. 

Da  dies  n  Gleichungen  des  ersten  Grades  zvrischen  den  n  oiibe- 
kannten  Grossen 

JIq,  -«l»   -^»  il3 ,  . . . .  ilfi—i  ^ 

Sind»  so  Ist  die  Besümmuug  diißser  Co^fficienten  nur  auf  eine 
Art  möglich,  und  das  Problem  ist  also^  wie  behauptet  wurde,  un- 
ter der  obigen  Gestalt  ein  völlig  bestimmtes. 

■     IjoAds  den;  beiden -Beihen  t   :i     j<!    .) 

•^l  »  ^S5  ^8  >  •'^4 »  •  •  •  •  ^*  ». 

bilde  man  jetzt  neue  Reihen  nach  den  In  d^fdlj^iiden  Fernen 
ausgesprochenen  Gesetzen: 

:..-.L-..'l  -.'l.-i       -v    ■»        .<••     -.■.•■.vi   ,1            1     >:,■   -^     t.-      .1../. 
y'^^xs-ari'  y*-ir4-*.'  ^-s,-x, ^'-*-lf(n-.x,^' 


^11— l — Ä*! 

••I  •    '-...    ^         .•     . 


yr= 
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wodorch  man  also  da*  folgende,  för  unsere  weiteren  Untersuchun- 
gen sehr  wichtige  Schema  einär  Hauptreibe  und  daraus  abge- 
leiteter Beibe»  erhUU 

ir«  1*/ 

yi«     y«»    yat     3^4»     :y5>--»y«-«»       y«-i'       y« 
1111  1  1 

yii-i 


»> 


'      31 

a>      y 

s.     y 

4»            ••'•»               1 

5fn-«. 

« 

.2 

9 

2  . 

yi' 

.Vii 

ys* 

•  ••  •» 
U     B     W- . 

n— a       n— a 

yi.     y« 

n-l 

yi- 

y«-a 

1 

Das«  dieses  Schema  aus  der  gegebenen  Reibe 

yi^  ya.  y*>  y4.  •"•.?» 

berechnet  sei,  werden  wir  im  Folgenden  immer  voranssetsen. 

§.  3. 

Zar  Abkürzung  werden  wir  von  den  folgenden  Zeiche»'  Ge- 
brauch machen.    Wir  setzen: 

1)    .    .    .    .   a:x,  A  =  arA-a:x,^yx=yx+i— yx 

'»  - 

und  haben  dann  nach  dem  vorhergehenden  Paragraphen  offenbar 
die  folgeade  Relation : 

H*         ^yx 


2) Vx=s 

'  ^       arx,  x+A+i 

wo  immer 

x"^!  und  K-\-l'i-l~n 

ist. 

Naeh  1)  und  2)  ist: 

A  A  A  A  '  A+i 

y*+i  =  y*  +  ^yx,  ^yx  =  xx,  x+a+i  .  y* ; 
woraus  sieb  die  Relation 

Theil  XXXU.  tl 
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ergiebt,  von  welcher  wir  im  Folgenden  weiteren  Gebrauch  machen 
werden. 


.       S.  4. 

Hauptsächlich  müsseu  wir  nun  aber  zunächst  einige  Relationen 
zwischen  den  vorher  im  Allgemeinen  durch  Xx,  X  bezeichneten 
Grössen  beweisen,  welche  für  das  Folgende  VQn  grosser  Wich, 
tigkeit  sind. 

Weil  nach  1) 

XX,  fA  =  Xfx — xx$  x^,  »  =  a?t>— o;^ 
ist,  so  ist 

Xt>  fA  +«JU>  * ^^ Ä*i»—  XX , 

und  folglich  immer : 

^) XX,  /A-trXß,v=^xXf  V 

Weir  ferner  nach  1): 

Xx,  x+i  =^x+i — Xxf 
Xxi-l,  x-k-2  =  Xx^—Xx-k-i  f 

a?x+«,  x-H  =  Xxi-z  -~  ^x-H » 

u.  s.  w« 

Xx-\-X,  x+Hl  =^x+A+i— a?x+A 

ist,  so  ist  offenbar: 

^x,  x+i  +xx-^i,  x-H  +  a;x+a,  x+8  +  -••  +«x+A,  x+Hi  =Xx+a+i— ar,, 

also: 

5) 

O?«,  x+i  +Xx-k-l,  x+i  4-  ^x+«,  x+8  +  . . . .  +  Xx-^X.  x+A+1  =  ^x»  *+Hl- 

Wir  wollen  nun  den  Werth  der  folgenden  Grösse  zu  ermit- 
teln Sachen: 
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-|- ^4*1^  X » d?Af «^M .  .T^f^y  jr  • . . .  dPA-f^i,  Jt .  ora,  A4/b4« 
+  «Ä+i,  K-<irA4.4,  x.«H5»  «••••^Hm+s,  X"a^A+a,  M-/U+4 

tt.      8.      W. 

+  'x— /El— 4»  X  •  *x— ju— 3»  X  •  Xn^fMr-%,  X . .  •  •  ^x— 4,  X  •  ^x— /i— 5,  X— B 

+  a?X— /El— Sy  X  •  Xx^ß—%f  X  •  Xx—fA—1,  X  •  •  •  •  *X— 8»  X  •  Xx—fi-^,  X—» 

+  arx— /t*— •,  X-  ^x— /i— 1,  X".  Xx—/jt,  X .  •  •  •  ^x— t,  X  •  a?x— ^-8,  X— 1 

+  *»— /i— 1,  XnXx—ft,  X*Xx^fir^l,  X'*»*Xx—l,  x*^x— /l— 2,   X» 

Nennen  wir  vom  Ende  nach  dem  Anfange  hin  die  Glieder 
dieser  Grosse  nach  der  Reihe  das 

Iste»  Ste«^  3te,  it€, ....» (x— Jt— fi)te 

Glied,  so  ist  die  Summe  des 

Isten,  2ten 

Gliedes  offenbar: 

^x-fi-a,  x.arx— /*— 1,  »•Xx—fiy  X. .  •  »^x-^Sy  x*(^x— /u— S,  X— 1  +  ^x— 1,  x)> 

also  nach  4) : 

*x— /i— 8,  X  .^x— /i— S,  K '  ^x— /A— 1,  X. . .  »^x— 8>  X  •  ^x— a,  X. 

FolgGch  ist  die  Snmme  des 

Isten,  2ten,  3ten 
Criedes: 

*«-fl-S,  X'Xx-^ftr'%  X.«X-iU-l,  X  .. . .  ^x— s»  X-  (.Tx— /u— 4,  «-^+  Xx^%,  x)  » 

also  nach  4): 

Daher  ist  die  Summe  des 

Isten,  2ten9  Sten,  4ten 
Gliedes: 

*«-/»-^  x*Xx— ^-*9«  x*^ji--/A— S,  x*«**^x— 4,  x*{^x— /f— t,  X— s-l-Sfx— t,  x)> 

also  Dach  4): 
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^x— /u— 5,  K«'x— |tc~4,  x.^Tx— /ti— 8,  x**«««r]e»5,  x*4?x— 4,  x- 

Wie  man  anf  die^e  Art  weiter  geben  kaoo»  ooterliegt  keioem  Zwei- 
fel, und  es  ist  also  offenbar  die  Summe  des 

Isten,  2ten,  3ten,  4ten,  ....  vteo 
Gliedes: 

a:x-ju-(«>+i),  x.aTx— yu-ir,  X . arx-iuHv-i).  x.....rx-»,  x. 

Folglich  ist,  wenn  man 

v  =  x — JL  — ^ 

setzt,  weil  unter  dieser  Voraussetzung 

»_^_(v+l)  =  x-fi-(x-.X-ft4  l)  =  jl-|, 

X  — ^ — V  =x  — ^  — ^x-A — fi)         =A,,        ^     . 

X— ^-(v.-2)  =  x-|»— (x-.;i-/i.T72)=:A-|-2. 
II«     s.     w. 
X  -  V  =  X  -  (X— ^  -  jli)  =^  it  +4i* 

ist^  die  Suipme  des 

Isten ,  2ten ,  3ten ,  4ten ,....,  (x  —  iL  -*-  fi)teo 
Gliedes,  alao  der  Werth  der  ganzen  pbigen  Grosse: 
XX^l,  X  •  XXf  X.  J?A-|-1,  x*^;Ufa,  x.«  •  «^Af/i,  x; 
und  wir  haben  daher  jetzt  die  folgende  Formel : 

ö)    .     .    .    ar;i-i,  x .  xx,  x  .^A+i,  x  .a:A+«,  x  - . . .  xx^u,  x 
:=:     JU,  «.4:^4-1»  X  ^H^,  x....^A+/u,  x.drA»»i,  A-f^u-fi 
+  Jr;if  1,  X. ^A+a,  X.  ^A-fs,  X. . . .  :rA<|-,u4-i,  x.arA,  A-fiH«  . 
-|-^A+«,  *'«M^»,  *-«A+4,  x....a:A^,«+a,  x*j;Ä+a,  K\^^ 
+  ^A+B,  x.a:X+4,  x.a:;^5,  x....^A+;u+8,  >t*xi\%  A4/t<44 

S.      8.      'W. 

+  Xx^,u-^9,  ^^Xx^fi—l,  x»Xx-fji^  X  . . .  .  Xx    2,  X  .a7x-^— a,  X 
+  AT*— ^— t,  1; ,  Xx^fiy  x-Ätx— ju+l,  x» .  ..  arx~l,  x,^x— ju^S,  *4 

Fiir  f*=0  ist: 
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Grunerif   V0$^.\km  Iniirp9Uuimspr(fNem^^'^  IST 

7)  .    .     .     .    OTA-i,  x.^A,  x=      arA,x  .a?;i-i,  iUfl  :t-i    •   ' 

+  a:A+i,  x.arA,  A+2 

u.  s.  w. 

+  ÄX— 1,  x.^x— «,  X- 

Bezeicboen  wir  der  Kürze  wegen  die  Grosse  auf  der  rechten 

Seite  der  Gleichung  6)  durch 

•  -• 

^A,  X,  iu; 
80  ist  nach  6) :  .  .  < 

8)  .    ^;.,  X, /i  =  ^A-i,  x.^A,  x.arA^-i,  x.orA+s,  x....arA4-/u,  X' 

§.5. 
Nach  3)  ist  nun: 

^     '   '^.  .  .  ..  Hy         '-..     •'  •" . 

yx     =  .yx-i  +  oTx-i,  x+A .  yx-i , 
2(x— 1  ==  yx-a+a?x-«,  x+A-i  .yx-2, 
yx-2  =  yx-3  +^x-8»  x+;:-ft  .yx-i ,  * 

«.       S.      Jl¥.     .    • 
A  A  A+i 

A  A  A+l 

»Iso,  wenn  man  auf  beiden  Seiten  dieser  Gleichungen  addirt,  und 
aafbebt,  was  sich  aufheben  ISisst: 

9) 


A 

a                A+i 

A+l 

A+l 

u.  s.  w. 

Hl 

+  iTx-a,  x+A-1  .^x-« 

A+l 
+arx-j,  x+A.jfx-i. 
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158  Ctuneri:   l/eäer  4u$  ffUerpeiaitonsproäiem. 

Also  ist: 

11  1 

1  1 

. . . .  +  afx-%  x-i.jfx-a  +  Xx^u  ««yx-i- 

Nan  ist  aber  nach  9)  auch: 

11  ft 

^9     =yi+^i>S'ffi» 

11«  a 

1  1  fi  %  2 

y4   =9i  +^1»  s-yi +^«»  4y«  +  ^8»  5-y8> 

u.    s.     w. 
1  1  a  ft  s  a 

yx-i  =  yi  +  ^i»  5«yi+«^»  4^2+ ^8»  5'y8+  —  +a:x-a,  x-yx-^; 

also  nach  10)  offenbar: 

1 
yx:=yi  +(^i»  t+^s>  i  +  ^s»4  +  *'*-  +  ^x-2,  X— i+a?x-i,x)yi 

+  (^«»8  +  ^8»  4+-*-*+^x-«>*-l  +^«-1»  «)«l»8-yi 

8 
+  («i»  4  +  ••••  +  «X— a»  x-i  +a?x-i,x)«t»  4'y8 

U.      S.      W. 

9 
+  («^x-t»  X— 1  +^x-i>  x)^x— 8»  X— i-yx-* 

+  J?X>1  9   X  .  ^X--^   X— l  •  y  X-t  t 

und  folglich  nach  5): 

11) 
1  s  fi 

y*  =  yi+^i*  x-yi  +^t»x'*i»8'yi  +^8»  x.a?s,4-yt+*-" 

S  2 

. . . .  +  ^x-ii9  X  •  ^x-^f  X— 1 .  yx— B  +  ^«— 1> « •  **-»>  X  «yx-f 

Nun  Ist  aber  nach  9): 
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*  «  s 

2  S  S  8 

«  «  3  3  » 

a.     8.     W. 

2  2  8  3  8  8 

3f»-«  =  yi  +3?!,  4.yi  +  a:«,  a.srs+  ^8*  6'y8  + +*x-t,  x.yx-s; 

und  folglich  nach  11),  wie  man  mit  ADweodang  des  oben  einge- 
ßhrteo  Zeichens  Xx, »,  fi  leicht  findet: 

i        ^  a        _  8 

y«=yi  +  «i,  x.yi  +  -Xi,  je,o-yi+-^8f  x»o-^i*4yi,    .: 

+  ^4»  xf  0*0:^6 «y« 

+  ^ö>  X,  0'^8>6«yi 
O.    S.   W* 

+  Xe— 1 »  Xf  0  *  *x— 8»  X  •  yx— 8 » 

also  nach  8): 

12) 

_  -l  ^  8 

y»— yi  +*i»  x.yi+ÄTi,  x.^s»  x.yi  +0?^^  x.*8»  x.^i, 4.yi 

8 

+  ar,,  x.:r4,  x.;rs,  8*y8 

8 
-fj^4»x*ar59  x.^8>6*y8 

tt.   S.    W.  ' 

8 
+  ^X— »f  X  •  ^x— i  f  X .  ^x-89  X  •  yx— 8» 

Nach  9)  ist  femer: 

»8  4 

y«   =yi+^i,».yi, 

»8  4  4 

»I   =yi+a:i,  5-yi+^t»6y«> 

13  4  4  4 

3f4    =yi+Äri,5.y, +ara,5.;ya  +  :rs,  t  ya.   ' 


a  3  4  4  4  4 

y«-«=yi+*i»5-yi+^»«-y«+^8»r-y8  +  ••••  +  ^«-4»  x.5f»-4; 
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also   nach    12),    wie   man  mit  Anwendung  de»  oben  eingeliihrten 
Zeichens  Xx,  xi  /i  leicht  findet : 


+  Ay.^,  X»  I  .^x— 4»  x.yx-4» 


also  nach  8)t     ^ 


I         '  «  3 

13)    yx  =  yi+ari,  x.yi+a:i,  x-ar»,  x.yi +a:i,  x.a:^,  x-ar«,  x.jfi 

4 
H-J:»,  x.^sj  X'^4>  X'^1»  5.^1 

4 

-|- ^8>  X  •  0:4,  X .  <:V5»  X  •  o^a»  6  *  9t 

4 

+0:4,  x.ar5,  x.a:«,  x.a:j,  y.ys 
u.  s.  w. 

4 

*       *  +ÄX— s>.x.^x-2i  x^  J?x— |f  X'^x— 4,  x«yx-4- 

Nach  9}  ist  jetzt  wieder: 
4  45 

y%    =91+^1*  «-91  > 

4  4.„         .  5        .  .      ft, 

4  4  A  5  A 

u.     6     w. 

4  4  5  A  A  A 

y«^-4 = jfi  +^1»  ••9i  +^Ä»  r  jy«  +^s»  e  Ä  +  •  •  •  +  ^«-4.  X  yx-»; 

also  nach  13)  auf  ähnliche  Weise  wie  oben: 
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Grunert:   V4t$r  äü$  InUrp0Uuian^robU%  IM 

+  ^4»«»  «-^a»  r»ya 
a*  B.  w. 
also  Dacb  8)i 

w) y-=»i 

l  »  »  4 

T*i»  «»yi  +*i » «-^  x-yi  +^1»  x«*a»  x-*S»  «'.Vi  +^l>  X •  ^at  K  •  ^8»  «•  *4>  « •ti 

-f-df^»  jr^^Sy  x*dr4,  x*^5»  x.^i»6«^l 

a 

+  ÄS»  «•^4»  *'^5»  «•^6»  x»**^«»  T  »ya 

6 

-f  ^4»x«^i»»  x*^5f  X'^rt  x.JiSsf  B'^a 

\ 

T  ^x— 4»  X •  ^x— f »  X  »^x— s»  X •  »Tx— 1 «  ir  »^x— ftf  X«  jfx— ^ 

Wie  man  auf  diese  Art  ireiter  gehen  kann,  onterliegt  nicht 
den  geringsten  Zweifel,  so  dass  man  also  jetzt  im  Allgemeinen 
die  folgende  Formel  erbtit: 

+^i>x.a:4,  x.yi 

B 

+  ar|,  X .  ^s,  X . a;8»  x.jfi 

4 

~l~^l»  x-^1^  x*^a>  x*^4»  x«3fi 

o*    s.    w. 
+  a!'i»  x-*r£,*x.^8»  x*^4»  »••••x»— |i  x»yi 

+  ^t»  x.aTj,  x*^4»  x.*ö>  x«.,.:rv,  x^scx»  M-**yi 

•p 

~f~^S»  x*^4ff  x*^5*  x«^6*  x*>**^9-fl9  x*^t»H-A*y9 

+  ar4,  x*^5>  x.dr«»  x.^r»  x...»iFisfft*  x.^s»  i4^»y8 
u.    8.     fr. 

11* 
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Setzen  vrxt  in  dieser  Formel  v  :=  x^  t ,  80:  wfrd  dieselbe : 

% 

a 

4 
+  JTl,  x.^«>  «•^s»  x«^4»  ««yi 

u.    e.    w. 

X-« 
+  ar|,  x.^s»  X'^a»  >f^4»  x....a^>f-a,  x.yi 


x-l 

+  ^t>  X . ^a»  ««^49  n»X^y  X  • .  • .  ^«-l»  X . .T|,  X  •  Jfi  » 


also: 


1 
15)  .  .  yx=yi+^ux.yi 

+^i>x.a:8,  x.yi 

8 

+ ^4*  X  •  -3^  x!-*ar»>  X  .yi 

4 
+  ^1»  x>X^  x-ÄTg,  x.^4»  x.yi 

U.      8,      W. 

X— 1 
+  ^1  »X  •  ^»  X  •  a?8>  X  •  ^4»  X  •  •  •  •  *X— 1>  X  »yi  f 

oder  nach  1) : 

17) 

1 

yx  =  yi+(a:x-ari)yi 

s 

+  (a:x— xi)(a:x — ^«)(^x — ara)yi 

4 

+ (jTx  —  a:i)(drx  -  ^a)(arx — ^rjXarx  -  4?4)yi 

U.      6.      W. 

x-i 

+  {xx  — ;ri)(arx  -  ar,)(a?x  —  a^Xor« — 0^4) , ...  (^4  -  ^x-i)yi. 
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Setot  QUi»  nun 

17) 

+  (0?— ari)(i— xa)yi 

u.    s.    w. 

wo  y  offenbar  eine  ganze  rationale  algebraidche  Function  des 
(n— I)8ten  Grades  von  x  ist,  so  erhellet  aus  16)  auf  der  Stelle* 
dass  diese  Function  jf«  wenn  man  in  Uir  allgemein  x  =  Xx  setzt, 
den  Werth  yx  erbSit,  so  dass  also  die  Function  y  eine  ganze 
rationale  algebraische  Function  des  (n  — l)sten  Grades  von  x  ist, 
welche,  wenn  man  fiir  x  die  VVerthe 

a?i,  X^  X^,  X^9  ,»*MXn 

setzt,  respective  die  Werthe 

STi»  ^9*  9a»  »4»  ••-9« 
erhält,  und  daher  das  luterpolationsproblem  im  Allgemeinen  aufl<ist 
Die  in  der  Formel  17)  Torkommetiden  Grössen 
1      «      a     4         «-1 

yi.  yif  yi/yi »i 

sind  die  ersten  Glieder  der  aus  der  Reihe 

yi»  y»»  Ä»  ^4»  ••••y« 

nach  dem  aus  §.2.  bekannten  Gesetze  abgeleiteten  Reihen,  und 
nach  dem  dort  gegebenen  Schema  zu  berechnen. 

Die  Formel  17)  ist  auch  ganz  voizQglich  geeignet,  wenn  man 
die  ganze  rationale  algebraische  Function  y  des  (it  — l)st«ii  Gra- 
des von  X  so  darstellen  soll,  dass  sie  nach  den  Potenzen  von  x 
geordnet  erscheint,  wozu  nor  nOthig  rat,  die  Producte,  in  welche 

19         9         4  «-1 

yi»  yii  yi»  .Vi»  •  -yi 


Digitized  by  VjOOQIC 


104  Grunert:   üeäer  das  MerpotattOHipro^iem, 

multipHcirt  sind»  unter  dieser  Form  darzvstellen»  was  nach  des 
allgemeiD  bekannten  combinatorischen  Regeln  und  Sätzen  keiner 
Schwierigkeit  unterliegt.  Am  besten  wird  man  aber  immer  thniiy 
die  Coefficienten  der  Potenzen  von  x  In  den  verschiedenen  Pro- 
ducten  nach  der  Reihe  successive  ans  einander  zu  berechnen» 
wozu  die  folgenden  sich  leicht  ergebenden  Formeln  dienen.  Uan 
setze  allgemein: 

JC— l        X— 1  X— 1  X— 1  X— 1 

also  In  analoger  Bezeichnung: 

so  Ist»  Nfell 

(.t?—jri)(a?—arj)(4r— arg) ....(« —a?x) 
?=(a?— j:|)(;r— d;»)(a:— arj,,..(;r— j:x-i).Or— ^x) 
Ist,  offenbar: 


X 

Co 

=s 

x-1 

-Ca«x. 

x-l 

x-l 

n 

c. 

X-I 

x-i 
-Cio^x. 

X 

c. 

x-i 

x-l 

•cvx. 

u. 

s.  w. 

x-l 
«— Cx-ia7x, 

n 
Cx 

x-l 
=  Cx- 

i; 

and  man  hat  also  die  folgenden  Formeln: 


u.    8.     n-. 
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wonach  die  Coeflicientoo  der  P)»tenseD  reo  x  in  den  in  Rede 
stehenden  Producten  sich  laicht  nach  und  nach  berechnen  lassen. 
Independente  combinatorische  Formeln  würden  sich  leicht  ent- 
wickeln lassen,  würden  aber  bei  nomerlscben  Rechnungen  weniger 
Bequemlichkeit  darbieten  als  die  vorstehenden  recnrrirenden  For- 
meln, deshalb  wir  es  nicht  fdr  nöthig  halten,  uns  mit  deren  £nt- 
Wickelung  hier  su  beschäftigen. 


8-  «• 

Wenn  die  GrSssen 

^1«  4Ps>  ^a*  ^4*  ••••  ^« 

eine  arithmetische  Reihe  der  ersten  Ordnung  bilden,  deren  Dif- 
ferens  Jsci  ist,  so  ist^allgemein 

18) arx=a?i  +  (*-lMj:i, 

and  folglich 

:rx,  x=;p;i— ÄTj,  =<( j?!  +  (1— l)iiari  I— |;iri  +  (s— l)z/^i J, 


19)    ....    arx,  A  =  a?A— Xx=(il— «)-^/ari. 
Setzen  wir  nun  wie  gewöhnlich: 

,       20;  \ 

-^     =»»-"(2)i.yi  +  C»)a.yj'. 
^i     =»4-(«)i.fr8  +  (3),-:»k-(3),.3fi,  .     , 

u.    s.    w. 

so  ist  offenbar  nach  (i  2.  mit  Rücksicht  auf  die  Formel  19): 
AlM  i«^  we(l'olkc1>  18)5 
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o;  *— j;^  =s  Ol  «^  dTf  *-**  2^IKi  » 

U.      8.      W« 

ist,  offenbar: 

=  izr.-^(^->X^-')  ••  ••(^-+">'*  • 

WO  nach  dem  Obigen 

* ^^y% 

gesetzt  worden  ist.    Folglich  ist  in  der  gewöhnlichen  Bezeichnung 
der  Binenital-Coefdcienteii: 

{x — a7i)(a:— ara)(a— iTs) . . . .  (ar  -  Xx^^x  =  (  ^xjx'  ^'^^  * 
und  daher: 

*        /a? — a?i  \ 

S  /a?  ^^  Xt  \ 

(ar-ar,)(ar— ara)(«-«,)sri  =(^^^'},"^^* ' 

n.    8.    w. 
-    •  •  •  f  ^  . 

■    '       '  ""*•      /•''"*  *i\ 

(a^—a;i)(x—x^(x — ar,) ....  (x—x»~i)  y»  =  (^  ^j.    J^^^  •  -^"-"yi  • 

AUo  ist  nach  17): 

21) 
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welchM  die  Ifengtft  b#kftrat«  IntoqHiliitloiitfbraiel  Dlrden  EliU  ^km 
arithmetische  Reihe  der  ersten  Ordnung  bildender,  odor  nach 
gleichen  Intervallen  fortschreitender  Werthe  der  als  unabhängig 
betrachteten  vMhiderlioliÄm  firl-jlBS«^  ist;  so  dasssalse  diese  fierm^ 
onmiitelbar  unter  der  al (gemeinen  Formel  17)  als  ein  ji^esonderer 
Fall  enthalten  ist  und  daraus  sehr  leicht  hervorgeht. 

'  \^\    ,  '  .  ,     ,  '. 

.,:.,.  ,    5-7.        ,...,..     ... 

Statt  nach  den  Grossen 

kann  man  die  Formel  21)  auch  nach  den  Grössen 

Vx*  S%*  fh»  »4>---3r« 
fortschreiten  lassen« 

Bevor  wir  aber  zur  Entivickelttn^  des  betreffenden  Ausdnicks 
übergeben  kOnnen,  mfisseii  wir  die  folgende,  auch*  an  sidi  in- 
teressante Betrachtung  fiber  die  Binomial  -  Coefficienten  ansteilen. 

Unter  der.  V*oraiissetzung»  dass  X  und  jii  positive  ^nze  Zah- 
len sind  und  n  eine  beliebige  GrOsse  bezeichnet,  wollen  wir  die 
Reihe 

(n)x,  -{l  +  l)l.(n)^.u  a+2)a.(«)H« »  (-ly(i  +  f*)A*.(»)M-A. 

zu  Summiren  suchen,  und  wollen,  indem  wir  die  Summe  dieser 
Reihe  durch  ffk,  fli>  bezeichneiii  . 

22) f{X,n) 

=  in)x-(X+  l),.(n)Hi  +  (i+2)..^n);.+t-....  +(-l)«(i+rtA^(«)i+M 

•etzeD. 

Nach  einem  allgemein  bekannten  Satae'°C(»«r  die  Zerl^nng 
der  Binomial -Coefficienten  ist: 

-(l  +  l\.(H-\)x     -(i+J),.(n— !);.+! 
+  (i.+  2),.  («  -  l)A+i  +  (1  +  2), .  (n  ^  l)H« 
-(A+3),.(M~-l)He-(l+3i)i.(«»--i;;Lf,        ' 
tt.     s«     w. 

+(-i)/«(x+ft);..(«-i)H/c.i+(-i)^a+^);..(ii-i^^, 
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16B  Srttntru   Oeter  4m  Merpoto/tonv^^'it' 

«■d  felgiieb  mdi  demMliMB  SatM  «OD  4en  Blnoakli-Coeflkieatw 
«ie-Torher: 

/^i,  »)pn  («~l)i„i^(Jl), .(»- l)A+(i+l),.(i»-l)Hi-— - 

....+(-lW-l-»»-i)M.(n-l)A+i»-i  -l:(-l)^i+»M-  («-l)i+/.; 

also  nach  22)  offeDbar: 

23)  fix,  n)  =  fH-1 ,  « - 1)  +  (-1)^A  +  ^)^.(«-l);.+^. 

Non  ist  aber: 

(H-j»);i.(«-l)HM 

(A-frrta  +  ft-l)....(H-l)  (n-l)(n-2)....(n-A— n) 

—  1.2.3....(»  *""      1.2;3....(i+f*) 

a-f(i)(A  +  t>— l)....3.2.l  (n— l)(w— 2)»...(»— i—ft) 

—  1.2.3... .|».I.2.3....i    '  1.2.3.. ..(i  +  f») 

a+»»)a-h»-l)-i(e±l)  («— t) .... (n - i)(n-I-l) .... (n—l-f) 

—      1.2.3.. ..1  1.2.3.. ..Kf»  +  l)....(i+»») 

fa-^l)(B-2)....(w— i)   (n- A-  l)(n-A-2)  ....  (ii-A»-f>) 
=  1.2.3.... 1  l.2.3....|i 

also: 

24)  .   .    (l  +  j*),u.(«—l)H^  =  («»-l)A •(»—*-')»" 
und  folglich  nach  23): 

25)  f{l,n)  =  fß- 1 ,  «  - 1)  +  (-  in*  -  1)A(«  -  *-  *)"• 

Nach  290  ist  j*Ut 

f{0,  n)=(«)«-(l),.(n)i  +(2)..(«).-....  +  (-WfV-(")/« 
_.  1— («)i  +  (n),-(n),  +  ....  +  (r-Vy.(nh. 

also  durch  Zerlegung  dor  BinomUl-Coefficienton: 

/(o, ») = i-(ii-i)i+(»-i)*— .--(— iy«(»-»)M-i+(-»)^-("-  !)/• 

_H.(„_l),-(n-l),+ ....  +(-l)''.(n-I);.-i, 
also: 
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98)     ...     .     /(O,«)  =  (-!)»•.  (»~I)^. 

Nach  25)  und  20)  ist: 

/(l,  ii)  =  /i[0,  ii-l)  +  (-I)Ai.(ii-l)i.(ii-J)^ 

=  (-I)M.(ii-2)^  +  (-iy'.(ii-lH.(»-2)/» 

=  (-l)^.U  +  («  -  1),K»-2)m. 
JUSO: 

27)  ...    .    Ai.«)«(-l)^.(«)i.(«-8V 
Nach  26)  and  27)  tot: 

/P.  ii)=/(l.  n-I)  +  (--l)/'.(«-l),.(ii-3),. 

=  (-l)/..(«-l),.(«_3)^  +  (-l)^.(«-l](,.(n-3)<, 

=  (-l)M.l(»-l)i +  («-l),Ki»-3);„, 
also: 

28)  ...    .    /13,  «)  =  (-l)M.(«),.(n-3)^ 

Nach  25)  nad  2ft)  tot: 

/t3,  n)-A2.  n-l)  +  (-l)M.(n-l),.(ii-% 

x=(-1)/«.(«-1),.(«-4)^  +  (-1)^.(«-1),.(«-4)m 

=  (_1)m.U«-1),  +  («_!),  )(«-4)p, 
abo: 

29)  ...    .    /t3,  «)=(-l)M.(»)s.(*-<)i». 

Wie  man  auf  diese  Art  weiter  gehen  kann,  ist  klar«  and  ea 
i«t  folglicb  allgemein: 

30)  ...     rti,  i»)  =  (-HlV«.(ii)A.(n-i-l)^. 
atoo: 

31) (-l>».(n)A.(n— A— l);u 

=  («)A  -  (A  +l)i .  (»)i+i+{l+2)..  («)*+•-  ••••  +(-l)^-  (Hrtp.  Wm^ 

5.8. 
Wenn  man  nnn  in  den  Ausdruck  21)  die  Werthe  von 

Th«u  xxxn.  1* 
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ITO 
aas 


aas  20)  eiofährt,  so  0tlMt  maus 

O.      8.      W. 

folglich»  wenn  man  diesen  Aasdruck  nach 

»1»  af«»  y».  Jfi*-  -y« 
ordnet : 

+  |(^).-«-C:^),W^).-- 

'    '"  Qr        S  W. 


9a 

9* 
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aiaio  naeh  31),  wenn  man  nacli  und  aaeh  in  dieser  Formel 

i=o,  ,»=«-1.  «=^; 

A  =  l.    ^  =  n-2,    «=^^5 

i  =  2.  ,»=»-3.  «=^; 
i  =  a,    ^  =  11-4,    1»=!^^; 

O.      8.      W. 


l=n  — 2,    f»ssl>     m:= 


/IXt     * 


;=«-!,    ^  =  0,    «  =  ?^ 


«etat: 


11*      8«      W. 


+(-'>'('-^)..(Ä-+>),»- 

'■'  fl. »•')•;       )  ••  -i 

Die  vorsteheode  Formel  kann  man  aber  noch  aqf  eine  an 
dere  Art  ausdrücken.  ^^ ' '  ' 

ZoTSrderei  ist  oiFenbar: 

I 
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—  ^"'^"-  1.2.3.. ..(n—l)^fa:t—» 

also,  wie  solgleich  erbellet: 

'-"-'e-^).(^-'), 

I.2.3....(«— IMoTi"-» 


fll-l 


_,    jv^i  (y— JTaX^— >;g8Kj?--J?4)""(^— J^*) 


NuD  Ist  aber 

Xi  —  x^^  — i^a?!  f 
a?i  — -  d?|  ^  —  6^Xi , 

X\  —  ^4  S=  ^  O^X\  p 

u.  s.  w. 

also 

(a?i  — a:t)(a:t  —  a:,)(ari  —  «4) . . . .  (ari  —  JF») 

und  folglich  nach  dem  Obigen: 

(-«-C-^).(^-0» 

_     (3?— jrft)(j?— a:a)(ar— a?4)(a?— jrft)..*.(jg— jr«) 
""  (xi  --x^ixi  —  arj)(a?i  — ar4)(jri  — «5). . .. (xi  —  j-«) * 

Ein  allgemeines  Glied  der  Formel  32)  ist^ 
Nun  ist  aber: 
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\  JXi    /x\    ^Xi  A-x-i 

^  1.2.3..,.(«— «— 1)  ' 

folglich  offenbar: 

V  ^a?!  /xV  iia?|    "■*""  /«-x-i 

-    (^-^^tX^— ^i~"^^i)""  (a?  —  a?i  — (»  —  JM^i) 

,^(g-a?i  — (x4-l)^3ri)(j?  -  JTt  -  (K+2)z/jr^) ....  (ar— a?i— (n— 1Mj?i) 
^  1.2.3....(«— »-l).iijFi»-*-* 

Es  ist  aber: 

«a     —  ^1  +  ^*i  • 

u.    s.    w. 
OTx+a  =  J?!  +  (»  +  l)^J?t  » 

u.    e.    w. 
-p^    =  «1  +  (m  —  l)^scx ; 

also: 

■"        1.2.3. ...«. i. 2-3. ...(«-»—l).-^^i"-* 
Ferner  ist: 


Digitized  by  VjOOQIC 


174  ernnert:   IMet  ää$  imkrpo9Minuip^(Mmn, 

««+1  —  04      =      %äxi  )\ 

o.     8.     w. 

U.      8.      W. 

folglich 

(d?«+.i—  a?|)(Xx+i— AT») ....  (^«+1— arx)(a:x-fi — «x+a)  ....  (^x-f^i — ar«) 
=  (— l)«-«^i.l;2.3....«.i.2.3....(n-«  — l).iix,*->, 

und  daher  nach  dem  Obigen  offenbar: 

(arx+i— d?i)(xx+i  — OTj) . . .  ."<arx-n— 'ÄriXarx+i— a:x+a) ....  (arx+i— a:»)  * 

Abo  tot  nach  32): 

(a?— Jra)(ar— JTaXjT  ~ar4)(3r  —  a?ft)....  (.r--ar«) 
(d?i— ara)(a?i  — ara)(arj— a:4)0ri^a:5)....(a:i  — ar«)  ^' 

(a?--ar|)(a?— a?s)(a?— ar4)(ar— arft)....(ar— ag«) 
"■"(art— a?,)(:ra--a^)(a;i— a:4)(ar»— ^»).-..(a^-ari)^* 

(ar  —  art)(a: — x^{x — x^(x — x^ ....  (ar—  :rw) 
■*■  (arg  —  a?i)(arj  —  ar^(a:,  —  a:4)(j?a  —  JTft) . . . .  (a?3 — 0?»)  ^ 

(jT— a;|)(a:  — ga)(ar— ara)(j?— a?a)....gr— ar«) 
"*"  (a?4— d?i)(ar4— ar^(a:4  —  ar8)(ar4— ar^) .... (a?4 — ar«) ^* 


"*"  {Xn—Xi ){Xn^X^{Xn—X^){Xn'-X^ ....(««  —  d?gi-.l)^" 
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Freilich  ist  dieo^  Fonnel  bier  qqc  Qoier  4er  Voraussetznng 
bewiesen  worden,  dass  die  Grßssen 

*i»  <*»*  *»*  *4^«*..»^w 

eine  arithmetisclie  Reihe  der  ersten  Ordnung  bilden.  Man  %\Siii 
aber  derselben  anf  den  ersten  Blick  an«  dass»  welche  Werthe 
auch  die  Grossen 

Xi,  OTj,  a:j,  x^y  .,,,xn 

haben  mogen^  in  vOiliger  Allgemeinheit«  wenn  man  fcir  x  nach  und 
nach  die  Werthe    '  •       •    /: 

Xi,  X29  ^»9  X^,  .  »,.  Xn 

setzt,  die  Function  y,  welche  offenbar  eine  ganze  rationale  alge- 
braische Function  des  (n— *l)sten  Grades  Von  ar  ist,  respective 
Hie  Werthe 

.Vi>  yt»  ys.  ^4,  •.•y« 

erbSlt,  so  dass  also  durch  die  Formel  SS),  welche  von  Lag  ränge 
gefunden  worden  Ist,  in  der  That  das  Interpolationsproblem  in 
grosster  Allgemeinheit  aufgelost  wird. 


5.  10- 

In  der  That  bedarf  die  formel  33)  eigentlich  gar  keines  Be« 
weises,  weil  der  Beweis,  um  so  zu  sagen,  in  Ihr  seihst  U#gt 
F6r  den  Unterrlc4it  kann  man  Indess  die  Sache  zweckmässig  auf 

folgende  Art  darstellen. 

# 
Cm  eine  ganze  rationale  algebraische  Funi)ti^.de4(fi*-TJUBten 
Grades  von  x  zu  finden,  welche,  wenn  man  für  x  die  Werthe 

Xi  ,   X29  X^a  X^9  .»,•  Xn 

setzt,  respective  die  Werthe 

yi>y«»  ys5  y4>— yn 

erhält,  suche  man  zuerst  eine  ganze  rationale  algebraische  Func- 
tion des  (ii^l)sleB  Grades  von  jt,  welche,  iwenn  man  lilr  ;t:'die 
Werthe 

Xi  ,  X^j  .  ...  Xh^Is  Jf*-f-l^«....  *fi       .-     i  '  ; 

setzt,  rerschwindet,  und,  wenn  mau  fflr  x  den  Werth  Xx  setzt 
den  Werth  yx  erhält  Eine  solche  Function  bezeichne  man  durch 
an.    Da  oadk  der-VeratissetzuAg'die  CtrOssen 
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sSmintlich  unter  einander  ungleich  sind,  so  muss  nach  einem  be- 
kannten Satie  von  den  gaaaen  rationalen  algebraischen  Fnndio- 
Un  durch  das  Product 


(j:— a?i)(a?— a^....(j:  — arx-i)(a?~j?M+i)....(:t— jr«) 

ohne  Rest  theilbar  sein,  so  dass  also 

«»  =  J8:(dP  — .  0?,  )(j? — aft) . . . .  (ar  —  a:«-i)(a?  -  j?Ä+i) . . . .  (a:— jr«) 

ist»  wo  K  nur  eine  Constante  sein  kann,  da  um  und  das  Prodact 

(«'— ÄTiXa:— d?^ .. . .(«— a:x-i)(ar— JTx+i)  • .. .(«— ar«) 

beid^  ganze  rationale  algebraische  Functionen  des  (it  —  1)8teD 
Grades  sind.  Um  die  Constante  K  zu  bestimmen,  dient  uns  die 
Bedingung,  dass,  wenn  man  flir  as  den  Werth  Xx  setzt,  g  den 
Werth  y«  erhalten  soll,  was  pns  die  Gleichung 

yn  =s  Ä(arjr— a?j)(a:K  —  «»)....  (a:« — *x-i)(a?»  —  jfx+i) ....  («x — ar«), 

also 

(a?x-^a:i)(a:x— a?£) . .  ..(arx — a:x-i)(a:x— afx+i) . . .  .(«x — a?«)  * 
folglich  nach  dem  Obigen 

"*  ^  (arx— a?i)(a7x -«k) . . . .(ar«— a?x-i)(a?x  -  a:x+i) . . . .  (arx— af«) '* 
giebi 

Hiernach  sind  also 

_      (ar— a?g)(a?— araXar— ag4)(a?  — arft)....(ar— a:,) 
^       (ari  — a?t)  («i— a?j)(ari  — a^Carg  —x^) . .. .  (a?i  -  a:.)*»  ' 

_      (ar— a:|)(a?— a:^)(a?>-ar4)(a?~arft)..,.(ar— a?,) 
"•       («k— a?i)(^»-«8)(««-a?4)(a:,— a?,)....(a;^-.ar«)^/ 

__     (ap  — a?i)(a? — a?a)(a?— a?4)(a?->a?^)....(ar— ar») 
•*•  *"  (a?g— ari)(a?,— a:^(ar,— ar4)(j:,— ar^....(ar,— ap«)**' 

^     (a?— ^i)(a?-a50(a?— ar,)(ar— a?5)....(ar— ar«) 
^       (a?4— dTiKar^— a^(ar4— ara)(a:4— ar5)...,(a?4— ar«)**' 

d.    s*    w. 
**"  ""  («■— ariXj?»— a:j)(a:ji— a^Ka?«  — a?4)....(a:«— arii-i)*" 


I 
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sifldittteh  gatee  ratfonale  migtbiahelie  FoncfioMn  daü  (it  — I)8ten 
Gndes  vmi  ^,  weldie  versdiwiiideDv  waon  gu»  nach  der  Reihe 


.  ar  =  ^»  Xg.,  X4,  Xgf  ....«Till 
xssjP|,  dPs>  df4y  OTfy  ••••XB^; 

^SS^Vl,  dS§«  X^,  Xgf  ••••Xn\ 
X:=X\f  X%,  Xg9  X^,  .*,.  Xn'y 

IL     8.     W. 
X^Xi,  X%f  9g f  X^f   •••.Xm^I 

setzt,  and  welche  die  Werthe 

yi*  v%»  Ä>  y^»  ••••yn 

erhalten,  wenn  man  fllr  x  die  Werthe 

Xif  X%j  Xg9  X^p  ....  Xu 

setzt.    Alao^bt  offenbar  die  Sammei 

tii  +  «a  +  tif+a5i+.. ..+!•» 

eine  ganxe  rationale  algebraische  Function  dea  (n— l)aleo  Grades 
von  X,  weiche,  wenn  man  fflr  x  die  Werthe 

0?!',  Xg,  XgfX^,  ....o?« 

setzt,  respectlTe  die  Werthe 

$tk»  9*»  y%»  94»  ••••  9» 

erlillt;  mid  beseichnet  man  folglich  eine  solche  Function  von  x 
fibeihanpt  durch  ^,  so  ist 

9^Ul+tig+Ug+U4+....+Hn, 

MgUcb  nach  dem  Obigen: 
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(j  —  >ig|)(j?— Jr,)(a:— a?4)(j?— JTft) . , . .  (a?— arn) 
(*«  -  ÄTiK^rj -*- ar3)(j-j*-«4)(i»,  -  Ä-5) . . .  i  (a:,  -  ar«)  y* 

(a? — ar,  )(x  -r  J=i)(j? — 4:4X3?  ->  jr^).  ^.  (^  -  arn) 
(a:,— a?i)(a?,  — a?a)(a?a— ar4)(a:,— ar4)....(a:^— a:«)^* 

(a?-art)(ar--a:^)(a?-^ar8)(ar  — ar4).,:.(ar— arn) 
■*■  (ar*  — ari)(ar4— ar2)(ar4— a?3)(.r4— ;r^) . . . .  (3:4— a:«)^* 

U.      8.      W. 

(.T— ar|)(ar— araXar  — ar,)(j  — ar4)....(a?— a?ii^i) 
"*"  (ar«  —  ar,)(^«— a:2)(a;,i-t-^(a:«— ar*).. .  *(ar,— ar«^)** ' 

welches  die  schon  oben  gefundene  Formel  ist 

Die  merkwürdige  Formel  17)  Ton  Stirling^  deren  allgemei- 
ner Beweis  der  Hauptz^^eck  dieser  Abhandlung  war»  scheint  mir 
bei  der  Ausfahraiig  von  Interpolationen  ffir  nach  ungleichen  Inter- 
vallen fortschreitende  Wertbe  der  als  iinaWiSiigig  betraphtetea 
veränderlichen  Grosse  der  obigen  Formel  von  Lagränge  vorsn- 
ziehen  zu  sein,  und  ich  machte  daherjepe  merkwfirdige  Formel, 
di^  bis  jetzt  wohl  wenig  Beachtung  gefunden  hat,  der  Aufmerk- 
samkeit der  Mathematiker  empfehlen.  •  ' 


§11. 

'  Ich  #tll  diese  AbiiaKdlting  mit  einigen  allgemeinen  Beiiierkon- 
gen  fiber  die  Anwendung  der  im  Obigen  enfwldkelten  Ititefpola- 
tionsmethode  in  den  Naturwissenschaften  schliessen. 

Wenn  zwischen  den  Grossen  a;  und  y  eine  gegenseitige  Ab- 
hSngigkeit  Statt  findet,  und  y  als  Function  von  a;  hetracMet  wird ; 
so  nehmen  wir  nach  dem  Obigen  also  an,  dass  durch  Versuche 
oder  Beobachtungen  eitle  Reibe  einander  eiitsprechender  Werthe 
von  a?  und  y  bestimmt  worden  sei,  etwa  fi  an  der  Zahl,  welche 
vHr^'^edi^r  dlureh   •      -  • 

^1»  ^a>  ^9»  ^Af  ••••^«9 

9iM  Vt»  yai  .^4»    ••W 

bezeichnen  wollen.     Dann  lassen  sich,  -  mim  liekaBiit,  tnItMbt  Ofti 
serer  obigen  Methode  die  CoefBcienten 

ilO»     il|9     A%9     il§,     ••••   iifl— 1 


Digitized  by  VjOOQ IC 


der  ganzen  rationalenj  dgebniAbheB  Fnoctton^e  (n  — l)«tenGra* 
des  von  x: 

«o  bestfmmen,  dase  di^ae  Pauction,  wenn  man  In  ihr  für  x  die 
Werthe 

^1*  ^f  ^>  «?#f^»-»'  *• 
0etBt>'Teapebtird  die  Werthe  ' 

yi*  y«'  3^8*  ^4»  ••••y« 

erhält 

Nun  aber  sind  hierbei,  iria  ernir  acheint,  eigentlich  zwei 
FSlIe  zu  unterscheiden,  die  |iian  bisher  in  der  Lehre  von  der 
loterpolation  nicht  gehOrig  unterschieden  hat,  so  wichtig  nach  mei- 
ner Meinung  auch  diese  Unterscheidung  Ist. 

Erstens  kann  nämlich  das  Gesetz  der  Abhängigkeit,  der 
Grossen  X  nnd  y  Von'  einander  ein  theoretisch  (iernonstrirtes,'' 
also  a  priori  bekanntes  Naturgesetz  sein  *).  Wenn  z.  B.  x  den  Si- ' 
nus  der  geographischen  Breite  und  ^  die  derselben  entsprechende, 
in  einem  gewissen  Maasse  ausgedrfickte  Länge  des  ei^faclien. 
Secunden- Pendels  bezeichnet,  so  lässt  sich  bekanhtlich  ab^  deü' 
Gesetzen  der  aUgemeiqeni  Schwere  mit  ^ojuetrischef  Efridenz  her- 
leiten, dass,  wenn  ^0  uncf  il^  zwei  gewisse  Constanten  bezeichnen, 

y  —  A^^A^pc^     /  j     .    '  I    ! 

ist,  so  dasir  also  diese  FormeleintheoreCiseh  demomrlriHes,'fö!g^' 
lieh  a  priori  bekanntes  Naturgesetz  ausdrückt  Hat  man  nun  durch 
Versuche  und  Beobachtungen  eine  Reih^  einander  entsprechender 
Werthe  tou  x  und  y  bestimmt,  deren  Anzahl  Imvorliegenden  Valle> 
jedenfalls  grOsser  als  2  sein  mnss;  sind  z.^B."^*)  die  Werthe 

^1»  ^%9  ^%>  ^4»  *s»  ^*  '      r 

von  X  die  Sinus  tter  feögiaphischen  Breileu  •  '  • ' 

38».    Sy.    46''  (Formentera) 

44.     36.     45    (Figeac)  .^      , 


*)  Ich  weiss  sehr  wohl,  dass  man  diesen  Fall  bisher  gar  nicht  in 
den  Kreis  der  Interpolation  §esOgl»p  haij  td^wdsp.  aber  anff  meine  fol- 
gende Exposition.. 

*^  Biot:  Astronomie.    Paris.  1810.    T.  III.  Addi  |p.  IM. 
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u. 

HO. 

SS    (B«tde«nz) 

46. 

48. 

4& 

60. 

IS    (Paris) 

81. 

2. 

8    (Onnkerqae) 

and  die  Werthe 

▼00  y  die  eotsprechenden,  in  Metern  ausgedrückten  Lfeigen  dee 
einfaeheo  Secaoden  -  Pendels : 

0,7412517 
0,7416243 
0,7410151 
0,7417187 
0,74ig262 
0,7420865; 

so  wird  man  nacli  der  im  Vorhergehenden  entwickelten  Methode 
ans  diesen  Zahlen  die  Coefiicienten 

^f  ^i»  ^f  4i>  ^»  -^ft 
in  der  Function 

bestimmen  können.  Wären  nun  die  obigen  ZSahlen  mit  gar  keinen 
Fehlem  behaftet,  also  völlig  richtig,  so  mfisste  diese  Rechnung, 
weil  wir  a  priori  wissen,  dass 

y^Ao^A^'^ 

ist,  genau 

iJi=:0,  i<a=0,  ^4  =  0,  ilftSsO 

und  für  A^  und  A%  ebenfalls  awei  gewisse,  TÖllig  genau  richtige 
Werthe  gehen*).    Da  aber  alle  unsere  Versuche  und  Beobadh- 


^)  Um  diM  näber  so  begründen,  ao  klar  die  Sache  andi  an  eich 
Ul,  wellen  wir  annehmen,  daee  miUeist  dee  Inlerpolationeproblems  die 
Coefficienlea 

•o  bettimmt  werden  seien,  dsM 
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tugM  Dothwe«dig  «tet«  ni^  f  eUera  lwhall«t  /tincl,  ao  wird  man 
nnr  niherangsweise,  und  iwar  jederseit  mit  desto  grSMerer  G«- 
nuiiglceit,  je  geoaaor  die  Beobachtnngeo  oder  '.Tersnche  ange- 
•(«Ut  waren. 


y,  =  Jo' + 4 '«* + ^a'««* + ^e'«t" +^*  ^«* + ^.'V . 

jl^  =s  4»' +  /«,'»,+ J,'a>,*+ 4,'ar,« + ^«'«fc* + i<i'V. 

üi.    Weil  am  aker  ala  ■  prSiMri  bekaaat  Toniiag«Mtsl  wird,  4aM  aU- 
(«■•■■ 

iit,  10  isti 

Zieht  naa  diete  Gleichvn^n  tob  den  obigen  «b»-  co  erhält   man  die 
Gleicheegen : 

+ ^,'*,« + ^4' V + 4,  V  i  '^  **• 

i,'-i<a  +  i<i'«i  +  W-i<,)«,«   ,  , 


+  4;>4»  +  4W+^a'vt  ""*' 
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erhalten»  Ja  man  wird  das  mit  grösserer  oder  geringerer  Ge- 
nauigkeit Erfiilltsein  der  vorstehenden  Gleichungen  als  ein  Krite- 
rlom  der  bei  der  Bestimmung  der  beiden  Constanten  A^  und  Ä% 
mittelst  der  obigen  Methode  erreichten  Genauigkeit  zu  betrachten 
sich  betreehllgt'  halte*  dürfen/  Vielleicht  wfirde  man' selb«!  geneigt 
sein,  4jie  reciproke  Somme  der  Quadri^te  der  Coefficienten  J|, 
ilg»  A^/A^9  nämlich  den  Bruch       ""' 


.  4i*+^li**44*  +  i<s*' 

als  ein  Blai^  :deT  I)ei  der  Besämmnng  der  Qenstäilteir  4b  vnd  A^ 
erreichten  Genauigkeit,  anzysehen.  Alle,  diese  Bemerkungen,  die 
Ich  übrigens  ftr  jetzt  nur  ohne  alles  tieferes  Eingehen  der  obigen 
Ai)haiidking  anreihe,  behalten  naturlleh  nur  dann  ihre  ?olle  Gül- 
tigkeit, wenn  das  theoretisch  demonstrirte  Gesetz  der  Abhisgig^ 
keit  der  Grösse  y  von  der  Grispe  w  sich  durch  eine  ganze  ratio- 
nale algebraische  Function  von  x  mathematisch  ausdrücken  läset 
Wie  man  sich  aber  in  anderen  .Fällen  zu  verhalten  haben  wOrde, 


^o'-4«+  A^'x^  +  W-4i)f5^.  ^  ^ 


=0; 


^/-4>  +  i*i'*5  +  (^*r-^e)*s^ 

Md.  verscherfiiMl«!!  mm  die  Coefielentea 

Aq  — Aq9  Ag  t  A%  — A^f  A^  t  A^  ,  A^ 

niqbt  «Rkiiutncb,  m  war^ 

X'  -Ao^A^'a^  {A^^A^x^  +  A^'a^^A^a/^^A^'x^ 

eine  gaase  rationale  algebralMhe  Fyiiclteii  d«s.  fünften  Grades  vtfa  or, 
wcttbe  für  dje  sechs  angleichen  Werthe  JTi,  jr,,  X^^  X^y  X^^  x^  von 
X  verteil  wände,  was  liarh'  dem  im  Archiv.  Tbl.  XXXI.  Nr.  IL  S*  ao. 
unter  IIL  l^ewiesenen  Satse  angereimt  ist.  AUo  müssen  die  obigea 
Coefficienten  sammtllch  verschwinden,  oder  es  nmis^ 

A^'^A^i  Ai!±^9v  A^'^A^,  iJ,'  =  0,  i44'=0,  il.'=0 

sein,  wie  oben  behanplel  wurde.-  0a««  dle:0if«H»^i4ri>  ^,^«,  ^r«, 
X^^  x^  sammtlieh  unter  einandec  nngleieh  sind,  liegt  in  der  Natar  des 
laterpelatieasprebiema  and  versteht  «Ich  daher  von  selbet. 
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weiss  jeder,  wer  mit  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  beluuint 
Ist,  worfiber  daher  hier  nichts  welter  sn  sagen  Ist 

Zweitens  kann  das  Gesetz  der  AbhSngigkeit  der  GrOsse  y 
von  X  fiberhanpt  unbekannt  sein»  welches  der  gewöhnliche,  bisher 
Immer  nur  alldn  betrachtete  Fall  der  Anwendung  des  Interpola- 
tionsproblems ist  Dann  kann  man  also  nur  hypothetisch 
annehmen,  dass  die  Abhängigkeit  der  Grösse  y  fon  x  durch  die 
Formel 

sffsgejjgjckt :  wsr^ej  >  und  die  Coe&cienteo    ,     .    • 

mittelst  unserer  obigen  Methode  bestimmen.  Von  der  Formel, 
welche  man  auf  dieae  Weise  findet,  wird  man  aber  immer  nur 
sagen  dfirfen,  dass  dqrfh  jdii^elbe  das  Gesets  der  Abhängigkeit 
der  Grosse  y  von  ;r.  Innerhalb  der  beiden  äussersten  Grän- 
zen  der  angestellten  Beobachtungen  oder  Versuche, 
mit  desto  grosserer  Genauigkeit  dargestellt  werde,  je  mehr  In  den 
beiden  Reihen 

./...*   5\. /         •  ^1»  ^*»K;r^,  3^4, .... a?ij;  ,  i 

Sis  t/tf  99»  y4»''"yn  •    ^ 

die  GKeder  In  stetiger  oder  continoirlic|ier  Folge  A>rts<Arfli- 
toti  .rlMir  iwird  .^icb  in  diflsem  Falle  nie  b^bspptea  lassen^  wo- 
bei ich  aber  nochmals  bemerke,  dass  Ich  fär  jetet «liier  picht jd|e 
Absicht  habe^  diesen  Gegenstand  weitläufiger  theoretisch  auszu- 
führen. Sondern  mich  mit  den  oUgto  allgemeinen  Andentiingen 
▼o'rlSn^g'begpQg^e.'  .  •    .    i- 


Digitized  by  VjOOQ IC 


184  Welier:   Zur  iMU$rtUt0n  eHUger  Simmrfß 


XVI. 

Zar  Integration   einiger  linearen  Differentialgleiehoih 
gen  der  zweiten  Ordnang. 

Voo 

Herrn  Doctor  A.  fWeiler, 
Lehrer  der  Mathematik  an  der  höheren  Bfirgertcfanle  an  Mannheia. 


In  dem  288ten  Theile  dieses  JoorDals  S.  271.  giebt  Herr  Pro- 
fessor Wo I  fers  die  Entwickelong  einiger  schon  fon  Enler  aaf- 
gestellten  Integralgleichungen.  Dies  war  Veranlassung,  die  Inte» 
gration  der  entsprechenden  linearen  Differentialgleichungen  noch 
anders  su  versuchen.  In.  dem  SOsten  Theile  S.  302.  findet  sich 
eine  voliendMe  Darstellung  dieser  Integrationen  von  Herrn  Pie- 
fessor  Lobatto. 

Es  lassen  sich  unsfiblig  viele  andere  lineare  Differentialglei« 
chungen  augeben,  deren  Integrale  in  ähnlicher  Weisi^  wie  die  so 
eben  erwähnten  durch  Potential-,  Exponential-  und  logarithmische 
Funktionen  ausgedrfickt  werden  können.  Je  weniger  allgemeio 
derartige  Differentialgleichungen  sind,  desto  eher  gelingt  es,  die 
Integration  durch  wenig  Rechnung  au  bewerkstelligen,  da  man 
sich  dann  um  so  leichter  den  besonderen  Eigenthfimliehkeiton  der 
Differentialgleichung  anschliesst.  Wenn  man  aber  eine  grSssere 
Auswahl  solcher  Integrationen  vor  sich  hat«  so  findet  sich  durch 
die  Vergleichung  eine  gewisse  Uehereinstimmung  in  der  Rech- 
nung, und  es  gelingt  alsdann  nicht  selten,  verschiedene  Differen- 
tialgleichungen in  eine  aligemeinere  susamm^nzufassen,  deren 
Losung  nicht  mehr  Rechnung  erfordert,  als  die  eines  besonderen 
Falles.  Was  die  oben  erwähnten  Differentialgleichungen  angeht^ 
so  kann  man  fragen,  in  welcher  Form  etwa  allgemeinere  lineare 
Differentialgleichungen  sich  aufstellen  Hessen,   deren  IntegratioD 
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in  der  beseichneteD  Weise  «ich  gestaltet»  ds.es  dann  überflfiaaig 
wSre,  noch  einnM  auf  die  foesondi^ren  Fälle  •  mUcksakomnien/ 
Ich  glaabe»  das»  man  in  dieser  Absicht  mit  Vortheil  die  folgen- 
den drei  Formen  gebraofbt; 

leb  darf  mich  aber  'dafanf  beschranken,  das  Integratlonsverfiih* 
ren,  was  hier  zaro  Ziele  führt,  und  dÜB  Resultate,  wosn  man  ge- 
bogt,  nur  anzudenfeA,  da  ich  dies  äädfiShrlicher  in  dem  51sten 
Bande  ^e»  Crelltf^schen  Jöornals  'gegeben  habe. 

Die  angegebenen  Differentialgleichungen  werden  vor  Allem  in 
eiofacbere  Formen  umgewandelt,  indem  man  anstatt  der  abhän- 
gigen Veränderlichen  %  sowohl  als  der  nnabbängigen  Veränder- 
lichen 3f  neue  Veränderliche  einsetzt,  welche  als  Funktionen  der 
nraprünglichen  gedacht  werden.  Auf  diese  Weise  gelingt  es,  die 
Gleichungen  1.  und  2.  in  allen  Fällen  auf  die  einfachere: 

snd  die  GMehung  3.  auf  die  einüncbere: 

larOck^uflihren.  Die  Gleichungen  4.  und  6.  liefern  besondere  In^ 
tegrale  in  der  Form: 

z=y*  r-(e-y)l»rfe, 

worin  F  eine  bestimmte  Funktion  von  e  ist»  die  Integratiomgren* 
um  «1  mid  «a  nnd  der  Exponent  p  gegebene  Werthe  «Ind.  Fflr 
die  Gleichnng  4.  findet  man : 


t=  /    '  s-»o*(tp— y)*ifo. 


nd  die  Integrationsgrenzen  ei»«d',   esO  ond  tiszp    Für  die 
GWchttDg  6.  aNr  kt: 


Tkdixxui.  la 


Digitized  by  VjOOQIC 


180  W0ii$r:   Zw  iniegrart&m  eHiigtr  üneätdH 

and  man  hat  die  IntegratioiwgreMen  v=±(x>,  «  =  0,  r=cl,  0=^. 

Die  besünmle  Integration  iSaat  sich  in  nntShiigen  FSlIen  nit 
Hilfe  von  Potential  •,  Exponentiäl*  und  logarithmi^chen  Funktionen 
dorchflEihren ,  und  aof  diesem  Wege  gelangt  man  dann  zn  Integral- 
formen  von  der  verlangten  JBeacliaffenheit.  Man  erhält  Potentlai- 
dnd  Exponentialfunktionen»  wenn  einer  von  den  Exponenten  a 
und  b  in  der  Gleichung  6.  eine  positive  oder  negative  ganze  Zahl 
ist  Die  Gleichung  7.  liefert  eine  Potentialfouktion,  wenn  eine 
von  den  vier.  Gr&ssen  a,  b,  a^c,  6—«  eine  positive  odiur  nega« 
ttve  ganze  Zahl  ist  Ausser  dem  gelangt  man  da  zq  zwei  yier- 
^chiedenen  Potentialfnnktlonen»  wenn  von  den  nachstehendes 
seclm  Paar  Bedingongsgleichungen  irgend  eines  erfüllt  bt: 

€  +  l=:±(a-6)  =  5. 

a  +  *^c=a:(e+l)  =  g. 

Darin  bedeutet  der  Buchstabe  i  eine  positive  oder  negative  un- 
gerade Zahl.  Doch  ist  «ine  von  <lieoen  zwßlf  GMehmigen  Ar 
sich  nicht  hinreichend»  damit  ein  einsiges  besonderes  Integ^  der 
Art  bestehe« 

Es  giebt  fibrigens  auch  Ffille,  wo  man  nach  vollzogener  Trans- 
formation sogleich  die  einfachere  lotegralform  anzugeben  im  Stande 
ist»  ohne  vorher  auf  jene  bestimmten  Integrationen  einzugehen, 
deren  man  sich  im  allgemeinen  Fall  zu  bedienen  hat.  Dnd  hier- 
her geboren  auch  die  oben  erwfihnten,  von  den  Herren  Wolfera 
und  Lo hatte  integrirten  Gleichungen.  Diejenigen  Rechnungen, 
welche  hier  zum  Behuf  der  Transformation  vorgeachrieben  sind, 
irelrbeja  nur  itenig  ab  von  den  von  Herrn  Lo  halt  ir  gegebieneB. 

L    Die  Gleichung 

bietet  nichts  Bemerkenswertfies ,  da  sieh  zwei  beaondere  Inte- 
grale in  der  Ferm.jf^^r«  vorfinden. 

2.    Ffir  die  Gleichung 


Digitized  by  VjOOQ IC 


ist  die  Transformatioii  :rs=-  Torgeschrieben.    Dies  flihrt  auf  die 

neae  Gleicbnng  ^-|-/*y=0,   welche  selbst  swei  besondere  In- 
tegrale in  der  Form  y  =  e>"^  liefert 

Z.    Die  Gleicbnng 

ist  in  transformiren  mittels  gssxs,  nnd  fSbrt  so  wieder  auf  die 
einfachere  Gleichnog  fVssg. 

4.    Der  Gleicbnng 

genügt  man  durch  yssa+bx.    Man  setze  desshalb  y^^v+ba-t-Op 
Qod  man  erhält  so  die  neue  Glelcbong: 

Man  hat  hier  weiter  an  setzen  v=saflt,  nnd  man  gelangt  sn: 

oder 

tf  _     2b 

»'  "^  «— &r' 
Daraiw  folgt  dier 


^  ""  (a— te)*' 
oder  auch 

wenn  e  nnd  Ci  willkühriiche  Beständige  sind.    Bfan  findet  weiter: 

oder 

i»ii»e 


!•• 
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XVII. 

Üeber  den  Mantel  eines  Kugelrumpfs. 

Von 

Herrn  Doctor  Paul  E$cher^ 
PriTatdooenCen  «ler  Mothematik    am   «chweizerischen  Poljtecbnikani 
.^   ;  Zürich. 


Aufgabe,  Den  Mantel  M  eines  Ka^elrunipfs  zy  be- 
rechnen, wenn  die  Halbmesser  a  unil  b  <ier  ihn  begren- 
zenden Parallelkr4ise  und  die  Hohe  h  des  Rumpfs 
gegeben,  sind.  * 

I.  Losung. (algebraisch).  (Tef.  (I.  Fig.  7.)  Denken  wir  uns 
den  Kugelruropf  zu  einem  Kugelabschnitt  ergänzt >  wodurch  er 
als  Cnterschied  zweier  Kugelabschnitte  erscheint  $  4e»keii  wir  UMI 
ferner  durch  die  gemeinschaftliche  Axe  EF  dieser  drei  Körper 
eine  Ebene  (einen  gr5ssten  Kreis)  gelegt«  so  erbalten  wir  als  Schnitt 
des  Rumpfs  eine  Figur  AB  CD,  die  als  Cnterschied  zweier  Kreis- 
abschnitte ABCED  und  CED  erscheint,  welche  bezieh ung^weit^e 
die  Schnitte  der  schon  erwähnten  Kugelabschnitte  bilden.  Ziehen 
wir'nun  vom  Pol  E  aus  die  Sehnen  EB  und  EC  und  bezeichnen 
die  unbekannte  Länge  des  Kugeldurchmessers  EB  mit  x  und  die 
von  EG  mit  y,  also  die  von  EF  mit  A-fy,  so  ist  nach  einem 
bekannten  Satz  der  Stereometrie 

der  Mantel  des  Kugelabschnitts  ABCED 

=  ;r.£;Ä«=:«|a*  +  (Ä  +  y)«|==»UH**  +  2*Sf+y*K 

der  Mantel  des  Kugelabschnitts  r£Z> 

=  ».£;C«  =  «(6«+y«); 

olglich  der  Mantel  des  Kugelrumpfs  ABCD: 
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• 

il^=s»(««-6»+*«+2Ay|.  (I) 

Zur  Bestimmung  der  CnbekaaDteo  y  bemericen  wir,  das«  einerseits 

JBB«  =  o«  +  (*  +  y)«   und   £C»  =  *»fy«. 
andererseits 

£Ä«  =  ar<A  +  y)   und   EC^zsixy 
ist,   woraus  folgt: 


Wir  erhalten  somit: 


«^  +  AV +*y*  =  ft*A  +  *^.' 
*y*+(a»-Ä»+*«)y  =  A«A. 

Der  eine  Wurzelwerth  letzterer  Gleichung,  nämlich 

liefert  die  durch  y  vertretene  LSnge  der  Linie  EG.    Substituiren 
«rir  diesen  Werth  von  y  in  die  Gleichung  (I),  s«  finden  wir: 

M=  n.  V  (o»-6»+Ä«)« +*Ä»Ä« 
=«.  V  (a*+6«+A*--ia**»+2a»A»-26«A«)  +  4Ä«Ä» 
=«.  V  («•+64+A«  +  2a«6«+2««A»+2Ä«A«)  -4a«i» 
=  «.  V  (o«+  6«+ A«)>  -  Ci«*)* 
= » .  V^(d"+A*+A«+2a6)  (««  +  *»  + A»—2ci^) 
=:».y  |(o  +  /|)«+A*j.Uo-6)*+A«|. 

I 

II.  LSsnng  (algebraisch).  Unter  der  Voraussetzung^  dass 
In  keinem  Fall  4er  Halbmesser  b  grosser  als  a,  mOge  wiederum 
ABCD  (Tar.U.Fig.8.  und  Fig.9.)  den  Schnitt  des  Kugelrumpfe 
vorstellen,  den  wir  erhalten,  indem  wir  durch  die  Axe  FG  des 
Rumpfs  eine  Ebene  legen.  Ziehen  wir  nun  vom  Mittelpunkt  O 
d«r  Kugel  aas  die  Halbmesser  OA  und  OD,  und  bezeichnen  wir 
4is  unbekannte  I^foge  des  Kugelhalbmessers  mit  z,  so  ist,  weil 
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OG^^OB^-^DG*  and   OF*=sOJ^- AF», 

nad,  da  feraer  OG^^OFssh  bt: 

Quadrlien  wir  beide  Seiten  dieser  Gleichnng,  ao  erhalten  wir 

^^^-l-t*—a*^2W  (»«-o«)(j«-6«)s:il^ 
eder 

T2  V»«-o«.*-Ä««*+o*i*  =  (a«  +  6«+  *•)— 2»«. 

Indem  wir  nun  nach   die  Seiten  letsterer  Gleichnng  qnadrlren, 
bekommen  wir 

4«*  -  4aV— 46%*  +  id^««  (<^ + 1*+ A^— 4  (a«+*«+  *^  «•+4«*, 

woiaaa  folgt: 

4AV  =  (o«  +  **+ AV  -  :*<«• 
oder 

'(2fe)«ss  («•+*•+ *•)«  -  (2o6)« 

=:t(a  +  6)» +A«1.t(o-6)«+*«!. 
Wb  finden  somit 

2Ax = V  l  («+*)•  -M») .  l  («-  ft)"+  Ä"  I» 
and.  Indem  wir  cUesen  Wertb  von  Sftt  in  die  Gleichong 

jir=2»/b 
sabstttoiren, 

J|f=«Vl(o  +  6)»+A«||a-6)«+A«|. 

Znsats  an  den  beiden  ersten  LSsangen.    Ist  a^A,  so 
geht  die  Gläcbang  < 

Ä=»VUa+6)»+An.Ko— *)»+AF| 
fl1>er  in 

üf=«A.V4?+X*. 

IIL  Lftsnng  (geometrisch).    Nehmen  wir  znnichst  aa,  daaa 
6  <  a.  dass  also  der  Parallelkreis  mit  dem  Halbmesser  b  writw 
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vom  Mittelpan^t  O  d^r  Kng»!  entferiit  Jbgt  ab  der  Fimdlelkr^ 
mit  dein  HalbmeMer  a ;  Betsen  wir  ferner  Torana,  daaa  die  Figur 
ABCD  (Ta£U.  Fig.7.aedFig.8.)  den  nittelet  einer  eeiner  Meri- 
dianebenen  her?orgebracliten  Schnitt  dea  Rnnipfa  ▼«ralelit,  und 
sieben  wir  nun  den  Dnrehmee'ser  CH,  aedann  die  Geraden  AH, 
AC  und  BC,  und  acblieaslich  CJ  aenicrecht  au  AB,  ae  erhalten 
wir  awei  einander  ähnliche  Dreiecke  ACB  und  BCJ.  Eil  ver- 
hält aicb  aomit 

CBiAC^^BC.CJ, 
weraua 

AC.BC^CH.CJ 
und 

n.AC.BC:=i%.CB.CJ. 

nXB.CJ  ateilt  aber  den  Inhalt  tdoi  Blaotel  efaiea  CyHnden  vor» 
deaaen  (jSnuidfläehe  den  Kugeidurcheaieaaer  CB  awn  Dnrchmeaaet 
beaitst  und  deaaen  Hohe  gleich  der  Runpfhöhe  CJ  iat  Nach 
einen  bekannten  Satse  der  Stereoaietrie  iat'  alae  der  Mantel  dea 
Kogelrumpfa  M ssx.CB.CJ,  und  aomit  auch 

3m^:^fC»AC»BC« 

Bedenken  wir  hemaeh,  daaa  die  Längen  von 

CJ,    AJ  md   BJ 
beriehnngawebe  durch 

h,   a-f  6  und  a^b, 

•Malt  die  Längen  ven 

AC  und  BC 

beiiehungaweife  durch 

V(a+6)«+A«und  V  (a-6)HA« 

Torgeatellt  afaid»  ae  finden  wir  (wie  in  den  beiden  vorigen  Läaua* 
gea),  daaa 

jr=»Vl(a  +  6)«  +  Ä*)l(«-«*+*"» 

Igt. 

In  dem  beaenderen  Falle»  ab  ap=4  bt«  abo  die  unaem  Ku- 
gelnuapf  begienaendea  Parallelkreiae  gidchweit  Tom  Ki«eloiittel- 
paakt  entfernt  Begeoj  bildet  die  Gerade  AC  einen  Kngeldnrcb: 
neeaar^  während  die  Geiade  BC  aenfcrecht  auf  AB  etflit  und 
•mit  gleich  der  BMie  dea  Kugelrumpb  bt.    Der  vorhin  erwähne 
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Säte  «-^  womack  unter  de^  Voraiissetzonjfc, 'dasW  fr<o»  der  Man- 
tel des  Rumpfe  gidch  n,AC.BCisi  — -  bleibt  aUo  auch  itocb  für 
den  Fall,  ab  A=a  lat,  richtig,  tu- letzterem  Falle  sind  sodann 
die  Läirgeii  Von 

BC  und        -rfC        * 

besiehongsfr eise  durch 

A    und  V4a«+A» 

vorgestellt,  so  dass  wir  also  fdr  den  Mantel  des  Rumpfs  die 
(bereits  {o  dem  vorangegangenen  Zusatz  citirte)  Formel 

erhalten. 

Erster  2 usAtz  zur  drilteli'  LOsviig.  Die  dritte  Lteimg 
birgt  die  Ervreisang  eines  Lehrsatzes,  welcher  leliensowehl  unse- 
rer Aufgabe  bitte  vorangestellt  fverden  können  oad  folgender- 
massen  sich  anssprechen  ttsst: 

Legen  wir  durch  die  Axe  eines  Kugelrunipfs  eine 
Ebene,  wodurch  wir  a|s  Schnitt  des  Rumpfs  eine  von 
zwei  parallelen  Geraden  und  von  zwei  Bögen  einen 
gr5ssten  Kreises  begrenzte  Figur  erhalten;  ziehen  wir 
ferner  an  die  Endpunkte  der  einen  dieser  Parallelen 
von  einem  Endpunkt  der  andern  aus  swei  gerade  Li- 
nien,  so  ist  der  Mantel  des  Kugelrumpfs  gleich  dem 
Flächeninhalt  einer  Ellipse,  welche  letztere  Verbiu- 
dungslinien  zu  Halbaxen  hat,  oder  gleich  dem  Mantel 
eines  Cylinders,  dessen  Grnndflftche  die  eine  dieser 
Verbindungslinien  zum  Durchmesser  besitzt  und  des* 
sen  Höhe  gleich  der  änderen  Verbindungslinie  Ist 

Zweiter  Zusatz  zur  dritten  Lös^ung.  Lassen  wir  den 
PArallelkreis  mit  dem  Halbmesser  b  (Taf.Ii.  Fig.  71)  parallel  sei* 
ner  ursprünglichen  Lage  dem  Pol  E  nSher  kommen ,  bis  er  si9iUess- 
lieh  mit  demselben  zusammenßlllt,  so  werden  die  Punkte  C  und 
D  auf  Punkt  £  zu  liegen  kommen  unil  die  Gefaden  AC  und  BC 
in  die  einander  gleichen  Geraden  AE  und  BE  fibergehen.  Statt 
des  Rumpfs  werden  wir  sodann  den  Kugelabschnitt  ABCED  und 
statt  einer  Ellipse  mit  den  Ualbaxefr  ^C  und  i^Ceinen  Kreis 
mit  dem  Halbmesser  \0£  erhalten;  und  somit  sttf  ^ghien  befcann- 
ten  (den  schon  Eingangs  der  ersten  Lösung  citirt^)  Sats  stosseti, 
womach  der  Mantel  des  Kugelabschnitts  ABCBB  gleicb  «inem 
Kreis  mit  dem  Halbmesser  BE  (gleich  ir«  B&)  ist. 
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Erster  Zusatz  eq  allen  drei  LSsangen.  Da  man  einen 
Kngelabscbnitt,  dessen  Grundfläche  den  Halbmesser  a  besitst» 
als  einen  Kugelrnnipr  betracbten  kann^  dessen  Grundflächen  die 
Halbmesser  a  und  0  haben,  so  mnss  sich  die  Formel  für  den 
Mantel  des  Kogelabscbhitts  ans  der  fiir  den  Mantel  des  Kugel- 
mmpfs  aufgestellten 


ableiten  lassen,  indem   wir   in   letzterer  6=:0  setzen.     In  der 
That  geht. dieselbe  alsdann  Aber  in: 

Zweiter  Zusatz  zu  allen  drei  Losungen.  Ist  bei  un- 
serem Kngelrumpf  der  Parallelkreis  mit  dem  Halbmesser  a  ein  gr5sster 
Kreis,  also  a  Halbmesser  der. ganzen. Kugel,,  so  ezistirt  die  Relation 

b^^-h^z^^fl  odet»  *=V^^=rSS, 

und  die  Formel  filr  den  Mantel  des  Kugelrumpfs 

Jf=:7r.Vl(a  +  6)«+A«H(a-6)»+A*l 
geht  ftber  in 

üf  =  ».V(«Ä^*2^+Äa^A^)  («•i^SiiA  +  ft'  +  Ä«): 
=  w.  V  (2a«  +,2a6)  {^la^  ---'lab) 
=2a».  V(ii.+  6)(a— 6) 

r=2a».V^«r-6?     .• 

=  29raA^  •     • 

wie  es  a«eh  nadi  eineiB  ftebmnfen  Satze  der  Slei'eoiMt^re  seita  mAs». 

Bei  dieser  Gelegenheit  erlaube  ich  mir,  zu  bemerKen,  dass 
in  meinem  dem  Archir"*)  mr  irier  Jahren  einverleibten  Aufsatz  das 
dort  vorkomm^e  »»Grenzgesetz  für  die  6leicbl^e'«t.der.Bifferpna  , 
Uiffiereiisen  trigonofnetriMher  Logarithmefn ''  nicht  richtig  ist,  |ion- 
dem  einer  Correetion  bedarf,  wovon  ich  mich,  |uvr>  naehdem  jeii.er 
Alifsatz  die  Presse  verlassen«  liberzeugt  h^be. 


*    *)  Theil  WM.  Nr.  HL    Ich  eMiiehe. Htr#ii  £«ehttr,  41«  Ctoi-rM« 
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XTIIf. 

lieber  das  grosste   Tetraeder ,    welches   sich   emem 
ElUpsoid  emschreiben  ISsst* 

Herrn  Simon  Spitzer, 
ProfMMr  M  ddr  Uaadela -Akademie  w  Wien. 


Men 

«y2>    «lyi'i»    «iJIMt    «s9iiH 
die  Coordinateo  von  vier  aof  einer  Kagel  Tom  Radius  r  liegen- 
den Pnnlcte«  ee  ist  der  ESrperinbalt  des  von  diesen  Tier  Punkten 
gebildeten  Tetraedenr: 

1    «     y     * 

l    ^   9%   H 
1  ^8  yt  % 

(aiebe  die  sehtoe  Arbeit  von  Joacbiastbal  1»  40.  Bande  ven 
Crelle*s  Journal),  und  wenn 

<3riyi2|»    S9g^,   aatH 

die  Coordinaten  der  Eel^punkte  der  Grundfliche  sind,  se  Ist,  falls 
diese  gegeben  sind,  der  Ponkt  x,  jf,  %  leicbt  sra  ünden,  welcher, 
als  Spitze  des  Tetraeders  betrachtet,  mit  denselben  das  grOnste 
Tetraeder  bestimmt.  Es  liegt  nSmlleh  dieser  Punkt  b  der  Senk- 
rechten, die  Aber  dem  Mittelpunkte  der  Kreisebene  geflibrt  ist, 
welche,  durch  af%sfih.  >  «iVMt  ^nSf^H  S^ht«  —  Sind  iqt  die  Coor^ 
dinaten  eines  nächst  xjfz  auf  der  Kugel  gelegenen  Punktes»  so 
hat  man  Dir  das  durch  die  rier  Punkte 

M»    ^9ih»    ^>Vi%>    ^VtH 
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1% 


(•hmde  Tttneder: 


(8) 


and  w  ist  offeolMr 

(?)  Px>P. 

Dctkt  »01  lieh  MD  «rter  •,  «,  e  bdMi%*  pMiti«« 

mM*): 


bnwr: 


".»i^ 


Qod  fonit  rerralige  (3): 


*? 


«) 


IT 
a 


c 


!3 
e 


a 


1 " 


ü^    Ü3&    !3i 
a        6       c 


a 

a 

o 


T? 


!^   !&   !5i 
a       6       e 


!^    »Ä 


e 


1  ri   "^ 

*    o     T 


c 


j    r£t     3^    «1 
a       ö      e . 

•  ^¥? 

>  ?  >?  ?  I 


:  TihoerU  derDetetmlAaiiteft  tonktoli^r  t*  3.,  t. 
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Verwandelt  maii  nun  die  Coordinaten  :^"  ■ 

*y«;  ^lyin;  sc^ih^  ^t9tH\  l^rf 

der  Reibe  nach  in     '  .  - 

r«     rjr     w,    rx^     ryx      r*, .    ra?,     ry^    "i.    »•«•    ry»     '^. 

T'   *  *  7'    T'  T'  TV  T*  T'  T'    T'  ~6"'  V 

ö'    "6*     c' 

t 

ebrnsodle  laorendeft'Goerdiaat^  denCngel,  iVrelclie  .• 

^\     Y.    Z 
hetssen  mdgen«  in 

ri      tY      rÄ 

.     T'   .T'    T' 

80  geht  die  Kogel  vom  Halbroecrser  r  in  ein,  Ellipaoid  über,  da« 
die  Halbaxen  a,  6»  c  bat;  die  Punl^te;*  welche  früher  auf  der 
Oberfläche  der  Kugel  sich  befanden^  werden  nun  auf  der  Ober* 
fläche  des  Ellipsoids  sich  befinden;    und  die  Relation  (4)  druckt 

aus»  dass  das  Tetraeder^   welches  die  Coordinaten 

•t 
rx     ry     rz  ^    tx^     ty^     rzi .      ra^'    ry^    rz«.    rx^     ry^     «3 

•  V  y    c'    IT'  "F'-T;     "o"'  X*  T'    IT'  T'  T 

bat,   das  grOsste  Tetraeder  ist»    weiches  sich  fiber  den  Punkten 
TXi     ryt     Wi.    w?s    !2a    n».    rx^    r&     »•«» 

T'  y  v  ~'  6  *  TV  nr'  b*  t 

auf  dem  Ellipsoide  construlren  Kssl. . 
Sind  demnach  drei  Punkte 

rxi     ryx     «i.    rx^    ry^    rz^.    rar,    ry,    w^ 
"T'  X' T'    "är^X'T*    T'X'T 

eines  Ellipsoids ,  das  die  Halbaxen  a,  b,  c  hai,  gegeben»  so 
multipiicire  man  die.  Coordinaten  dieser  drei  Punkte  respective  mit 

a       b       c 
T*     r'    J* 

man  erhält  dann  diß  Coordinaten  dreier  Punkte»  .welche  als  der 
Oberfläche  einer  Kugel  vom  Radius  r  angehSrend  betracbtet-wer- 
den  kSnneb.  Sucht  man  nun  in  der  Kugel  zu  diesen  diiei  Punk- 
ten den  vierten  Punkt»  welcher,  als  Spitze  eines  Tetlaeders  be- 
trachtet» das  grSsste  Tetraeder  bestimmt»  so  geben  die  Coordinaten 
dieses  so  gefundenen  Pan)[te«»  respectiTe.  durch. 
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dividirt»  die  Coordinaten  des  Punktes ,   welcher  mit  den  drei  ge* 
gebenen  Punkten  das  grösste  Tetraeder  auf  dem  Eliipsoide  bestimmt. 

An  das  eben  Bewiesene  tSsst  sieb  Folgendes  anschliessen : 

Wird  einer  Kugel  vom  Halbmesser  r  ein  regelmässiges  Polyeder 
¥on  n  Ecken  eingescbrieben  (n  kann  mithin  nur  einen  der  folgen- 
den fOnf  Werthe  haben:  4,  6,  8,  12,  20),  alsdann  sämmtliche 
Coordinaten  x,  y,  t,  die  laufenden  der  Kugel  nftmlich  und  die 
Coordinaten  der  Eckpunkte  des'  ^otyeders  *) ,  mit 

•        ■'■■■: '■•:•     ■   :i      ü.     i.  •.  -       •    .       .^     ,     ...: 

ß'     b'     c 

•  •    •  •  •  .  •  *  '  »*  •  ' "      (  .  , 

multipKcirt,  so  entsteht  aus  der  Kugel  ein  Eilipsoid,  dessen  Halb- 
axen  a,  b,  c  sind,  und  aus  deia»  ?egelmfissigen  Polyeder  entsteht 
ein  unregeimässiges.  .Aber  so  wie  das  regelmässige  Polyeder 
das  grösste  seiner  Artl^  (}tb  'meine  iiiermit,  dass  das  regel- 
mässige Tetraeder  das  grSsste -Tetraeder  ist,  ferner  der  Würfel 
das  grosste  Parallelepiped  u.  s.  w.,  das  sich  der  Kugel  einschreiben 
lässt),  so  ist  auch  das  unregelroässige ,  dem  Eliipsoide  einge- 
B€)inebei^t^€i|ye.^er,  das^grus^te  i^einer  Art^  das  sich  dem  Ellip- 
soid  einschreiben  lässt.  .Da. ferner  die  Richtung  der  durch  deri  * 
Mittelpunkt  der  Ku^el  geführten  tfrthogonalen  Axen  beliebig  ge^' 
wählt  werden  t^nd  ftir  jed^  beliebig ' 'gewühlte  Rkbtung  obiga 
Constructio»  diivohgefiriirt  werden  kann,  so  gibt  es 'imefidlich  viele 
grosste  Polyeder  von  bestimmter  Art,  die  sich  dem  Eliipsoide 
einschreiben  lassen,  —  aber  alle  diese  sind  von  derselben  Grösse. 
Nennt  man  den  Körperinhalt  des  regelmässigen,  der  Kugel  ein- 
geschriebenen* Pölyed'ei^  'ft,  'den-  Kärperinbalt  des  unregefanRssi- 
genji  deib  Elli^sofde'€4iig«)Gtchlriebenen  Polyeders  Ü,im6  is^: 

....  j    .  , 

Es  lassen  sich  nocl^  ^ne  Reihe  von  Sätzen  anführen,  deren 
analoge,  auf  die  ebenen  Figuren  bezüglichen,  von  Herrn  Profes- 
sor Grunert  in  seinen  sehV  interessanten,  diesen  Gegenstand 
betreffenden  Mittheilungen- veröffentlicht  wurden. 


*)  Ich  «etie  ein  reehtwinkliche«  Coordinat^eotysleni  voraos,  das  tel- 
>  6rt|innig  tnr  MiCtelpvakle.dcr  Kugel  kafe         -,  '     , 
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Ueber   die  BeBtimniong  der  Tier  gemeinechaiUidieii 
Dorchschnittopuiikte  zweier  Kegelscluiitte. 

Hern  Dr«  Cmrl  Spiizy 
Iidirer  in  PsIyteehoikuB  n  CarliVttho, 


iL    Geometrisch«  Veranschanlichang  der  MOgllcbkeif, 

die  Attfgabe:    »»die  Tier  Durchechnittspankte   xtreier 

Kegelechnitte  sn  beatimmen'*  auf  die  AuflSeang  einer 

eabieehea  Glelchang  snrflekiaffibrea. 

Be  seien»  mit  Zagmndelegimg  res  PonktcoordioateB  jl^g  A^ 
At,  A4  (Tar.II.rig*10.),  die  fier  Diircbechiiittipiiid(to  sweier 
Kegelschnitte»  so  geht  eiofach  aus  der  Betrachtnog  der  Figur 
hervor,  dass  m  der  Schaar  jener  Kegelschnitte  aacb  folgende 
drei  geradlinige  gehSrent 

1)  AiA%  nnd  A^A^f 

2)  A^A^  M     A%A^t 

3)  AiA%  „     A^A4p 
Sind  nun 

I7=:0  nnd   D'sO 

die  Gleicbnngen  der  swel  K^elschnitte,  so  ist  die  ganie  Sdiaar 
derselben  enthalten  in  der  Gleichnng 
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wenn  man  dem  nnbestimmten  CoefBcieDten  fi  alle  Werthe  Ton 
-«OD  Ua -Ir  OD  baitagt 

Da  feAtf  KegeischnKI  der  Sekaar  durch  den  Warth  von  f» 
abaolat  bestimmt  ist»  und  nach  Obigem  darunter  nur  drei  ge- 
radiinige  Kegelachnitte  enthaften  aind»  so  maaa  die  AulBndnng 
dieser  letateren,  d«  h«  der  enttpreehenden  Werthe  Ton  fi,  ofenbar 
von  einer  cubischen  Gleichung  abhlngen. 

Bexeichnen  wir  nun  durch  fi^ ,  fi«,  fig  die  Woneln  dieaer 
Gleichung»  so  sind  « 

die  GMchongen  jener  geiiidiinisen  Kegelachnitto. 

Zerlegt  man  jede  deraelben  in  iwei  Kn#are  Factoren,  so  er* 
hält  man  die  Gleichungen  der  oben  angeftihrten  Linienpaare 
1,  3  und  3. 

Cm  nun  die  Dtfrcfas^hniftapuokte  der  vorgelegten  awei  Kegel* 
achnitte 

ü=0  und    ü'=0 

so  finden,  kann  man  entweder  dnea  der  erwähnten  drei  Linien- 
paare mit  der  Gleichung  einea  jener  Kegelachnitte  combiniren 
and  findet  dann  dieselben  durch  AullGsung  aweler  quadratischen 
Gleichungen;  oder  aber  man  kann  swei  Jener  Liniensysteme  mit 
einander  verbinden  und  findet  nun  die  Durchschnitte  durch  Auf- 
Iteung  von  vier  linearen  Gleichungen. 

In  dem  ersten  Falle  hat  man  nur  eine  der  drei  Wun^eln  der 
Gleichung  in  fi,  also  etwa  die  reelle,  zu  bestininien  nCthig,  in 
dem  letzteren  dagegen  ist  eine  vollstftndige  Aafldsung  jener  Glei- 
chung, d.  h.  die  Bestimmung  von  wenigstens  zwei  der  Wurzeln, 
erforderlich. 

Die  Bestimmung  fler  vier  Durchschnittspunkte  zweier  Kegel- 
achnitte  kommt  also  stets  auf  die  Auflösung  einer  cubischen 
Gleichung  hinaus.  Berficksichtigt  man  noch,  dasa  sich  die  Wur- 
zeln der  biquadratischen  Gleichungen  mit  Hilfe  zweier  Kegel- 
achnitte geometrisch  darstellen  lassen,  so  ersieht  man,  dass  in 
vorstehender  Entwickeliing  zugleich  die  Darlegung  der  MOglicb- 
keit  der  Reduction  einer  biquadratiaclien  Gleichung  auf  dne 
CQ bisch 6  enthalten  tot. 
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II.    Entwicklung   der   Aasdrficke    für*  dt^'Gbo^diWaleo 
der  ,0iir€l|4(eh.iiU,Mp«vkle   nwreie.r  J^egjiUc^iitte. 

Mit  Zugrundelegiiag  einef  belißbi^ep  rechtwinkligen  o^er  schief- 
winkligen Punktcoordinatensystems  seien 

U'  =  Ay  +  2B'yx+  CV+2i)'y+2£'a:  +  F'=0 

die  Gleichungen  zweier  Kegelscfinittet  so  ist  in  der  Gleichung 

l7  +  ^r7'  =  0 

die  ganze  Schaar  der  Kegelschnitte  enthalten»  wenn  fi  wieder 
einen  unbestimmten  Coefücfonleii  besölobnet,  der  «iie  WerÜM  von 
—  00  bis  -f-  o^  apnehmen  kann ,  und  wir  haben  nun  zunftc|i8t  den 
Coefficienten  iiq  so  zu  bestimnieii,  dass 

ü  +  fioü'=0 

eis^  geradlinigen  Kegelschnitt,,  d.  k.  daA.f^ystem:  zweier  Gera- 
den darstellt« 

Setzen  wir  der  Kfirze  halber 

A-t-ikoA'snJ^, 

C.+|*oC'  =  Ci. 

'  *  •        n«  •«  w.« 

so  geht  jene  Gleichung  über  in      ' 

Po=^ay*  +  2Äoy^+f>«  +  22)a*+2^^^  +  Fo=0,    (I) 
oder  wenn  man  zur  weitere«  Abkfirzung 

BoDo—A^o-goA     .....     (2) 
Do*— 4)'o=ro    I 

;joüa«(Ja>  +  Ä<>«+ßo)*--(Po«*+2yoa:+ra)=0, 
welcher  Gleichung  man  auch  die  Fem  geben  kaim  t 
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Da  abar 

C7o=0 

das  Syatem  awaier  Geraden  daimtelleit  soll»  so  rnoas  offenbar  die 
Beiiehnng  atattfinden: 

9o*-Poro^0 (3) 

Venadge  der  Gleichungen  (2)  sind  nnn  Pof  Vof  ^o  ^  Besvg 
anf  fio  Tom  zweiten  Grade,  nnd  ea  scheint  somit  die  Gleichung  (3) 
in  Besng  anf  fio  Tom  vierten  Grade  an  sein.  Nach  Weglassang 
des  in  ihr  enthaltenen  Factors  Aq  nimmt  diesAbe  aber  die  Form  an : 

Q,D.*^2BoD^o  +  F^o^+AoEo^^JoCoFo^O,     (4) 

und  ist  nnn  in  Bezug  auf  fio  ▼om  dritten  Grade»  weil  vermöge  der 
firfiheren  Bezeichnungen  Aq,  Bq,  C^....  in  Bezug  auf  fio  vom 
ersten  Grade  sind. 

BerQcksichtigen  wir  jetzt  die  Relation  (3),  so  stellen  sich  die 
geradlinigen  Kegelschnitte  dar  unter  der  Form: 

Po(4)af+l^+Äo)*-(Po*  +  ?o)*=0 
-  Ma»+Äo^  +  Do)Vp^]*  +  (|M?  +  »o)'=0. 


um  die  folgende  Cnterauchuog  nicht  dareb  Einselbetrachtun- 
gen  au  zersplittern»  aollen  unter 

o»    b,    e 

estweder  -|-1  oder  -*1  zu  verstehen  sein.  Die  Gleichungen  der 
zwei  Linien,  welche  einem  beliebigen  der  zwei  geradlinigen  Kegel- 
schnitte entsprechen,  sind  alsdann  enthalten  in  der  Gleichung, 

Damit  wir  aber  in  der  Folge  niemals  wegen  der  Zweideutigkeit 
des  Aosdruclces  Vpo  in  Verlegenheit  kommen,  wählen  wir  jRlr 
Vpo»  i>^S  ^i^^'  Ausdruck  reell  oder  imaginär  sein,  einen  beiie* 
bigen  der  zwei  ihm  zukommenden  Wertbe,  welcher  aber  alsdann 
wfthrend  der  ganzen  Untersuchung  beizubehalten  ist.  Bezeichnen 
wir  diesen  Werth  durch  Tßo,  so  stellt  nun  die  Gleichung 

a(Ao^+B^+Do)Vo  +  (Pi^+9o)=0 

Theil  XXXn.  14 
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di«  zwei  Geraden  eines  der  drei  geradlinigen  Kegelstfmftte  dar. 
Ordnen  wir  dieselbe  nach  y  und  x,  so  nimmt  sie  folgende  Form  an : 

'.  ,,,■  .  .,  a-loPay *  (j»i+  *9o»e)«  +  g^-^iaB^o^Q. 

Bedeute»,  nun  f*i,  fi«,  {«3  die  drei  Wurzeln  der  fiieicliung 

■ 0  +  p^£7'j=rO, 

imd  setzen,, ivir  dem. Obigen  analbg;  .'.°  'H-j 

•■■•■  •  i  ■  z)+>,D'=-/>a.  ;  , 

ferner 

vro  pi  9  p%9  P9  analogen  Ausdrii^^ken  entsprechen  wie  oben  Pq,  mmI 
auf  Vij  Pa>  P3  ^^^  oben  über  Po  Ausgesagte  in  entsprecheDder 
Weise  überzatra^Ti  i^t;  ^  Bit)d,  nach  BfnfifhVang  der  Abkür- 
zungen qif  q^i  g^  beziehungsweise  für  Ausdrucke,  welche  dem 
Ausdrucke,  der  ^o  entspricht«  analog  sind«  die  sechs  Geraden  der 
drei  geradlinigen  Kegelschnitte  Enthalten  in  den  Gleichungen: 

cAJßiy+  (Ps  +  cBaPi^or+Va  +  «»aPa^O. 


Uro  elegar\te  ausdrücke  (ür  ä\e,  CoordlDaten  der  vier  Durch- 
Schnittspunkte  der  zwei  Kegelschnitte  zu  erhalten«  wollen. wir  die- 
stÄbeA  iais  Durchschnitte  zweier  der  geradlinigen '  Kegelschnitte/ 
bestiitjniett.  Da  ftiih  *  hber  durch  jeden  der'  vjer  l)urcbscbnitt8- 
punkte  drei  Gerade  der  Gleichungen  (5)  gehen,  so  wird  es' eu- 
nKcbst  auf  ^die  ^Beantwortung  der  Frage  ankommieh:  y,TVie  inuss 
rA)k\\  d,  b,  ü  s^nnebmen»  damit  diese  Geranien,  djirch  eineD.und^ 
denselben  Punkt  gehen."  »  i.i;- 

*■  .  .      «  ' 

Setzen  wir  zfff  'Abkü^tung' 


Digitized  by  VjOOQIC 


Ihirch$ckuitt$puHkie  %weter  K€§eU€hMltte,  208 

so  gehen  die  Gleichungen  (5)  Ober  in: 

«ly  +  61^:  +  €/,  =0, 
ojy  +  *2^  +  '^2  =  0, 
«sy  +  *8'^  +  ^  =0. 

Sollen  diese  drei  Gerade  durch  einen  und  denselben  Punkt 
gehen/ 60  nifiS8en,  wenn  man  vorstehende  Gleichungen  der  Reibe 
nach  mit  ),«»/?  maltipUcirt  und  die  Resultate  addurt»  sich  o 
und  ^  so  bestimmen  lassen»  dass  das  Resultat  identisch  Null 
wird.  Führen  wir  die  angedeutete  Operation  aus,  so  gelangen 
wir  su.Migenden  Gleichungen: 

«1  +  ««•  +  /^fls  =  0» 
61  +«6«  +  |3*8=0, 

Beetimneii  wir  nun  aus  zwei  dieser  Gleichungen  «und  /?  und 
fahren  cpe  betreffenden  VVerthe  In  die  dritte  Gleicliung  ein«  so 
erhalten  wir  die  Bedingungsgleichung 

oder 

ai(&,€t-6arfa)  +  a«(Mi-M8)+fl8(Mt-Mi)=0.    (6)^ 

8ubstitniren  wir  jetzt  in  die  Ausdrücke 

h%d^  —  h^d^  y    b^di  —  Äi^a ,    Äi  rf» — b^di 

rär  bif  6^,  ftg;    c?i>  d^f  d^  die  betreffenden  Werthe»  so  geht  un- 
ter Berücksichtigung  >  dass  nach  unserer  früheren  Bezeichnung 

BtD^-^B^EK^iH-HHBJiy^B'D) 

14» 
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und  nach   Einßlirang  der   betreffenden  Werthe   von  Ot,  a%,  «% 
die  Gleichung  (6)  fiber  in: 

+*c(,.,-^)(ÄO'-Ä'iD)J«,P,] 

+^»cP»[Pi5'»— P«9i+*(^i— Ä«?t)P«+«(Ä|%— Aft)l»i 
oder  aach 

+  ac[(^il>a-^sA)P«  +  (^8*1  -^i^)«i]PiP8 
+  Ao[(il,/>,-^,A)Pi  +  (^Ä3-ilaÄa)^JPÄU,=a 

Bemerken  wir  nan»  dass 

il,Di-iliZ>,=(l*i-f*«)(ilD'-il'I>)  =  (^~^»i, 

v^Ö  der  Kürze  halber 

Aiy^A'D:=zm    and    iliT-il'Äsrn 

gesetzt  ist,  so  wird  derCoefBcient  von  ab'Px'Pt  ==(^-*fis)(<i>ft— n^s). 
Weil  ferner 

J,Äi— 2<i^=-(^-fii)n, 

80  ist  der  Coefficient  von    acVxV^  =  (f*8— f*i)(wÄ— «J!»),   «od 
ebenso  findet  man  den  CoefScienten  von  bci^Jlt^  =(l'i'-ff8)('>9h-i89i). 

Unter  Berücksichtignng,   dass 

(^— f4)^i  +  (f*i— l»8)-^Ä+(f««— f*l)48  =0, 

verwandelt  sicii  also  jetst  andere  Bedingangsgleichiing  (6)  in 
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«(ftft— P89t)-^iVi+6(p8»i-Pi?i)-^2Pa+«(Pi?«— Prfi)AP8 

+  6c(|ii— f»»)  (wipi  -  n}|)PiV,  =0. 
Nan  ist  aber 

acssabc.b,  ^ 

^cssabc.a, 

weil  vermSge  oDserer  Annahme  a*=5  6'=c'=  +  l  tot.     Fblgllek 
kennen  wir  der  vorstehenden  Gieicbong,  wenn  wir  der  Kürze  halber 

abc  =  K 
setzen,  attch  folgende  bessere  Fonn  geben: 

«[(P«?»— ;^?*)  APi  +  Ä(^—f««)  (nip,  — Ufl-OPtVa] 

+  c  [(pijt— f>»»i)  i^iPt + Ä(ft  -  »^  (mp.  -»?8)  Pi  W =0. 
oder  auch 


(7) 


Es  ist  aber 

also,  i?le  man  aach  P^,  Pg.  Ps  gewählt  haben  mag,  PiPsPs  einer 
der  zwei  Werthe  von  VpiPsPs*  Bezeichnen  wir  diesen  Werth 
durch  Ily  80  nimmt  die  Gleichung  (7)  die  Form  au: 

+  if  [(P89i  -JPi?8)^ft+^(f*«-fi)  (wPa— «9«)^]         }  (8) 
+  -^l(Pi?a--P«ft)^«Pa  +  ^(f*i'^'^(^P»""^^»^^5^ 
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Wir  werden  nun,  um  den  Zusammenhailg  nicht  zn  unterbrechen, 
im  nSchsten  Paragraphen  nachueiijen,  dass  die  drei  Klammeraus- 
drücke  der  Gleichung  (8),  nämlich 

entweder  alle  fiir  Ä  =  +l  oder  alle  für  K  =  ^l  Null  sind,  und 
twtir  kennen  wir  es  immer  «o  einrichten,  da«s  entweder  das  Eine 
i>der  das  Andere. der  Fall  ist;  denn  nehmen  wir  an,;  dass  die 
Ausdrücke  (9)  ffir  Kziz  +  l  Null  sind,  und  wählen  wir  P|,  P,»  P^ 
80,  dass  jetzt 


d.  h.  gleich  dem  anderen  Werthe  von  ypip^t  Ist,  was  dadurch 
geschehen  kann,  dass  man  in  den  Gleichungen  (5)  statt 


setzt,  entweder 

oder 

odet 

oder 


Pi.    V%.    Ps 

—  Pi,    — P2.    —Ps* 

-Pi,    Pt,    Psi 

:Pi,    —  P»,    Ps, 


P*»   P«.   —  Ps; 

so  ersieht  man  unmittelbar  aus  der  Form  der  Ausdrücke  (9),  dass 
dieselben  jetzt  alle  fiir  ÜC  =s  —  1  Null  werden. 

Den  erwähnten  Nachweis  einstweilen  bei  Seite  gesetzt,  kon. 
nen  wir  nun  .«,  6,  e  so  bestimmen,  dass  die  drei  (lex^den..  (6) 
durch  einen  und  denselben  Punkt  gehen. 

Finden  nämlich  die  drei  Gleichungen 

(P87i-/>i98MaP«+*(f*8'"^i)(»«/^a"-«9Ä)^=0,    }   (10) 
iPi9%'-p%Q\)^zPz^  K((Ai—(i^{mpi'-nq^)n^O 
zugleich  für 

a:=«6c  =  +  i 
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•laft,  so  wird  di^  Bedii^vngsgteichung  <8)  offembar  hnmer  er(BUk 
man  mag  a,  b,  c  wählen  wie  man  will,  wenn  nur  der  Bedingung 


vbe=  +  l 

Geoflge  geschieht. 

Mao  fcann  demkach  fär 

a,  b,  e  der  Reihe 

ni^ch  setzen: 

.  *  .  -.  ' 

.0 

b              « 

•■  ; 

+  1 

+  1            +1 

t 

+  1 

-1           -1 

^l 

+  1           -1 

—  l 

-l            +1 

Dieses  gibt  die  viet  Systeme  von  je  drei  Geraden^  die  durcli 
einen  und  denselben  der  vier  Durebschnittspunkte  gehen.  Fin- 
den aber  die  drei  Gleichungen  (10)  fiir  •      '> 

statt,  so  ist  die  Gleichung  (8)  erfüllt»  wenn  man  nur  a,  A>  c  der 
Bedingung  abcz;::. — 1  entsprechend  wählt.  IMe  vier  "Systeme  von 
je  drei  Geraden,  die  durch  einen  und  denselben  Durchschnitts- 
punkt der  zwei  Kegelschnitte  gehen,  erbätt  man  alsdann,  wenn 
in  den  Gleichungen  (5)  der  Reihe  nach  für 


a 

c 

-1 

,--1 

.  -1 

\ 

+  1 

+  1 

—  1 

+i 

—  I 

,     +1 

-1 

+.' 

+  1 

goMtst  .wird. 

1 

§•  5. 

Machen  wir  nun  in  diesem  Para^aphen  den  oben  erwähnten 
Nachwels,  dass  nämlich  die  drei  Gleichungen  (IG)  entweder  alle 
für  die  Annahme  von  i^= -f  1 't>der  alle  ffir  1^=:— 1  besteben, 
mm  Gegenstände  unserer  Betrachtung  *). 

Da  skb  unter  der  Söhaar  der  vorgetoglen  swei  Kegelschnitte 


*)  Wir^abd  «war  im  Besitie  eine«  direkten  Nachweises,  der  sich 
aanittelbar  an  die  Gleichung  In  fA  anschliesst;  allein  derselbe  ist  sehr 
welttaoilg  und  werde  darom  hier  dlpfcli  obigen  einfacheren  ersetzt. 
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drei  geradlinige  befinden,  «o  bestehen  ofenbar  die  awti  iden- 
tischen  Gleichungen 

U  +  ßV'^RS, 

wo  a  und  ß  irgend  zwei  der  drei  Wurzeln  (i^i»  ^,  ih   bedeuten 
und  P,  Q,  R,  S  lineare  Functionen  von  x  und  ff  sind. 

Aus  vorstehenden  Gleichungen  erhält  man : 

Nehmen  wir  nun  statt  der  Kegelschnittsgleichnngen 

C7=0,    O'  =  0 
die  Gleichungen 

?^t7=0,    (a-jS)ü'=0; 

so  erhalten  wir  auch 

/>Q-gÄS  =  0,    PQ-i2S=0 

als  Gleichungen  der  zwei  Kegelschnitte.    Jede  derselben  ist  Ton 
der  Form 

Da  P,  Q,  R,  S  lineare  Functionen  von  a  und  y  bedeuten,  so 
kann  man  bekanntlich  vier  Grössen  n,  »,  q,  q  finden,  so  dass 
die  Gleichung  besteht:  . 

(«P)  +  («Ö)+(^Ä)  +  (aS)sa  .    .    .'.    (11) 

Schreibt  man  nun  statt  der  Gleichung 

PQ  +  yÄiS  =  0 

des  ersten  Kegelschnittes  17: 

(^/^(xQ)+^((>l2)(irS)=Ö, 

und  lindert  jetzt  die  Bezeichnung  in  der  Weise,  dass  man  P  für 
(nP).  Q  fär  (»Q),  y  ffir  ^,  R  fBr  {qR)  und  S  (Br  {nS)  setzt, 
Bo  verwandelt  sich  die  Gleichung  des  Kegelschnittes  U  in 
PQ-f  yßiSs=:Q, 
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und  die  BedingvngsgMcbang  (11)  In 

Man  kaon  demnach»  -anstatt  die  Gieiebangen 

17=0,    ü'^0  ' 

unmittelbar  ananwenden,  dieselben  dadurch»  dass  man  sie  vorher 
noch  mit  passenden  Coefficienten  mnitiplldrt,  auf  die  Form  bringen: 

JPQ+r^SsO,    />G+/ÄSisO;  (12)' 

wo  Bwischen  P,  Q,  R,  S  die  identische  Gleichung  besteht: 

P+Q+R+S=0.   ......    (13) 

Hnltipliciren  wir  die  erstere  der  Gleichungen  (12)  mit  4,  so 
nimmt  sie  die  Form  an:  / 

•     (P+G)«-(P-Q)«+yt(»+'SD*-(Ä-«)*l=o, 

und  wenn  man  berücksichtigt»   dass  vermöge  der  Gleichung  (13) 

(P+Q)«=(i2  +  S)*,  '    '     " 

so  gebt  sie  fiber  lil 

-     a+y)(/^.+  ö)*-(^-ö)*-y(Ä-Ä)»=0, 

wortB  P  +  Qp  P-'Q,  R-^  S  wiederum  lineare  Functionen  von 
X  und  y  sind. 

Wir  ziehen  hieraus  den  Schluss: 

Anstatt  die  Gleichungen  (12)  der  zwei  Kegelscl^n^tte  in  An: 
wendnng  zn  bringen ,  kann  man  dieselben  vor  Beginn  der  Opera- 
tion mit  4  mnltiplic{ren  nnd  dann,  indem  man 


femer  In  der  ersteren 


und  in  der  letzteren 


l  +  y  =  A|, 
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setzt,  unter  die  Form  briDgei^t 

Um  jedoch  nicht  ek:  vide.  unbestimmte  Coeflficienten   in  die 
Rechnung  einzuRihren,.  wollen  wir  anter 

«       .   ^  P«    4.^    n    ^>    At,    ie  ' 

der  .ileibe  nach,  verstehen  {  .'    ^     •  :     *    i 

WV,    qVV,    i^VV,    ^•'^^'    J'  '    '   * 

und  erhaltepdann  dl^  Gleichungen  der  zfyei  Kegelschnitte  unter 
der  t^^orm':  ' '*      *  •  i  ' 


,..U     .    .    .    (li) 
t;'  =  v*    +q«    +r«    =0;  » 


wo  v>  4>  1^  als  lineare 

»  Functionen  von  x  und  y  von 

der  Form  sind : 

'S 

,  ^ 

<i=«ay  +  M  +  «,^  L,. 

1 

'  (15)" 

* 

•■=«8y  +  M  +  f»-.  '_   ,^ 

< '     t 

Bildet  man  jetzt 

die  Gleichung 

t7+>t<,ü'  =  Ö 

•  . .    * 

und  nimmt  ftfr  fio  ^^^  Reihe  nach  die  Werthe 

•  |.      .  ♦ 

... 

:.    .^  =-..i|^...J,    .,,■.. 

..  \  \ 

•» 

*'.=-V7'  -v   • 

.    .    . 

(16) 

f^=.-V  ' 

so  wird  jedesmal  der 

Kegelschnitt 
l7  +  ^0'=fO 

1  1»      f 

• 

zu  einem  geradlinigen. 

Entwickelt  man  die  Gleichung 

€/  +  f*iü' 

=  (Aa-W<l*tK^-^i)i^  = 

0, 

indem  man  für  <|  und  r  aus  (15)  die  betreffenden  Werthe  einführt« 
und  ordnet  nach  Potenzen  veo-y  xspA  x,  so  erhält  man: 
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+  [(*«- Ai)^*+(i.'~»i>V]**  +  2[(ia  -  l,)«8e>  +  (4,  -  i,y«,c,]y 
also  ist:  •    ~ 

£,  •=  (a,-  i,)*,«b + (A,--i,)  ij,c, . 

Fl  =(l,-i,)t,«  +(i,-i,)«i» 
Nach  $,  2.  (2)  ist  aber 

und  man  erhält  demnach  anter  Berflclcsichtigung  der  Refattonen  (I?): 
nod  analog: 

ferner:  i    .\.  .    "  ' 

.  4i  ==  (^—»0  C*»-Ai)  («»«»^•%f«)  («8*a-«.A), 
und  analog: 

<b  =  (Ai  -  i»)  (*a- *i)  («i<«  -  «a<i)  (^*t  ^Ma)- • 
Diese  Gleichnngeat  geben  aber,  wenn  man 

.-.       •'  A, -,:■*,  =  fi     \  ."     "-.•■' 

I,_aj  =  r,     (         (!»):. 

setst,  wo  Bwiscben  ^it/lf  dle^tWation  JiMatebt: 
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und  zur  weiteren  AbkffiriuBg  fd^eode 'BetdieliMng«tt*eiafibft; 

«,>4 -«,*,=€»,     1     (19)       ,-    «,<j-a,c,=A',    >     (20) 

«!*•— «a5i=c*;    '  «1«*— <Vi==**;   ' 

wo  swiscben  e',  c",  e",  fr',  b",  bF,   wie  nun  sieb  Idcbt  Aber- 
seugt,  die  vier  Relationen  bestehen : 

«iC*  +  «•«*  +  «jc*=0, 

a|6'  +  «,6*+«86*'=0. 
Aber  b; 

ft=rrc'»,  j  y,=rr6v, 

.      ft=ffc«^.  I     (22)  fy=Prb'4^, 

Hieraus  ergibt  sieb  nun  leicbt: 

ftft  —  A?«  =  nrP'd'd'it^d'-b'in, 

p»gt  —PiVt = vp^red*  {b'if  -  v^), 

•    ft?,— fty|=frr»c'c*(6V-6'0; 

oder  wenn  man  der  Kürze  halber,  setzt : 

Vtf-b'tf^ef,    \ 

Ve'  -Vd  ^tP,  >...*:.    (24) 

Vd  -6'c»  =  a^5  ) 

wo  vermöge  der  Relationen  (21)  zwischen  -  t/,  vl'\  <f  die  B«* 
Ziehungen  stattfinden :  z-  .  '■ 

«10*=  «,a',  «^=f«,o»,  «b<^rn4»fl"> 

auch: 

f»>9>  -  ftVs  «T  f*Vt;'d'ifd , 
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Um  die  noch  übrigen  Tb^ila  der  Gleiebttogen  (10)  sa   ent- 
wickeln, ersehen  wir  8ogleich|aa8  den  Relationen  (22)»  dass 

Da  es  uns  aber  frei  steht,  ßir  11  einen  beliebigen  der  zwei  liVerthe 
▼on  y/ p\p^p%  zn  wäMen,  so  wollen  wir  setzen: 

nfäifrevcf€f^. 

Zur  Bestimmung  von  A^ ,  A^,  Ag  entwickeln  wir  in  den  Glei- 
chungen der  drei  geradlioigen  Kegelschnitte; 

4i0  Ceefficlenfe»  tSBi  f^nwi  'finden  t 

^  =  ai?r--flaV,     J (26) 


Aus  (16)  folgt  unter  Berficksichtigung  der  Relationen  (18) 
sogleich: 

f««-^  fit  =*—/',  '    ■ 

Fohren  wir  ferner  noch  in  die  zwei  Gleichungen  (14)  fär  p,q,t 
die  linearen  Fanctibnen  ()t$y  ein  und  entwickeln  die  Coefficienten 
▼on  j/^,  jfOf  und ,^^1.^80  er|^ebeo  sich  leicht  folgende  Beziehungen: 

B  =Xiai*i  +  ^«z>a+Äs«a>a, 

.  .:»      ■  ••  C  ?=^ai^.+  ia«a4.'f  ^V»; 

iJ'siSj«  +«,» +s,^ 

'  Bildet  man^hierau^dle''Ausdrilcke: 


so  wird 
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oder  wenn  man  von  den   Abkürzungen  (18),    (19)   und  (17)  Ge- 
brauch macht: 

n  =  «|a,c*r  +  «ia|C*r  +  «»«3cT.     I    '    •    <**> 

BerQcksichtigt  man  nun  di«  BdalbDeA(34>iiBd.<9K)-,  mo  ot^ 
hält^roan  durch  Einfuhruag  der  b<etreffenden  Werthe  aus  (22),  (23) 
und  (26)  nach  einigt  l^icbt^n^mfoVmuugen : 

mpi  —  nqi  =  t^t"c*efAi , 

Substituirt  man  nun  «ndltcfa-  In  dte  Gleichungen  (10)  die  be- 
treffenden Werthe  aus  verstehenden  Entwicklungen ,  so  gehe% 
dieselben  über  in 

r 

und  finden  somit  zugleich  fSr' £±=4^  1  statt 

Hätte  man  filr  ^ piP^pi  ^den  Werth  —  If  angenommen«  so 
würde  man  auf  dieselbe  (Velse^  gefMdeh  liaben,  dass  jede  der 
drei  Gleichungen  <10)  fibei^egungep  «warj».  in  ': 

und  obige  Behauptung  ist  deifnftfi^  f^feioUfiAtigt. 

Um  das  Vorgetragene  .noch  durch,  ein  Za^enfff^f^fpif^mf  er- 
Iftutern,   seien 

t7=7y«-^[t5««-8j-2a:  + 
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Ae-Jefet<^iig^n9d^r>]JA'ei  voi^el^teii  KögekcliilUte,  so  :\^M  di« 

al8o 

r        .  .,..    ......3.  .       . 

somit  ,'.!'..  ,1 

1  :  '  ?    J  .   j  1. 

ferner  .  „,  ,   . 

.  i^i  == — 1,       ila=     3,       43=,     '>    . 

X\  _.  I  j  42,--^  -  H,       q»  =      1 ,        «i  =f  ^  K  i  ^ : 


^ 


280  119 

demnacb  ^        ;      ''• 

85  .        •       «      '^  5 

P»*»""P»yt=     612''*  «i/ii— ii5ri=     j. 

61  9 

ft*i"~iPiy8=— 1^»  '  mpa  — nya=     Jg» 
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210   Spii%:   O0ber  dU  BMimmmno  der  9i$r  §miim$dutfUlekem 

Fahren  wir  nmi  die  hier  entwidcetten  Wertbe  flir  die  ketraf* 

fanden  Ausdrficke  in  den  Gleiehongen  (10)  ein  und  wäblen  hierbei  fiir 

17 
J7  den  Wertb   +32'    ^^  ergibt  sich  durch  einfache  ftechnmig, 

daes  jene  Gleichungen  in  diesem  Falle  ffir  JTss-f]  bestehen. 

Setzen  wir  in  den  Gleiehongen  (5)  flIr 

a  b  c 

der  Reihe  nach  1 

+1  +1  +1 

+  1  -1  -1 

-l  +1  -1 

-1  -1  +1 

so  erhalten  wir  folgende  vier  Systeme  von  je  drei  Geraden,   die 
durch  die  vier  Dnrchschnittsponkte  der  swel  Kegelschnitte  gehen: 

y  +  ;r— 1=0,  /    y-f  or^lssO, 

1.   <{2y-ar-l=0.  %    |  3y-^2«-l=:0, 

4y  +  a?-3=:a  (    y-4a?  +  lsa 

y-|-3a?-2=p,  /    y+ar-^3=0t 

2y-  ar-l=0,  4-   j  %-2^-lsO, 

Die  vier  Dnrcbscbnittspnnkte  der  swei  Kegelschnitte  selbst 
bestimmen  sieb  ans: 

1 

2 
3 

6 


"•      "■  ^-        ^^  '  §.6, 

.Ük  wir  jetzt  wissen,  anter  welchen  Bedingungen  die  Geraden 
der  Gleichungen  (^)  durch  einen  und  denselben  Punkt  gehen,  so 
wollen  wir  nun  die  allgjemeine  Bestimmung  der  Wertbe  der  Coor- 
dinaten  der  Durchschnittspunkte  vornehmen. 


1) 

9  = 

2 

=  3' 

2) 

»= 

3 
~6' 

3) 

»• 

6 

*) 

y= 

7 
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Ditrchsi^h^wihiiwHerEegeischnitte,,  '217 

bles^  Betttimmnng  kann  dadurch  geschehen »  äas'a  man  nur 
Jj6  swei  Gielchu^n  des  Systems  benatzt  Aber  die  Ausdricke« 
welche  man  auf^diese  Weise  für  x  und  y  erhält,  sind  keine  sym- 
metrischen Vunctiooen  der  drei  Wurzeln,  sondern  hängen  bloss 
Töo  je  zwei  Wurzeln  .  der  cubischen  Gleiehuitf^  ab.  Wir  wollen 
'Aesshalb  immer  die  drei  entsprechenden  Gleichungen  benutzen, 
Yrodurch  wir  x  und  y  ausgedruckt  erhalten  durch'  symmetrische 
Functionen  aller  drei  Wurzeln  der  cubischen  Gleichung.  Zu  dem 
Zvrecke  mfissen  wir  aber  vorerst  die  Gleichungen  <5)  der  Reihe 
nach  dursii  aJHi,  tSfi^^  o^s  dividiren  und  erhalten: 

^»  +  (flPi+fii)a:+«J'^+A=0> 
^  .  i*z»+(ÄP,  +  Äz)^  +  *||  +  l>.*Q.  }  :    •   m) 

Multipliciren   wir  nun  diese  Gleichungen  der  Reihe  nacb  sptt 

tnd  bem^en  zugleicti»  dass  niu;h  unterer^  Bez^iobniip^sart-f^l- 
=genAe  di^i  Gleichungen  stattfinden: 

(f*a— f^)^i +(f*8"-f*i)^+(f*i  -  f*a)^8=0. 

«0  erhalten  wir: 

[(^— f*8)öPi  +  (f^— i*i)*P«  +  (^  -^«^Pal« 

Auf  gleiche  Weise  wie  eben  für  x  lässt  sich  auch  aus  den 
'drei  Gleichungen  (27)  ein^  Gteichüog  zükr  Bestimmung  von  y  ent- 
wickeln. Man  kannte  nänilich  jed^. derselben  mit  «in'em  unbe- 
iBtimroten  Coellßcienten  multipliciren,  dann  alle  drei  addiren  und 
nön  die  drei  CöefBctehten  so  %estihi*meA,  dass  d~er  CöefBcient  von 
X  verschwindet.  Wir  ziehen  jedoch  fönenden  einfacheren  We|; 
zur  AutBndung'Von  y  vor. 

Anstatt  die  Gleichung  aesVReget^chnittes 
Tkeil  XXXIL  16 


(28) 
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^^J8  SpU»:  Uellfr^Jj^ii^^imgx^t*V9fm«^lltf»'ftt'e»^ 
.„w^e,^ra^er.«yf  ^ifj.Fp,rfli,  ,,,..,.  ,.  .  ...„,,  ■,....  ,.,  .,: 
'"  ' i*a>6«7o  =>o(4y  +  B6tt"f 'A))»^f/'o*45'o)*^'5'o-^f'o'V)  *»0 

'W rfW: JMf*«'ib«ihe»,    '.itM  1.:,.' !.' ,•  •..-;;  >;t-.r.i    • 

,.    ,.  ,      4^tt*'o-— ^0^0  — '0• 

gesetet  ist   piese  Gleichiipg  wird  aber  das  System  sweier  Gera- 
den ^   wenn  i    *  -      .  -  *•         •  !    •  ;  '^  I   .        ! 

So^  —  Poto=^0s (30) 

w^ldhes  dieselbe  fi«dtnfrmig$g!etchuiig  fewisciieit  den  fünf  Coeffi- 
cienten  des  Kegelschnittes  ergibt,  wie  früher  die  Gleichung  (3). 

Die  Gleichungen  der  swel  Gieradiln,' weichenden  einen  gerad- 
linigen Kegelschnitt  bilden  und  sich  oben  (§.  3.)  unter  der  Form 

a(A^+Bix  +  D^ti^'P^i'gi  =  0. 
sttll'ett  sich' jetzt' unt'eydöf' Pbm  dar :'. 

.  «'(Cpa?  +  Äoy  +  JVPo  +  Poy  +  «o  =  0. 

•  -  •-''.      [" >  .  i"     •  I  »••  '• '."    •.   • 

wo  fi'  wiederum  rfl  oder  — 1  bedeutet 

Wir /haben  nun  zunächst  die  Beziehungen  tufzusuchen,  welcfae^ 
Bwischeri  tf  imd  '</  statMnlon  müssen  ^  *  damit  die  vorstehendea 
zwei  Gleichungen  identisch  sind.  Eine  einfache  JPnteAs^djiuog 
ffihrt  zu  dem  Resultate  >  dass  dieses  der  Fall  ist^  wenn 

E^  lassen  sich  >  somit  di*  tfrel  Gl^eb«^ige|i  t^T)  nueh  auf  folgende 
Weise  schreiben  s 

iiuv  I.:-,.-      .,.(»^-^.^Äi»a).y— iP^a^TMaiTTi^ÄPsSsOt-   '.  -.M. 
biviiiri  man  diese  Gleichungen  ffer  Bei^e  iiach  6ntäfi/,' ' 
aPi,    bV^.    cVny  ..,.,; 

so  nehmen  sie  folgende  For^n  ap;, 
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m 


I 

Holliplieirt  man  nan  diese  GleichaDgen  der  Reihe  nach  mit 

addirt  die  erbalteoeo  Resaltate  and  berdcksicbtigt»   daae  anwer 
den  Relationen  (28)  auch  noch  die  Beziehung  stattAndeti 

eo  gelangt  man  zu  der  Gleichung: 

[Ö«a— *«s)«Pi  +  (f%— l*i)*Pa  + (f«i— l«^^l»»lSf 
+  (fH-«i)«^+(f.-»h)*g+(fh-^^^  =  0.    (32) 
Ana  den  Gleichungen  (3)  und  (30)  ergiht  eich: 

Beseichnen  wir  nun  die  Werthe  yon  dbVfo  u°d  dbV^t  nach 
dem  deren  Zeichen  so  gewAlt  cAnd^   dae^  (Re  i]ileicfatfngen  (27y 
und  (31)  bestehen»   beziehnngs weise  durch  So  und  %,   so  gehen 
die  Gleichungen  (29)  und  (82)  zur  Bestiidmung  von  x  nnd  y  Aber 
in  folgende: 

[(**•— f*»)«Pi  +(m»— f4)*Pa+(Mi— ^«P»]« 
+  (f%-f*»)aKi  +  (^-|^)61U+ (fh-^c».  =  0 
und 

[(f4— f*8)«Pi  +  (f«B— ^*Pa+(f*i— f««)cP»]a? 
+  (fHi— FB)fl«i+(f«B— f««)*«a  +  (fh-^c^=0. 

vrorawi  wir  endlich  ßr  o?  and  y  die  Werthe  erhalten: 

(f«a— M»)«^i  4-  (fts— f4)ftMa  -f  (^1— fta)c»> 
OH,— /f»)«Pi  +  0^.-'M«)*Pa  +  (^— f«i^«Pt' 

*^"~    .<l*rTr|iB)4<li+<f*|rrnfig)«l»g  +  (f4r-flt)c1^V 
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Es  sind .  dieses  d\e  allgemeinsten  Aiifi4rGd[,|Q  dar  Goordinataa 
der  Durcbsiäinfttspanicte'  ^Öi«r  iC^gelscI^DltteV  vi^enn  f»i ,  fk%,  h 
die  drei  Wurzeln  der  cübischen  Gleichung  sind,  welche  den  swei 
Kegielschnttten  inkomtaiti  '  ,,\  ;      ''-^-..'i  ■ 

Wenden  mr  diese  Aiisdrficice  auf  die  Bereclmung  der  Coof- 
dlnaten  der  Duif^lischaitisf üi^|e  ddr^^rei'  Keg^Uchnitte  des  im 
vorhergehenden  Paragraplü^n  angeführten  Beispiels  an,  so  haben 
fv^  «iVjSifhst:  .;  ...^..   ^,.  -  ,-•    .     -1,   ..^j^.  ,    .      ,;.    .::.:;.f 

_      »  «  _J7  «L^a-      119. 

(H  —  fH— —2  •  *'»  ^.  8  •  ,^»  •"  J^  ""  "7 1*9' 

'    1—  .  \ '        .  /-*».  ^>i-'»\..'  1"  i'\"  i 

'^A  hierdurch  erhalten  wir  für  abe  =  f  1  oder 

'4)1  fÖr  a==+l,  6=r+l,  <J«+1: 
I 

V, 


^-=f»  .*=f.a5 


2)    für  «  =  +l,-6=-|,  c=— 1: 


^)    für  «=— I,  6  =  +  l,  c=  — 1: 


4)    fär4i=— 1,   6  =  — 1,  c:^  +  l2 

was  genau  ihilien* oben  gefendenen  Resultaten  fiWeinstimmt 

Man  üSeruvgt  sUhlleldbt^  itos.^r  di^  Annähmet  yooLii^=— 1 
dieselben  9^rithe-f<ir.;al  «od  .^wSce*  ien^t  Worden.    "' 


*  C  r 
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J  a  ehr :  Not€  tut  ^uei^wt  fifmoiles  qtti  pwmnt'itn^itmi^tlc.  ^t: 


'    i\    i\<  '!    HO 


1       .<  r  .    ' 

■'  \ 

..  .   '. 

(jO 

^   '-   M     . 

•'   ■ 

.-.(  .        .  \>    •    ' 

'•    .      •       - '      'J    . 

XX. 


Rote  sor  quelques  formales  qai  peavent   etre  utileÄ' 
.   daas  la  th^orie  des  surface»  coarbes. 


Mbnsieur  G.  F.  VF.  Baekr 

k  Groll  in  gne.    •.  '^ 


T.    Angle  bous  fequer  se  coupent,   au  point  jp»  y«  z, 
Jenx  courbes  d od 0^*68  sur  une  surface  F(ar,  y,  z)=0.    Soit 

une  des  ^quatioDs  de  la  tangente  ä  Fune  des  courbes;    celle  du 
plan  tangeot  ^tant 

on  aura,   en  öllminaDt  i}— y»  pour  l'autre  equation: 

Alnsi  le«  i^quationa  de  cette  tangente  seront: 

1  m         p^mg/ 

et  par  oeiwitfqiieDC  on  aura,  en  faisant 

pour  les-oosihus  de  ses  anglesdirecteurs: 

1       m  ■    n-^mg 
W    W       IT" 

Pareillement  ces  cosinus  pour  ta  tangente  \  Tautre  coiirbe»   dont ' 
une  des  ^quattons  est  ni-^y^^m'ii^^t  seront 
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2K3^     Bü^kr :  Pfote  mr  ifue^es  fin'muie$^  0tt  ptwem  Hre 
1        wf      p  +  m'g^ 

oü  Ton  a  fall 

On  anra  donc  poor  le  coslnos  de  Tangle  q>  entre  ces  deoz  tan- 
genies,  c'est-ä-dire»  de  Tangle  eous  leqnel  se  coapenC  lee  deox 
coarbes  donn^eis, 

Applications.    L'tfqnation  difftfrentielle  des  lignes  de  conr- 
bure  est 

^l(l+?*)*-p}<l+^l(H-?«)«-(I+P«)<l-ia+|»*)«-W»l=ft 

doDc,  d'apris'  tes  propri^t^s  des  racines  de  I'^natioo  d«  seeond 
dc^rd:'  . 

sabstituant  ces  valenrs  dana  (l)  on  trouvei 

Ce«V«  553^=0.    r 

et  par  cona^qaent  9  =  4»^  c'est-ä-dire,  les  lignes  de  courbare 
80  coupent  k  angle  droft»  progciiM^  que  Ton  d^niontre  ordinaire- 
ment  en  rapportant  T^uaiHön  de  It  sarface  an  plan  tangent,  et 
faisant  k  cet  efföt  dans  r^qa«tion  dilbreiiiielk'de«'ii9AMh4eee9r<» 
bare  p=0»  f =0. 

L'i^qnation  diff^rentielle  des  lignes  de  niveao  est»   en  soppo- 
sant  qae  le  plan  ay  seit  borlzontal» 

et  celle  d^s  Ijgnea  do  plas  gründe  pente:  .  .    ,  " 
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Mh$  darin  ia  HÜorie  itfefi  iurfacei  conrbet.  2^ 

Oll  a  dooo  daos  ce  edd :  ' 


m 


ff  .   P 


\ 


et  Pon  trouve»  eo  sBbstitaaot  c^s  valeiir»  dan»  (1), 

doDC  anasi  eea  ilgnea  se  conpent  k  angle  droit.  ..  ,.  ^^      , 

Avec  lea  yaleurs  des  cosinua  des  aoglea  directeurs  ded  deuz 
tangentea  on  tronvera  facilement:^  \^  . 

et  par  cons^quent:  .,     ;     !.:  i  d  i^.-'';:.  i« 

'  (m-m'>V(l+p*+»«) 

V(l-^-fß^qiyssA  9t  Ta*^9>»a <        p  •» 

ia  derni^re  formale  donnera: 

„.J^m'  +  tiXl+p*+pqm')  <■  ^y.  ,,M  -t 

qal  petiita  aeMr  ä  Wbtimir  -lniin^diatement  P^qaatf an  ^  dHKr^nffirfle 
d'uoe  conrbe»  qui  doit  cooper  sui^aot  une  certaioe  loi  ud  Systeme 
de  coorbes  donnö  sur  aae  awface.  '  ^    '>' 

SappoBona   qae  Too  Yeaille  avoir  la.ligDe  ■  ioxodromlque  aar 
OD  ellipaoTde»  dont 

aaiti  l*fiqaathHH4  6t  qoe  lea^  plana  paA»a«t;  pav  l'aioa  dea  rr  •ou^  las  • 
mtnäkwU.tAor^'i*  6ataintai\t^  et  Toa  a$        .  Iim  ..  .  ! 

i  * 

)      ^  V    ..    . 

L*^j|foation  de  Ia  sarflice  doonei     *    ' 

•f'MMittiuiiit'fc«»  i^leikr£^'daM'l(S)V  ^         ' 
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2^       Baehr:    Note  9ur  quelqu§t  formules ^ qtd  peuf^mt  ^ire 

rfy  _  Ayz  4-  «6*Bg?.  ■        ,j 

oü  Tod  a  fait :  ^ 

81  Ton  introdttit  des  coordonnees.  polakes»  fin  faisant.    . 

la  dernltee  ^quation  se  change  dans: 

Sin  6  ^  4|  ^go^  (»^_  ^^g.^  ^  ^  «6«gCo8  (»     ' 
Co8Öt|— pSlnd 
<)t  apr^  la  r^doctioo : 

€ette  öquation  n*est  int^^grable  que  dans  le  cas  oü  Ton  a  <ic^6,, 
tfi  qui  donne  en.mtoe  temps  BtszC,^  fldoks  ^lle  devi^iit,:. 


tandis-qae  Ton  a: 


"^""^S^"^^"' 


<;e  qui  cbapge  la  derni^re  ^quafiondans^ 

^qoation  connoe  de.  la  lo^ odrdnicf  sii^  un'^Hipsolde  de  r^volotion«. 

2j  Pour  pass.er  d'nn  Systeme  d'axes  rectangulaires. 
ji  11«.  a.ulr«0y  st^me  d'axes  aussirectangaluir^s/  q'iti  a- 
la  m^iqjQ.ojrigine  que  le  premler»  en  Iai^dan8  Ti^qnatleii'il^iioe« 
surracQ.cQUrb^:  ^ 

oh  w»  y.  Qi  1- sont  les  coordonn^s  du  premier  et  ^',  y''ei  zf  Cel- 
les, du  noMY^au  systölHe,.  taf^is-^que  c^.a'  eto!^  A0iit;j^s.f|9llWn., 
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dfi^  ayigies  directeuca  du  fouveau  a^e  def  acf^  ^t^  11  liest  arri-, 
irer  ^e  l'or^  ▼euille  faire  cett«  subatitutioo  daas  une  ^quation 
djüTärentielle^  oü  entre^t  les  co^/lficientsi  diff^r^ptiels :    * 

dz  '  ife   '5'       dp  dp       dq     "  ■      rf^    ''     • 

^^^Tx'   .^^^'    ^=5**    *^ä^  =  S'         ^^*  "^'''V 

H  a'agU  desaF^ifi ce ,que  Ton  dpit alqHi  siilmtituer a  ces  ayinhp-!. 
I»s>  ea  falsant  de  minie  daas  le  nquv^fiu  f|ysi4me:        .       •  ^    .o 

/     *^^        /    </t'        .     dp*  ^     /    Äp'       rV      ^      «iy'      V 

''=^^'  »-^,*  *^«Ä^  ;^^=a?'  ^-^-^^- 

et  ä  cet  efät.  U  faot  expfiroer  f»>y  ^,  rv  etci   cn^  fanctions   d^* 
f^ »  rf»  ^9  ^e«    Si  dans  lea  foffmolee  iß)  en  change  :lee  qnaatitifo. 
de  Tane  des  denz  ligaee  eaiFantee '  dana  leara  eofreepondatitee 
d».raBtre,.  . 

:(ß    jf    z      a    b    c       a* V  d       a'''   6*    c*       p    q    r    «'  ( 
QU  obtient  lenra  inverses : 

..     j{f  =  6a?  +  ^'y:+*%  !    •    •    ^    -^  '•    ^''^    - 

tandia-que  Fod  a  entre  lea  qaahtitda  a;  0,  e,  etc.  ieaaUrölationa: 
ae+>4i,*e=l.  iift  +  o'ft'  +  Ä''6»:ii:0  i 

'  ^^       .  *?+ft'*+*''^  =  »  a€+ay  ta''c''==Ö  V         (6)     ' 

e«+€^+e'^^=l  :    6c+*V  +  6V=rO) 

dopt  oh  deduit  de  la  mime  mai^i^re  los  iaversese 

et-  eda'MbtUnft»  onl  encore^'^oav*  ooiiai^qaenci^  r^   •  •        ...•.> 
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^  SSlOr      Ba$hrt    mü  hr  0ieigues  ftffmuM  i/M  p^lbM  itre 

fh^^kiiig.    O'fa  peu(f^o^6i'  dfreöremetiVbei^'därnl^ttfg'de'  Ta/itfM^^ 
sulvante.    Supponjons  qvd'  fös  deur  «yst^n/äar  il'äkeb  Vectflngofaiire^ 
soieot  pria.'dans  le  m^npie  ordre,  de  .f^rte  qa'en.  faisant  .tporner 
on  detr  ^ystöme^  antourde  rorigilie  ^co^Qiiidtie'Oj^^ön.puisa^  falte 
coTncider   (es  directions  des   x^  y^  z  respectivenient  avec  Celles 
dvit  Jp^  y  ^t  »' poaltfft.'^  'S!  «i<^B'*oft  pt^hd\  ä^fMaMl'd«  riiirigttle 
o,  sur  les  directfow  <|$oi^ftK^^' des  x'  et  de«  y;' dbe  leftgftftafü' 
o.r'  et  oj(^  ögales  ä  l^'unit^^.^t  qu'on  joigne  les  eKtr^mit^  oi'ety, 
^  livra  1191  tritftngle  reetangJe  x*^y's^  dont'la^BHrfigtee'  .est«  l  e t  la^ 
aurface  di^  aa  projection  sxit  le  plan  jry  a/Bra    c^V  si  Tangle  qal  a 
e^'p(HiP'do0irtu9>  est^aigu;    Dans  ee  eaa^an^it  les^  pM|ectloiB8  »d^  • 
ooK  4tiV)^  HBÜr  ie(iplbnn«j^  fiperoiit  eai^e^elles  dahli  le^iD^ii^  j^yMs- 
qa»t  leti(«aqBS-iaur>  et  oy^   et^  refnimiiiaBt  "ffae.Jeai'olnrdMiQtfes  'de'» 
la  projection  du  point  x*  parallele  ä  cea  axes  aont  respecM«Bent!» 
a  et  a^  tandis-que  celles  du  poiat^  aont  b  et  6^  on  anra  daiw 
tous  les  cas  pour  la  sufCace,  de   la   projection  du  triangle  x'oy 
sur  dry :  • 

''     *  '^^  '*^      4|W'  +  (a--6)(a'^VftO-.aa'r\'    •    .    /  (9)     ' 

ce  qui  se  r^dait  k% 

'  ^  4(bW>-a'A>? 

^gaknt  donc  les*  deux^  exp^bflblönii  de*  la  sutface  de  la  projeetton 
on  obtient  '   :.  .  ■  ^■ 

qoi  est  la  prffm^^\'/[)e8  re|ations  (3).  Si.  lUuig)a  quita^c'^  pour 
Cosinus  ^tait  pbtu^^^ja  surfaee  de  la  projectiop^^ ,  qui  doif  dtre  uno 
quahtitö  poainre^  's^Vait  '-^Ic",  ™a>^  daits  ce  cils  aussV^les  pro- 
jections  de  oit' ef  ^y' ;siir^  ii;^  seralent  entre  e1le#  dao|i'on  ordre 
inyerse  de  celle  des  a^ces  ox  e.t  oy,  de  sorte  qu'il  faudrait  en 
mdme  temps  ctianger  le  signe  dö  (O). 

De  la  pretifiöriä'des  relktlons  (8)  ort  d't^dioit*  les'  äntres:  pre- 
mUrement,  etineihtiqyiafit'q(ie'1es  quanfit^^b^  [6;  e  #e^taccMent 
dans  l'ordref  lf»J^i.  a  etvcu*  a^^A».,  de  softe  i|ii|5tr^  [pem^^changer 
dans  cette  premi^re  relation'  a  en  6»  A  en  e,  c  en  n  et  aussi  a 
en  c,  A  en  a»  0  eav.6iree  qul  donoia  |a*4le«xid«}tt  elrki  tMiisMaie 
relation  de  la  premiöre  colonoe;  secondement«  en  remarquaot  qae 
les  groupes  (fl,  6,  c),  (o',  6',  cO,  (a^,  6',  e")  se  succMent 
dJttis-rdidfe  (e'fc'cO,  (a''6V^/T«)fc3>-*t^(a"6"c"),  (a»e)^(Äf*V)i . 
de,sort|^%.quß^  Ton  peut  au^eii^ei^  chi^gi^e  lettre  d'on.a^pmtjL,»,^ 
conditton  d'eftiacer  tons  les  accents  lorsque  leur  nombre  devlen* 
driiiFtiM^  W  qui  donoe  W  Vfeiittoni^'de  b  denxilinlW^'acrlk' ' 
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MAfariMPt  ia  Morie  dn  wrfaeet  würbes.  2St^ 

iMMmm ttobnoeJ  Sappoäoiis  naltttomnl  i|i/iineifoiioiloo(#l(dr»y»  9f\ 

▼alears  (3)^  alors  oANaara  par  la^d^fförentiation  de  f^nc^ioi^  de^ 
fonctiÖDs:  "       '*^  '':''»    '' 


dF 

dx 


_d9  ßa^   dm  d^,dq>  dzf     dq>      df  dxJLF  dy    dF  dz 
Tld^':'SS^!'^^dddi.  a^''^5^'cte'^3y^rfa^"^A*Ar' 

dF^dq)    dx[^  dq>  dy\dfp  dz'     dq> dF  dx    dF  dy    dF   d% 

d$ ^W "d^d\f'''df'^dl'^'^  '  rf^' -^dar' dif'yy  ' dy'^'d^-d^' 

dF      dip  dx' ,  dtp  dy' ,  d(p  dz*    dtp  _dF  dx  ,  dF  dy  ,  dF  ds 

rfF=d^'*;®^^7fo"*W'd^^  'is^-^'s^^di'W^d^'dP' 

Dans  ces  diff^rentiationa   x,  y,  x  aont  considertfes  ,  coipme   des 
▼ariablec^  Hid^ehdtofe»  entte^elll^s^   et  Ae  m^me  ell^stfe  sQJrtiö-* 
sent  aucoiDe  liaiaon  eotre  x',  yf  et  «(,  de  sorte  qae  les  valeurs  (5) 
doBneiit!poi]f^l$;|MPdi9ridr^^oloBnei  :       -      ^       ..  .     «•    .  ^^ 

dx'  ife^      ;    da?'    ',     dy'      ^      '  ' 

3i-=^'     d^="'    dr==«  '    5^  =  6,  ....etc., 

et  lea  valeurs  (3)  pour  la  aecoiid^  colönoe: 

i£r'  *rfdr      .      dx     '^      dy         i 

^  —  «*  25/T  > ^   4?*^  ^'.  SP  ~  " '  "••  ®**''  ^  " 

et  par  cona^qaent  ron  aura:  r     .  -  ;/•».:> 

rfF       ,d<p  ...dq>  ,    .d(p       d<p      .dF^..dF'..'dF'"' 
dF       „dq>  ,  ...^9  ,    udv       dip        äF  ,    .dF  '     ,,dF 

Mais  en  eonsid^raot  2;  comm^  fonction  de  x  et,  de  y,  doi\D^e  par 
V6qatkÜ9fiy\J^(fP3jyy^)'^%K\^  *0ra  ,iiö«^v  (oaetion^^  i«<-et'^  y', 
doonäe  par  Täquätiin  q>(x',  y^)  i')  =  09  et  Ton  aura: 

dz'  dq>    dtp      ^         dtp  ^  dtp      i 

P'^dx' Ar'    S'*:-^»!'^»T;^*'äEF'i'.jiii7  «1  >ti/^ir 
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288:      Baehr:    NoH  mr  quel9U9$  fwmmiei  0d.pen0gtti  Ort 

de  fort0«^^a'eft«4lVi«alll  ;lai  ptemMret  ttJa  «^fltadetitf^li«B':d»  1« 
pr«fciii^re  coionoe  (M)  par  Ja  trdisMiiie,^t.4iyiaalit  ie»  deioL'ter^ 

mes  de  ia  traction  du  second  membre  par'^,  ^bn  trouvera».  ea. 
ayant  ^gard  aus  relations  (11): 

,  vi        ap'^bq'—c  V    g^Hh^ft^yf— c^  .  V,v,^^, 

et  ^pn^rant  de  Ia  m^me  manl^ne  avec  las  ^uatioDs  ^di^*  Ia  aeconde- 
coTonne  (10),  ayant  ^giard  aux  relations  (11),.  oii  troave  fea  inTerses  r 

Pifftfrenttant  Ia  premidre  fprmnie  (12).pifr  tapport  k  x^,  on.  mt 

Ott 

'=  •  (o'y+ *'¥—<'")•  . >  • 

et,  en  tertu  des  relationa  (3) :.  ■  i     -'"J  ■"•  I  '-" 

Hai«,  on  a-: 

dx       SiP' dx  ^,  dy'*dx  '     dx       dx*(dx       d^'dx, 

*   '   ,.  ■      .      I  "...  .    .    •         *  u      . 

oft  il.fant^conaldete^  s  et  s'  oomme;  des  Tarlablto  d^pendantes,. 
de  Sorte  que  maintenant  les  ^qaations-  (5)  donnent : 

€6  qni  change  les  prtfc^dentes  dans: 

mais  Ia.  valiur  (IS)'  de^p  dönne  t: 
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ft 


de  Sorte  qoe  les  dernk^e#,i^»|itkN>a.'4eviif|iH)ifPt:.  ;<  ,  ,    , 

gt  enfio  en  port^nt  pes  valeurj  daps  (14)  qn  trooTera  la  pre^ii^re 
•aeV  ti^ois' ilirmules  süivaiites : 

:  j.   11.)   :.    .'. 

■     ^'^^  •  ^-      .  ■- 

•■-  (a'y+6'Y— c")» 


■ir  <n    ■■:.■! 


,_     (0^*+  6)*r''- 2(^7^  +  6)  (cp'+a)«' 4 {.cp'\  a)*i'\ 

* (fl'y  +  Ä'Y-^oV         ■  '   -l''  ■■■'•  '■-  i" 

doot  les  deax^deryi^V^  «e  trOnveiit' de:  la  iiMme  Snäniftre,  en  dif- 
ftrentiant  p  oir  ^  TpaYnppott'k  g  od  X  et  f  pärimi^pott  ä  y. 

•.•r.H£c)iai«e<Mrt  !m»tie-ieUes  Je«  fyaiitUtfs  dm  de«x  J^gnnfK /(il)^  cti) 
(ronre  les  inverses.:.  ,  ,    .     .  .,.•....  ^■■-■.\.  ;,i.''.'   /-  ••■■  n 


r'= 


+(6>4«)^< 


(cp/f  c'^  — c'Ö 


jfkltilti^llttftt  W  iii^ttbvea  ^rMi»tMiidtidt#  &d  tttelle» 'daa^^uA^ 

r  jul^tii  »f.oI»  fe'jr. ::;•>.»  ;mi  «f^ifffirtf^'^i  •> '•>  cmi  •-.  '.!.  ,»»•>•. iujrt  j')1r.,  t».- 
divisant  les  produits  par  "^  •  gfrt,.9B,4'fiPtÄ,  eV9fifiilflt.tr«M<^"<5f, 
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et  si  Ton  prend  ta  somme  des  carr^s  de  Celles  des  tfqoations  (10) 
qui  sont  dans  nnie  «MMm  ec«loi>ne°'rertfcifi(ftt  -  ■■  '  '■  ;■        ' 

'     iSi  i'on  differentie  lä  premi^re  des  rormules  (10)  par  rapporl 
ä  d?  un  a: 

diffärentiant  de  m^roe  les  deux  autrea  de  la  m^ine  coloDne  respee- 
tiv^tn^  par  itapport  &  iy  et  i  «,  et  aJMtoat  ieff^lijoia  «r^ultata, 
€|n  aura«  ayant  ^gard  aux  relationa  (0): 

ainsi  les  ezpressions  diff^reiitieUea  \ 

bdnaÜf^etit'1^  tt^mes'  form^B  ^  tea  ^^meir'vtfie^  eii  paaaant 
d'an  Systeme  d'axea  rectangulaires  k  ud  autre. 

(dF  dq>\^ 

81  Tod  considdre  T^quatioh'du  s^and  ddgr^  qui  donne  les  deax 
rayoDS  R  4e,coMr^pre  ,d'une.«urlac^,^ay.pir;  ^     , 

e|„p^iUMi(|aaiit;^9^!lea tbmgiWlM:  .d«  fiaaiina^mn»  JZ tsftnt^ifKt^en« 
4aDta(ii,dA»Jpi<.«r49fftiiin,)d^ua9a«  ai»l|u«to[i«a  lapportf  Vifviaioii 
de  cette  aorface,  ais  sorte  que  ie#.  vaitira  nuniMquea  des  racines 
a6^ö*tei'''Mfeitr6to'WdWia^fedlVaato. --'^^   ' •    "--^1  ^"i  J'»-"i> 
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+  (!+?'•+ O*=0>  >     Mi  Ml 


*M'»*- rfi-'en  ♦*rt<i  <te-(M)s '■  ■•' •    ■   '  '  '   '  '^•■' ;  • •  "•■■■;  "• 

1   .    ■  .  :<..■■ .  •.  ^.  I   ■  ..i. 

et  par  la  deroiöre  reladon  (17)  on  aura 


,:i-^/'--»h' 


(-•      ■  '■•.   ! 


1  I  ,0«..«^6ef»  iWfäwMt|l«i!>ronn«l(»JI  (%l)ii  FM  ide».{MJbiftftbtiMM 
et  des  rtfductions  cnn««nahl«8<.        ■,    ..  .  ...  '.•,.:„„.  ,-.1  •,;.  «jm-.iü.j 

,  a;  Oa  <ftott  .^ai»  .40r  4:liMiTO  «urface^  i|  0xMt#  d«ax  sysMmea 
4ff.«pai|bes»  t9Ui&0  q«i#.  d«$  vayAPSj  Tenavt  dfa'o  seul  pVii^Jimi^ 
neu  et  r^fl^his  snr  chacune  d'ellea»  formen t  une  ü9imfaqQ  d<^ver. 
loppable  dont  Tarrdte  .de  r^bfoii^sseiDfBDt  eat  une  coorbe  caustique. 
G^otfralement  par  chaqöe  point  de  la  surface  passent  deux  de 
Ml  tJdWbenv  a{ipeWM<  l^des*  <de  ^r^fl^g»,  qöl-se  eeup^ent^* 
aiDgle-'^i&il<Mi<l6ineibtt.wiMhj:t-ay4fai  ih«»d^iit  es«  tfkrittinittt' d««r 

dence.  :•«  i.  ni.iif 

Aioai  torpoiiits^eJa>ürticfe/:oir)4bfi^^  ^ 
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292       Baekr:    Note  mr  qnei^es  /brmulet  qtsi  peutent  ilrä 

qüe  l'äii^  d^fi/i^ctions  priobipai^li  (Klar  ces  p<Aim'  c6n6toiie  te  poM 
lumioeux.  ,;     ,,- -  >  |  ••.    ;  . 

Soieot  ^ä.c^t  eff^t^  a.,  ß  et.y  \ef^  <^prdpnn^98  du  jpoifjf  ,l^^~ 
neu^;  x,  y  et  z.ceilfß  dW  ppjlnt^^'ipc|4|8nce  ,^uQjpoDq,a«^  j^pi*^ 
en' däsignant  par  1,  fi^t.d^  coordqnn.e^s  courantea:.,  '  , 

|-ar=  J(«-^)  +  /l(t-*) 

sera  T^qu^ition.  d'un  plan  quejconque  paasant  par  le  poiot  dlni^- 
dence;  pötnr  que  ce  plan  cobtienne  ausal  le  point  lumineüi,  6t 
ipar  cohs^quertt  lie  ra^on 'iDcideot,  il  faudrä  avoirentfe^iT €%''S  I& 
Delation :  -   . ,  l  .  .  . 

'et  ponr  qae  ce  plan  contienne  «aacfBi  Ja  normale  -m  poin^  «».  y».  J^ 
«dont  ies  ^qoations  sont 

0t  qa(9  .par  coqaiikiu^nA  il  pnUse  .^tre  «n  plan  pwpIpilU  >!i  fl^udr* 
avoir 

•  •  ■   0       •    "   V»        ^ 
ees  denx  eonditiona  donnent:  , 

et  par  cona^qoent: 

[(P-y)  +  y(y-*)](f-^)        , 

aeni  T^l^mtiofr  4'tiiivplati  mitmal  qot'paMe  par  de '  polnt^^uel* 
conqne  de  la  aurface  et  par  le  point  rayohmmt^  -        -  -  i  ^  ^  >  ' 

>;'n!tPek|r  ^tie  ve  pijitt  tioit  c^tuf  d'alie  section  fFriAwIpaiei  il:*faut 
que-itsa  eqmmttne   intef*e(rt<on- avtfe'  fre  pkto   tangfent   aU-  pioiliit 

xv'y!if  «^f'  ö^trt-  - '     ' '  •  -''Ji-  •  -^ '  *•  •-•  ^       .•:'»/'.< 

f^t  röquatian»  soit  t^ogej>ti3  ji  tfpe  de4,%iies  d«  qowlmrea  4M 
pi^ei)t  pacje  9i4mfi: iMott  j£ii.;i§lH»ii<aiiti|:  ou  pliitdi^Tfrz^i-m 
troffffr  p0ur|  l*4qiMfi90  d^.^:pioj«QtinA^e[c9tte^!#t«iKi^Uptt.#^^^^ 
plan  d^jf: 
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utUe$  dau  ia  tMvrte  de$  turtaet»  emtröet.  '  233 

et  ia  tangente  6  d«  Tangle  qa'eile  fait  avee  Taxe  des  x  est  ainsi 

A_  g(y-»)  +  (H-y')(/?-y)— py(«-Ta;) . 

il  faot  donc  que  l'^qaatioD  diff^rentielle  des  lignes  de  courbure 
^{(l+9«)*-pvO+^((l+*«)r-(l+p«)<|-l(l+p«)*-p?r|=0 

soit  satisfaite  si  Tod  y  porte  poor  ^  Ia  valeur  de  0. 
Faisant  cette  sabstitntion  od  a: 

[q{y-')  +  (1  +p')(/J-y)--p?(«-*)]*  [(l+9*)»-P9<l 

X  [|»(y-x)-|»ytf-») +(1 +  9»)  («-*)]  [(l+9»)r-(l +|>«)<1 
-  [piy-')-pqiß-y)  +(!  +  »»)  («-'«)]"  [(1+P«)«-P9r]  =a 

ce  qai  se  röduit  ä: 

(22) 

+  [129(1  +/^*)*-p(l  +P*)e+pr(l-^)}0?--y) 

-t2p(l+9«)f-9(l  +  9«)r  +  9(l-;»«)n(«-ar)]<f-») 
+  [(1  +  P«)*-P9r]  (/5-y)«+  [r(l  +  7«)-«l  +/!•)]  (ß-y)(«-«) 
+  [^«-(1 +  «*)«](«-*)*  =  0. 

Si  dans  cette  ^quation  on  porte  les  valears  de  p,  9,  r,  «,  t, 
tir^es  de  T^quation  d'une  surface  F(x,y^t)^=^fi,  eile  determinera, 
coDJointemeDt  avee  cette  demi^re,  une  ou  plusieure  coarbes 
snr  Ia  surface,  qui  satiafont  k  Ia  coodition  pos^e.  Od  n'aura 
qQ*a  ällmiaer  une  des  coordonoäea  entre  iea  deux  ^quations, 
poar  avoir  Ia  projection  de  ces  courbes  sur  le  plan  qui  eat  per- 
pendiculaire  a  cette  courdonn^e. 

Pour  Ia  Sphäre  l'^quation  (22)  devient  identique,  ce  qu*on 
pouvait  präToir»  et  od  peut  encore  vtfrifier  qu'en  g^n^ral  Iea  cour- 
bes qn'elles  dötermine  passent  par  Iea  ombilica  de  Ia  sorface« 
Eo  eff^t  pour  cea  pointSj  s'ila  «xistent,  on  a  les  conditioosc 

Theil  XXXII«  1« 
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2S4  Zehfust:  Sur  le  $tnt  giomdtri^t  des  gpanüies  imaginaireM, 

r      ""  *    ""      t     ' 

arec  lea-queiles  tous  les  coöfBcienCs  entre  les  crocheta  devienoent 


XXI. 


Sur  le  seiis  geometriqae  des  quantites  imaginaires. 


PRr 

Monsieur    6.  Zehfuss, 
Dr.  |>1iil.  k  Darm  Stadt. 


II  y  a  plusieurs  g^omötres  qui  ont  propos^s  de  röpr^^aenter 
d*ane  manidre  symbolique  la  qoantit^  x-t-yV"^  par  la  disfance 
droite  entre  Torigine  des  coordonn^es  et  le  point,  dont  les  coor- 
donnöes  rectangulaires  sout  a  et  y.  II  est  vrai,  que  cette  tbäo- 
rie,  qui  k  re^ue  an  grand  degr^  de  perfectionDemeDt  le  premier 
par  M.  Arg  and  (yoyez  le  6.  Vol.  aes  Ann.  de  Gei^onne)  en 
1806^  donne  beauconp  de  r^sultats  justes^  et  quelquefois  m^me 
«tie  voie  pour  faire  de  nouyelles  döcouvertes.  Mais  neanmoins  il 
est  facile  de  se  coDYaincre,  qne  cette  tbi^orie  est  en  d^faat  dans 
quelqaes  cas,  et  nous  nous  bornerons  de  n*en  citer  que  deox, 
pevr  d^montrer  qae  le  principe  foDdamental  de  cette  tböorie  n'e«t 
pas  ni^cessairemeut  vrai,  k  moins  qu'on  pr^tende,  qu*e)le  de?ait 
conduire  toojoars  k  des  räsultats  justes;  et  qne  la  m^tbapbysi- 
qae  de  cette  m^tbode  s'appuie  en  quelque  sorte  sur  une  pro* 
pri^t^  de  Tespace,  qui  n*a  pas  lieii  nöcessairement,  mais  poor 
ainsi  dire  par  accident 

1)  Si  la  direetion  lat^ale  de  Taxe  SeB  Y  pur  rappert  k  ceiie 
des  X  prodttft  les  qu&ntft^  simplemeat  imagtnaires  et  de  la  forme 
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Zehfuss:  Surie$€mg6em6lrtqutd99quünüUBimaginQirtB.  2Sä 

yV^^^,  II  se  prös^nte  la  queRtioii:  ,,  Quelle  sorte  de  qoantit^ 
8ont  represetit^es  paria  trolsiöme  direction  lat($rale  Z>  rectangu- 
lalre  aax  deux  directions  des  X  et  des  Y%^^  On  sait,  que  jiis- 
qa*ici  on  n'a  invente  que  des  quantitiSs  reelles  et  des  quantit^s 
imagioaires.  Les  lignes  dirig^es  paralldlement  a  Taxe  A^f^  Z  de- 
yaient  done  repr^senter  an  noüveau  genre  de  quantit^s,  dont  jns- 
qu*ici  on  ne  peut  point  du  tout  se  faire  une  id^e.  Mais  nous 
croyons,  qu'il  n'y  a  pas  une  teile  esp^ce,  et  nous  allons  dornen- 
trer»  que  la  tb^orie  ordinaire  des"  qbantitäs  g^ometriqtiement  inia- 
ginalres,  appliqu^e  consäquemment  sur  ce  eas  donn^,  präsente 
ane  contradiction  remarquable. 

Car  la  ligne  z  =  1  est  rectangulaire  aax  deux  lignes  x-=-\ 
et  :r  =  —  1 ,  et  par  suite  sa  valeur  geomätrique  de?ait  ^tre 
Vi.  —  1  =  V  —  1,  luais  de  la  memo  maniere  on  trouve,  parce- 
qu'elle   est  aussi   rectangulaire    aux    deux    lignes   ^=V^— 1    et 

y  =—  V^,  qu'elle  devalt  Ätre  egale  a  VV^l.  — V^=±l- 

—  Mais  si  ni^nie  nous  ignorons  cette  contradiction,  nous  pouvons 
trouver  une  autre  raison,  que  les  räsultats  precädents  sont  inad- 
missibles  tous  les  deux.  Car  si  p.  £.  nous  adoptons  Thypoth^se, 
que  les  lignes  dirigäes  parall^lement  ä  Taxe  des  Z  soient  reelles, 
comme  celles  qai  se  trouvent  sur  Taxe  des  X^  chaque  conatruc- 
tion  gäomätrique  devait  donner  le  m^me  resultat,  »i  nous  portions 
la  qnaotite  reelle,  Tabscisse  x  d'un  ou  de  pInsieurs  points,  arbi- 
trairement  sur  Taxe  des  X  ou  sur  celle  des  Z.  Mais  il  est  övi- 
dent,  que  chaque  figure  gäometrique  cbangera  beaucoup  de  forftie, 
en  transportant  an  ou  plusicurs  de  ses  points  integrants  de  Taxe 
des  X  sur  celle  des  Z. 

2)  Le  princfpe,  de  designer  cbaque  quantitä  göoniätrique  a 
orthogonale  a  deux  autres  directement  opposees,  ^  tu  et  — er, 
par  aV— ),  est  susceptible  aussi  d'une  appücation  aux  arcs 
de  cercle.  Concevous  un  arc  de  cercle  a,  däcrit  d'un  rayon 
ägal  ä  l'unite,  et  qui  aie  pour  centre  Torigine  O  des  coor- 
donnees.  A  partir  du  bout  A  du  rayon  i,  nous  decriyons  de 
m^me  ^n  arc  de  cercle  oppose^  ä  Farc  a,  et  qui  est  pour  ainsi 
dire  la  Prolongation  en  sens  contraire  de  l'arc  o,    et  d6sigiiä  par 

—  a.  —  Maintenant  nous  ferons  faire  le  systdme  de  ces  deux 
arcs  une  revolution  autour  de  leur  rayon  comniun,  ou  autoar  de 
Taxe  des  JT,  de  sorte  que  le  plan  renfermaut  le  rayon  1  et  Taie 
a,  Ott  le  plan  ^^^  (+ A',  \  F),  parcourt  dans  ses  diverses  posi^ 
tions  tout  Tespace.  Mais  entre  ces  positions  il  y  en  aura  une 
orthogonale  au  plun  prlmitif  XYy  c'est-a-dire  celle  du  plan  AZ, 
et  dans  cetle  position  nous  aureus  un  arca  orthogonal  aux  deux 
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arc4  primitif«  +u  et  ^a,  et  qiii  d'apr^s  le  priocipe  foDclaineiitai 
des  qnaofit^s  gäomötriqueinent  linagiDaires  serait  a  däaigner  par 
aV" — 1.  Maiotenant  ii  eaf  clair,  que  quoiqae  le  ainos  prend 
diverjses  positions  dans  Tespace,  le  cosinus  de  l'arc  a,'  pendaot 
la  rotation  de  cet  arc,  conserve  toujoure  la  ni^me  poeition  snr 
Taxe  des  Ä.  Si  dooc  noue  r^gardons  la  position  interm^diaire 
ci-dessus  meotioDiiöe  de  larc  u,  noua  avons  cos  «= cos  («V  — J), 
•quation  •videmment  fausse. 


Uebungsaafgaben  für  Schüler. 


Von  Herrn  Doctor  Völler   in  Saalfeld. 

1)  Durch  eiiieo  Punkt  in  einem  Kreise  lassen  sich  unendlich 
▼iele  Sehnen  legen.  Unter  allen  diesen  Chorden  ist  —  wie  die 
Planimetrie  lehrt  —  der  Durchmesser  die  grusste,  diejenige,  Helche 
in  diesem  Punkte  halbirt  wird»  die  kleinste,  und  alle  andern  sind 
kleiner 9  als  die  erstere,  aber  grösser»  als  die  letztere« 

Wenn  nun  die  Grosse  des  Durchmessers  mit  a,  die  der  klein- 
sten Sehne  mit  6  bezeichnet  wird,  so  ist  der  Neigungswinkel  zu 
bestimmen»  welchen  diejenige  Chorde  mit  dem  Durchmesser  bil- 
det» die»  durch  den  angenommenen  Punkt  gehend»  gleich  — ö~' 

2)  Ist  der  Neigungswinkel  einer  durch  den  gegebene^  Punkt 
gehenden  Chorde  gleich  45^»  wie  gross  ist  dann  die  absolute 
Länge  dieser  Linie? 

3)  Unter  welchem  Winkel  schneidet  ferner  diejenige  Sehne  den 
Durchmesser  in  dem  angenommenen  Punkte,  deren  absolute  LSnge 
«-*6»  und  wann  ist  (iberhaupt  diese  Aufgabe  noch  möglich? 

Es  versteht  sich  von  selbst»  dass  in  allen  diesen  Aufgaben  für 
die  Grossen  a  und  6  bestimmte  Zahlenwerthe  beigefugt  werden. 
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xxiir 

M  i  s  c  e  1  1  e  n. 


Von   dem  Herausgeber. 

Der  ftllgemeiner  vorziigHch  durch  seine  Berechnung  von  it 
bekannte  englische  Mathematiker  Abraham  Sharp  war  in  vielen 
Beziehungen  ein  so  wunderlicher  Mann^  dass  die  folgenden  No- 
tizen fiber  denselben  wohl  von  einigem  Interesse  sein  dürften: 

Abraham,  Scharp^  1651  zu  Little-Horton  in  Torkshire  von 
angesehenen  Eltern  geboren ,  kam  zu  einem  Kaufmann  in  Man- 
cbeister  in  die  Lehre ,  zeigte  al^er  schon  frühzeitig  einen  so  ent- 
schiedenen Hang  für  exakte  Wissenschaften,  dass  er  den  Kaut- 
mannsstand  bald  aufgab  und  in  Liv6rpo4>i  eine  Schule  errichtete,' 
wo  er  sich  einzig  mit  Mathematik  und  Astronomie  beschäftigte« 
Zuftllig  lernte  er  hier  einen  Londoner  Kaufmann  kennen,  in  des- 
sen Hause  der  damals  schon  als  Astronom  bekannte  Flamsteed 
wohnte;  um  in  die  Nähe  dieses  Mannes  zu  kommen,  engagirte 
sich  Scharp  bei  dem  Kaufmann  als  Buchhalter,  und  so  entstand 
seine  Bekanntschaft  mit  F I  am  st  eed,  mit  dem  er.  dann  bis  an 
dessen  Tod    in   freundschaftlichen  Verhältnissen   blieb. 

Er  kam  im  Jahre  1688  als  Gehülfe  auf  die  berühmte 
Green^icher  Stern%rarte,  wo  er  im  Beobachten,  Rechnen,  Ver- 
fertigung  von  Instrumenten  und  Construction  des  Himmels -Atlas 
die  wesentlichsten  Dienste  leistete.  Allein  die  angestrengte  Thä- 
tigkeit  untergrub  seine  Gesundheit,  so  dass  er  sich  genüthigt  sah, 
in  seine  väterliche  \Yohnung  nach  Horton  zurückzugehen,  wo  er 
bald  selbst  eine  Sternwarte  errichtete  und  mit  zahlreichen,  durch- 
aus selbst  verfertigten  Instrumenten  versah.  Seine  1717  heraus- 
gegebene  „Treatise  of  Geometry  improved''  bat  noch  jetzt  fSr 
den  Mathematiker  Werth,  einmal  durch  die 'darinnen  befindlichen 
sehr  genauen  Tafeln  für  Kreisbogen  und  für  die  Logarithmen  bis 
1100  auf  61  Decimalen,  und  dann  durch  seine  eigentbümliche  Be. 
handlungsart  k«1rperlicher  Vielecke.    Alle  dabei  befindlichen  Figu- 
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reu,  die  er  selbst  zeichnete  und  in  Kopfer  stach »  besitzen  ^ne 
ungemeine  Nettigkeit  und  Schönheit.  Auch  das  Verhältniss  de« 
Kreisumfanges  zum  Durchmestjcr  berechnete  er  im  Jahre  1699  z« 
seinem  Vergnügen  auf  72  Decimalen^  und  faiid  im  Laufe  seiner 
zahlreichen  uumerischen  Rechnungen  für  die  Construction  von 
logarithmischen  und  irigonometrischen  Tafeln  manche  wesentliche 
Verbesserungen.  Seine  Berechnung  der  Sinus»  Tangenten  und 
Secanten  fiür  jede  Secunde  der  ersten  Minute,  befinden  Weh  noch 
in  den  Archiven  der  königlichen  Societät,  und  sind  besonders 
auch  wegen  der  grossen  Eleganz  seiner  Handschrift  merkwürdig« 

Mit  Flarosteed,  Newton,  Halley,  Wallis,  Hodgson, 
Sherwin  und  mehreren  anderen  Gelehrten!  der  damaligen  Zeit 
stand  Scharp  im  Briefwechsel,  wie  die  bei  seinen  Verwandten 
vorhandenen  Briefe  zeigen,  die  darum  noch  merkwürdiger  sind, 
weil  Scharp  meistens  auf  die  leeren  Stelleo  der  erhaltenen 
Briefe  seine  Antwort  im  Concept  schrieb.  Er  war  als  geschickt 
ter  und  unermüdlicher  Keehner  so  allgemein  bekannt,  dass  Flam- 
steed,  Halley,  Moore  und  mehrere  der  damaligen  englischen 
Mathematiker  sich  jederzeit  an  Scharp  wandten,  um  schwierige 
Rechnungen  vollendet  zu  haben. 

In  seinem  häuslichen  Leben  hatte  er  manches  Eigentbumliche, 
was  wohl  einer  Erwähnung  verdient.  Scharp  blieb  unverhei- 
rathet  und  führte  ein  ganz  abgesondertes,  fast  ein^iedlerisclies 
Leben.  Vier  oder  fünf  Stuben,  die  er  in  seinem  Hause  zu  Littie- 
Uorton  zu  verschiedenen  wissenschaftlichen  Zwecken  bestimmt 
ilatte,  durften  ohne  seine  ausdrückliche  Erlaubniss  von  keinem 
seiner  Verwandten  betreten  werden;  die  einzigen  Fremden,  die 
er  zuweilen  sah,  waren  zwei  Einwohner  von  Brfidford,  ein  Ma- 
thematiker und  ein  unterrichteter  Apotheker,  denen  er  seinen 
Wunsch,  sie  zu  sehen,  Verabredetermassen  dadurch  zu  erkennen 
gab,  dass  er  einen  Stein  gegen  einen  bestimmten  Platz  der  Mauer 
seines. Hauses  rieb.  (In  Hutton's  mathemat.  Dict.  T.  U.  p.  387« 
heisst  es:  „these  were  admitted,  when  he  chose  to  he  seen  by 
them,  by  the  signal  of  rubbing  a  stoae  against  a  certain  part  of 
the  outside  wall  of  bis  house''.)  Sonntags  besuchte  er  jederzeit 
die  Kirche  (the  dissenting  chapel)  zu  Bradford,  und  war  dann 
allemal  mit  einer  Menge  half  pence  versehen,  die  er  sich  einzeln 
ohne  Rückblick  und  ohne  Frage  aus  den  auf  den  Rücken  gelegten 
Händen  nehmen  Hess.  In  seinen  Mahlzeiten  herrschte  keine  be« 
stimmte  Ordnung;  in  dem  Zimmer,  wo  er  gewohnlich  arbeitete» 
war  eine  kleine  Oeffnung  mit  einem  Schieber  angebracht,  auf  den 
sein  Bedienter,  ohne  ein  Wort  zu  sagen,  die  Speisen  setzte,  die 
aber  oft  am  Abend  unberührt  wieder  weggetragen  wurden,  wenn 
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ifgeod  eine  Interessante  Arbeit  ihm  Iceine  Unterbrechung  gestattet 
hatte.  Merkwürdig  ist  es,  dass  das  ausgezeichnete  mechanische 
Genie  pnsers  Abraham  Scharp  sich  in  seiner  Familie  weiter 
fortpflanzte»  indem  er  ein  Grossonkel  des  berühmten  Rams- 
den  war.  Er  starb  am  18.  Juli  J742  und  erreichte  trotz  einer 
schwächlichen  Gesundheit  das  hohe  Alter  von  91  Jahren. 


Schreiben  des  Herrn  Professor  Dr.  Wolf  er  s  in  Berlin  an 
den  Herausgeber. 

Am  Schlüsse  des  dritten  Theiles  von  Euler's  Integral- 
Rechnung  befindet  sich  die  Abhandlung:  Evolutio  casuum 
prorsus  singularium  circa  integrationem  aequationum 
differentialium.  In  §.  3.  behandelt  der  Verfasser  einige  Diffe- 
rential-Gleichungen»  worunter  die  Gleichung 

dx  _d^ 

sich  befindet.    Aus  deren  gewöhnlichem  Integrale 

arc.tg.dr-|-arc.tg.j(=:Const. 

findet  man,  trotz  Euler's  ,>non  tarn  facile'S  leicht  die  algebraische 
Form  des  Integrales 

Im  §•  6«  sagt  er  aber,    dass  man  dieses  Integral  ohne  Zweifel 

/dx 
I  ,^i==arc.tg.jg 

sei.    Seine  Worte  lauten :   ,,  eademqne  integratio  sine  dubio  inve- 

niri  potuisset,  antequam  constäret  formulae  ,        ^  integrale  esse 

arcum  circuli  tangenti  x  respondentem.''  Hierdurch  wurde  ich  dar- 
auf hingewiesen,  den  Integrabel  machenden  Multiplicator  der 
Gleichung 

dx      .      dy 

i  +  ^»  +  r+p-o 

zu  suchen,  ohne  vorher  durch  Kreisbogen  zu  gehen.  Es  wird 
aber  in  der  That,  wenn  ich  die  Function  kurz  durch  <2Fbezeichne: 

jp     (l^^y^)rf3r-K^  ^x^dy  _  d.(x+y)i^y(d.xy-xdy)+x{d.xy--ffdx) 

_d.{X'\ry)^r{x'i'y)d.xy'-xy{dx^^dfi) 

-  (l  +  ^>(l+y*)  \ 
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Aus  dieser  Form  siebt  man  sogleich,   d'ass   dieselbe  integrabei 
vrird,   uenn  man  sie  in 


multiplicirty    worauf  dann 


n 


wird. 

Da  diess  so  gut  gelungen  war»  versuchte  ich   es,  auch  dio 
ähnliche  Form 

ohne  nach  der  getvuhnlichen  Weite  durch  Logaritbmsn  zu  gehen, 
zu  integrireo.    Es  wird  io  der  That 

,P      (l-ff')dx+(l-g')rfy 
«**-  (l_:r«)(l-y») 

d.(x-i-y)  — y{d.xy — xdy)  —  xjd.xy — ydx) 
{\-x^){\-y*)         -"       '' 
.         d.(x+yy—(x+y)d.xy  +  xy(djc-i-dyy 

(l-t.xy)d.(x+y)  —  (x-i-y)d.(l+xy) 
(l-a:«)(l-y«) 

Hier  wird  daher  der  integrabel  machende  Multiplicator 

sein.    Diese  Form  stimmt  mit  derjenigen  überein,    welche  -man 
erhalten  würde,  wenn  man  aus  der  gegebenen  Gleichung 

--^^  +  -,^--^^=0  zunfichst  als  Integral  log.,— +log.ri^=Conat. 

ableitete  und  diese  Gleichung  auf  eine  algebraische  Form  brächle« 


Berichtigung  . 

/«  sinJ-w  . 
o 

S.  ]81.  oben  nnd  S.  182.  oben  statt  die  gesonderten  Inte- 
grationen lies  die  geforderten  Integrationen. 
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XXIT. 

lieber  die  Inhaltsberechniuig  der  Korper./ 

Von  r. 

Herrn  Doctor  Li^ow$kij 

Lehrer  so  der  Tereioigten  Artillerie-  and  IngeDienr-Schale  and  am  See- 
Radetten-Ioelitat  sa  Berlin. 


Die  folgendeir  Entwickelangen  aolleo  eine  Fortsetzung  des; 
im  SÖBten  Bande  des  Archivs  gege^^enen  Beitrags  zur  fnhaltsbe* 
recbnang  der  Körper  sein.  '     . 

Es  wird  zunächst  das  Volumen  eines  Korpers  gesucht ,  des- 
sen Darchschnittsfläche  in  der  Hohe  ö:  in  Bezug  auf  x  vom  nten 
Grade  ist;  alsdann  werden  mit  Hülfe  des  gefundenen  Resultats 
Formeln  für  das  Volumen  solcher  Korper  entwickelt,  in  welchen 
nur  die  Hohe  und  eine  Anzahl  Durchschnittsflächen  vorkommen. 
Die  sich  ergebenden  Ausdrücke  stimmen  mit  den  Formeln  für  .die 
miecbanische  Quadratur,  sowohl  der  gewohyulichen,  als  auch  der 
von  Gaase  gefuadenett,  überein»     .    .       <  .  •    ''     .  \ 

Es  sei  die  Durchschnittsfläcbe  eines  Körpers  in  der  Hbhe  of 
gegeben  dprch  f-      .     \  .    ^  •  -    ; 

Von  :r=:0  bis  ar=:j?  sei  die  grSsste  aller  Durchschnittsflfichen  Cr 
nnd  die  kleinste  K^  dann  Ist,  wenn  V  das  Volumen  des  Körper-  ^ 
Stücks  von  der  Hohe  x  bezeichnet : 

G.ar>  r>  K.x. 

lh^f(x)  eine  stetige  Function  ist,   so   wird  auf  der  Strecke  x 
eine  Durchschnittsfläche  ilfliegen^  welche  so  beschaffen  ist,  dass 

TheU  XXXII.  17 
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ist.    Diese  Fläche  M  ist  eine  Function  vod  :r,    und  zwig  von 
der  Form: 

daher 

Um  die  Coeilfizienten  ilo«  ^i,«..«»  J«  zu  bestimmen,  betrach- 
ten wir  ein  zweites  Stüclc  des  Korpers  von  der  Höhe  y'^x,  und 
bezeichnen  das  Volumen  desselben  durch  V ,  dann  ist:    • 

und 


Es  sei  f{y)  >  fix)^  dann  iSset  sich  y-^x  Immer  so  klein  wüh- 
len«  dass 


/1[a?),  dann  iSset  sich  y^x  Immer 

{y-^)ns)  >  F-  F>  (y-:r)/i:a:) 
oder 

ist    WSre  /(y)  </'(x),   dann  erhielte  man: 

F— r 

F*—  F  ' 

d.  h.  der  Quotient liegt  stets  zwischen  den  Werthen  von 

/(y)  und  f{x),  und  ftlit  mit  diesen  «usammeaj  wenn  yts,x  wisd« 
Da  nun 


^"=^+-.(^F>^(^+-.('=^). 


y- 

so  ist  auch  t 

f{x)  =  Aq^^AxX  +  3y#«ar*  +  ....  (n  + 1}^!«^'*. 
Dieser  Ausdruck  ffir  /(jr)  muss  aber  Identisch  mit   ^ 

seiOf  daher  M 
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"  +  '' 
and  somit  das  Volnmen 

Um  kürzere  ForroelD  für  das  Volumen  der  betrachteten  Korper 
za  erhalten 4  setzen  wir: 

Sötzt  ma»  fiSr  f(iH^),  /(fh^)*«**  d>o  Ausdrücke 

ein,  and  vergleicht  den  für  F  angenommenen  Ausdruck  mit  dem 
vorstehend  entwickelteiv^  dann  ergeben  sich  zur  Bestimmung  der 
Ko,  Kl,  K^,..»,,Kr  und  ^,  f»^,  Hy"»(^  ^'^  folgenden  Glei- 
chungen : 

Kq       +-^1        +Äj|       +ÄJ       ••••Ar      =1* 

ÄoH«    +«^,|h    +*1*4  +Ä,Ä  ....irrMr  =?4, 

JifoMo»  +  ^iJ4» +  *.»•,»+ AT,,!,»..,. J&^»=J.         >  (a) 


Die  AnyaU  der  Ufebdcanetefl  ist  9(r-|-l),  and  da  die  Ansaht 
der  Gleicbangen  n-f  1  ist,  so  mnss,  damit  die  Unbelcannten  be- 
stimmte Wertbe  erbalten,  2(r-h])^n-f  1  sein. 

Subtrahirt  man  bei  den  Gleichungen  (a)  jede  von  der  vorher 
g^enden,  und  ver&hrt  mit  den  neu  erhaltenen  Cüeichnngen  eben 

•    !    :  :  11- 
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80,  und  mit  den  gefundenen  Dlffefeiuien  in  derselben  Weise,  ond 
80  weiter,  so  lange  sich  subtrahjren  läset,  dann  erhält  man: 

Aro  +  ATi  +  Ä^  +  ATs..... :...Kr  =1, 

«o(l-f*o)  +Ari(l-^r  +  Ä;(l^^  ..../fr(l-f*r)  =j., 

*^o(i-pp)~+ Äri(r-fti)»+  Ara(i~f*,)»....  *'r{i-M"=;i|i- 

Aus  der 'Vefgleichung  dieser  neuen  Gleichungen  mit  den  zu- 
^fjt  aufgesteUteo  erg^iebt  sich,  dass  je  zwei  der  unbelcannten Zah- 
len \k  zur  Summe  1  geben,  und  dass,  wenn  up  und  yiq  zwei  solche 
Unbekannte  sind,  fSr  welche  ftp-f  f*9==l  ^st,  die  Coeftizienten  Kp 
und  Rq  .^ns^i^deii: .  gleich  sind>  Ferner  folgt  auch  hieraos^i  dass 
bei  ungerader  Anzahl  der  ft  ein  Werth  von  fx  gleich  \  ist.  Durch 
diese  Eigenschaften'  der  Unbekannten  H[ird  die  Auflusnag  det 
Gleichungen  ungemein  erleichtert^ 

Setzt  man  in  den  Gleichungen  (a)  n=:  1,   dann  ergiebt  sieh: 

fift  nst'S  itft:      *    :  .    t 

\^'^.;''  ■\'':K^^Kyi=:\  und  ^==i(l^vi), 

sowie 

f«i  =  i(l  +  v;);  . 
für  nÄ=5:  ; 

Äi=Äi=A»   Äi3=A  und  fio=Kl-VI).  A«4»  f%=^;(l  +  VI)- 
Dife  Formeln  för  F  sind  demnach  ante<  d^rj^erotie^teo  Annahme: 

■r  •**|(Af«oir)+A:^«))i  >o=ii<l'-vt);!f4««.4(IJlVj); 

f««=J(l  +  V|). 
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Vorstebendä  Forinein.  stimmen 'mit  deii  H^on  G^uas.fiir  die 
mechanische  Quadratur  gegebenem  fiberein. 

-Nimmt  man  filr  (i^  den  Wertb  d  und  tur  fir  den  IVerth  1  an« 
dann  ergeben  sich 

för  fi  =  l:    Ji=:jri=:i;  '    J 

„    fi  =  3:    iro=ir,x=:i,    Äi=:J  und   ftjtts^i; 

^  =  4(I^Vi);•f^  =  4(l  +  Vi); 
QDd  daher:  .         "v 

f'   =|(A+Ä*));  

2)       „     /(«)  =«0 +  «»»*+ Ol«* +  08«*f 

V    =JV(0)  + 4/(1)+ Aar»;      , 

>"   =^if(ßH6f((^x)+6f((i^)+fl^y),  ^=4(1- vi). 

Die  Formel 2)  ist  die  bekannte  Simpson* sehe !R^'el;;9felcUtf 
also  auch  gilt«  wenn  die  Durcbscbnittsfläche  f(x)  vom  dritten 
Grade  ist.  Setzt  man  fto  =  0,  fi|=i,  ^  :^1  im4.^s=^l;  dahn 
muss  ^  =  i  sein 4  und  für  die  CoefBzienten  Ko$  iSTi,....  ergeben 
sich :  -  \ 

MT^^       ^       IT       ^       125        ,    _,      128 
^—^4=4^»    Äi  =Ä,  — ^  und  Äa=j^, 

and  mithin  für  f(x)  =  ffo  +  OiX  +  aji*  +  a^x^  +  «43:* + 05a:* : 
r=  ^im^)  + 126/(1)  +;1W(|)  4^  125/-(^)+27/(a:)).  . 

Unter  den  unendlich  vielen  Annahmen^  Welche  ^sich  für  die 
f^)9  |*i*>*>  machen  lassen/  betrachten  wir  noch  den  l^all»  in  wel 

•  1     2        r 

chem  för  u^,  u,,  iu....  der  R^ih«»  nach  0',^—,  — .,.,v...;   und-  1 

n    n       n 

gesetzt  irirdi ,  Dann  ergeben  sich  zur  Bestimmung  der  Unbekann- 
ten Kq,  JTi,  A^,....  die  Gleichungen: 
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.Ö'*i+ß)'ii+(|)v,....Ä=j. 


(*) 


Setzt  man  der  Reihe  nach  tär  n:    I»  2«  3,  4  und  5«  so  folgt: 

1)  Ko:=Xi=^* 

14 

2)  Ko=Xi^g,       ^^6' 

1  3 

3)  js!j>=ir8=g,     jri=jr9=g- 

o;     Ao — -«^ö — ^g>     Äi — A4 — 2^»     A«  — A3  — ^^- 

Han  hat  daher  (br    F  folgende  Ausdrücke: 
1)    weno  f(x) = «o  +  9%x» 

f^  ==|(A0)+4/'(f)+A^)); 

F    =|(/i:0)+3/(|)  +  3/^(^)+A(^)); 
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Diese  Fonoeln  entuprechen  dann  der  gewdbnlicben  mechani- 
schen Quadrator. 

Nimmt  man  ßr  einige  der  ^  oder  f0r  alle  bestimmte  Werthe 
an,  dann  vergrdssert  sich  die  Aiizabt  der  In  den  Formeln  vor- 
kommenden Durchscbnittsflächen  (wenn  n  dasselbe  bleibt),  wei- 
ehes  für  die  Berechnung  des  Volumens  unbequemer  wird ;  in  dieser 
BeilebuDg  ist  siso  die  zuerst  gemachte  Annahme  die  vortheilbafteste. 

Der  bessern  Uebersicht  wegen  stellen  wir  die  fiBr  F  gefun- 
denen Formeln  zusammen: 

1)    F=f  (/(0)  +  A^)); 

1)     F  =  f(A0)+4/'(f)+/)::r)); 
III.    /(«)  =  Oo  +  Ol«  +  o^" + a^x^ , 

1)  F=|(/'(,H,«)  +  A(»i*)).   f«o  =  i(l-Vi).    ft  =  ia+VJ); 

2)  r=f(/(0)+ 4/^(0 +/(«)); 

3)  r=f  (A0)+3/'(f)  +  3/(y)  +/(ar))5 
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.•    ,  '  '     \  •.!H=ja+Vl); 

3)     F=^(27/t0)+12ö/(f)+128/(f)-|:i25/(^)+27/(x)); 

I  +  Wft«»- 


+w{^) 


Wendet  man  die  vorstehenden  Formeln  auf  FunctioBep  voo 
höheren  Graden  an^  als  für  welche  sie  gelten,  so  erhSlt  man, 
wenn  x  sehr  klein  ist»  angenäherte  Werthe  fiil:  kdSB  gesocbte  Volu- 
men. Diese  Annäherungen  haben  aber  keinen  Werth,  sobald 
man  nicht  im  Stande  ist,  ihre  Genauigkeit  anzugeben.  Berechnet 
man  nach  den  Formeln  1)  und  2)  in  No.  III.  und  No.  V.  das  Volumen 
eines  Korpers,  dessen  Durchschnittsfläche  vom  nten  Grade  Ist, 
und  vergleicht  die  erhaltenen  Ausdrücke  mit 

so  ergiebt  sich,  dass,  wenn  von  den  Formeln  I)  und  2)  in  No.lll. 
und  No.  V.  die  eine  das  Volumen  V  zu  gross  giebt,  ^ann  di« 
andere  ein  zu  kleines  Resultat  liefert,  so  dass  also  der  gienaae 
Werth  von   V  sowohl  zwischen 

als  auch  zwischen 


18 


(^fllh^)  +  y (0  +  5/rjl*))  und  g(AO) + 6Aft a:)+6/(fi^)+/ra:)) 


Hegt. 

Wenn  xt  nicht  so  klein  Ist,  dass  eine  fainreichendie  Annähe- 
rung erwartet  werden  kann,  dann  muss  man  den  KOrper  in  meh- 
rere Stucke  zeriegeny  an4  soat  jedes-  der  (StC(ek4  die  obigen  For- 
meln anwenden.    Theilt  man  den  Körper  in  zwei  Stücke  Ton  der 

Höhe   |,  80  erh&ltmaii  aus  I]f  imÄ'2)  in  No.  IlLtund  No:V.  die 

Näherungsformeln: 
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(d) 

1)  j(AHo|)+A«»if)+/((i+f«o)|)+/Wi+«»i)f)).      - 

2)  -ß(A0)  +  4/(f)+2/(f)+4A(^)  +  /i:.r)), 

8)    ^(5/rfH.f)  +  y(f)+5/(^f)+5A((l+H,)f)+8/(^) 

+5A(l+f^)f)), 
4)    £(Ab)  +  5/(pii|)  +  5Aj.,f)  +  2/(|)  +  5/((l  +  Mf) 

•'•"''  +ß/'((l+1««)f)>A^)>- 


Der  genaue  Werth  des  gesuchten  Volamens  liegt  dann  wieder 
swiscben  den  Resultaten;  vrekbe  aus  1)  und  2)^  so  wie  aucb 
zwischen  denen,  welche  aus  3)  und  4)  berechnet  sind. 

Wir  wenden  die  entwickelten  Formeln  zur  Berechnung  von 


/^    dx 
i:^=:logDat2 


an.    Die  blöden  FdmreTh  |)  und  2)  in  No.  III.  ergaben: 

^^1,      /          .      .»,602  und  0,694;                      ,  .    • 

da  d^^iry^enaue  Werth  Zwischen*  diesen  beiden  NSherungswerfhen 

Hiegt,  so  sind  die  beiden  erstien  bezitpaten  genau. '  ' 

,Für  dasffieiibe  Integral  lleferm  die  For^ieln  1)  ui^  2)  ^^  Dfo.  \%f 

'''     '              '         «,69312  und  0,69318,'             :  '"     '  ' 

fllso  Fier  Dezimslfftfültoftiriclitlg«                                i      s,  , 

'      FerHer  etbält  maA  ans^den  Formeln  I)  und  2)  (d):  "* 

•    r  :,:     ,  :    ..      :.  UmSi  Wi  .0.6ft325,             .  , 

und  aus  3)  und  4)  (d): 

a«931«S  und   0^003146.          <  ...  .  -.  <    r 

*           .     •                                          ,  ,           , 

ajso  im  ersten  Falle  ^rei,  im  zweiten  fünf  Stellen  ricbtis.  '      . 


Digitized  by  VjOOQIC 


S50  eruneri:   Neue  amUgiUeäe  mdmUkekm§ 


i 


/ 
I 


XXV. 

Neue  analytische  Entwickelung  der  Theorie  der  ste- 
reograpbischen  Projectioii,  mit  neuen  Sätzen  und  t^or- 
,^  meki^  und  neuen  Eigenschaften  derselben. 

Von 

dem  Herausgeber.  ! 


Die  Theorie  der  stereographischen  Projection  ist  wegen  der 
IVichtigkeit  dieser  Entwerfungsait  und  iregen  der;  grfssee  An- 
zahl merkwürdiger  Eigenschaften ,  welche  dieselbe  besitzt»  schon 
häofig  sowohl  mittelst  der  synthetischen,  als  auch  mittelst  der 
anal3fti9chen  Geometrie  entwickelt  worden.  Indes^  scheinen. mir 
diese  Entwickelungen,  namentlich  in  Bezug  auf  die  mannigfaltigen 
Anwendungen»  welche  sich  von  den  nach  stereographischer  Pro- 
Jeeti^n  Entworfenen  Karten  machen  lassen,  nicht  allen  Anforde- 
rungen zu  genügen,  und  überhaupt  dem  grosseren  Theile  nach 
mehr  den  rein  theoretischen,  als  den  praktischen  Gesichtspunkt 
festzuhalten,  indem  sie  hauptsächlich  darauf  ausgingen,  durch 
möglichst  einfache  Betrachtungsweisen,  in  grj^sster  'H^Sfze  m  den 
bekanntesten  Sätzen  zu  gelangen,  was  naturlich  auch  seinen  ei- 
genthämllchen,  wohlbegrOndeten  Wertb  bat,  aber  nicht  immer  den 
praktischen  Zwecken  vollkommen  entspricht,  wekhe  insbesondere 
bei  der  analytischen  Entwickelungsweise  verlangen,  dass  den  be- 
treffenden Formeln  durch  Aufnahme  aller  erforderlichen  Elemente 
In  dieselben,  eine  solche  Gestalt  gegeben  werde,  welche  sie  zur 
leichten  unmittelbareq  praktischen  Anwendung  gescbicki  macht! 
Insbesondere  haben  bei  Weitem 'die  meisten  Schriftsteller  über 
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4M8eD  Gagewtond  einen  nach  melMr  Meinung  ßtr  die .  prakliadi^ 
AanveiidiKig  «eiir  wichtigen  Sali  gans  iihersehen*)»  n^islcber  zwaf 
sdien  von  LanibffTttgeraoden,  jedenfalls  itber  in  etwa«  unb^i 
qnener,  aioine  prakllache  Wichtigkeit  nicht  auf  der  $te|le  mit 
▼fMliger  Klarheit  bervertreten  Jasaender  Weise  dargestelil  wurden 
Ist:  Neben  jieiner  ptaktischen  Wichtigkeit  scheint  mir  geradq 
diessi  wenig  ,beklmifte  Sat^.  s.ugleich  die  beste  Grundjage  fiir  di^ 
ganze  theoretisehe  Gatvviokeluiig  der  aKigeyscbsftep..  d^r^atereo^ 
graphischen  Projection  abxageben,  so  dasa  man  dabei  von  dem- 
selben  am  zie^ekmässtgsten  iieinea  Attslauf  nimait.  Dies  sind  die 
Gründe,  welche  mich  yeranlasst  haben,  die  Theorie  der  stereo- 
grapischen  Projection  nach  den  aus  dem  VorHergeheiiden  sich 
von  selbst  ergebenden  Grundsfitzen  in  dieser  Abhandlung,  il'elcli'e 
zugleich  auch  eine  grossere  Anzahl  neuer  Formeln  und  AusdfOckii 
enthalten  wird»  einer  neuen  analytischen  Behandlang  zii'ünte^- 
werfen.     ■  •  " "  -•  '**'..'•• 

5-  2. 

Indem  wir  den  allgemeinen  Begriff  der  stereographischen  Pro- 
jection als  bekannt  voraussetzen,  legen  wir  durch  den  Mittelpunkt 
der  Kugel  als  Grundlage  för  unsere  folgenden  Betrachtungen  ein 
rechtwinkliges  Cöordinatenaystem'  der  xgt^  desse^  Anfang  also 
der  Mittelpunkt  der  Kugel  istk  Die  Tafel  nehmen  wir,  was  der 
AUgemeinj^eit  der  .Betrachtung  keinen  Eintrag  thun  wird,  der 
£bene  der  orjf  parallel  an;  die  Coordiuaten  ihres  Durchschnitts« 
puukts.n^it  der  Axe  der  z  seien  0,  0,  a.  Das  Auge  werde  in  der 
Aze.der  %  angenommen,  und  seine  Coordinaten  seien  0,  0;  a^. 
Den  italbmess'er  der  Kugel  bezeichneik  wir  durch  r,  und  nennen 
den  Durchschnittspunkt  der  Tafel  mit  der  Ale  der  z  im  Folgen^ 
den  den  Hittelpunkt  der  Tafel.  s 

§.  3: 

Hiernach  wollen'  wir  uns  nun  «ovdrderst  mit  der  Bestimmung 
des  Bildes  eines  beliebigen  Punktes  der  Kugelfläche  im  Allgemer* 
nen  beschäftigen.   'Zu  dem  Ende  denke  man  sieh  Von  de^  lifft- 


*)  Selbft  in  dem  fon«(  «ehr  TolIciänüRgeQ ,  von  Mollweide  bear- 
beiteten Artikel:  Stereographiiche  Projection  im  Klügerfchen 
Worterbochtii  TbkIV.  S.  4S7.  fbhii  dieaer  gats;  ebenso  in  Aatro- 
noinie  th^ori<|ne  ei  pratiqae  par  Delaiabrt.  T.  III.  Chap. 
niVlI.  fnTrait^  de  Topographie  etc.  par  Poiifant.  LIt.II, 
Chap*  !•  und  in  anderen  grösgeren  Werkefwt  ':      '  *  >  ^  :  ,..,.•>/ 
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tetpiinkte  der  Kugel,  also  von  cleiii' Anfange  ddr^dryt^MMich  dem 
äbztibitdenden  Punkte  der  KngelflSebe  eine  Gerade  «^««g^^  «tso^ 
efn«n<  Halbmeeser  der  Kugel»  utid  liei^elelitieii!  deren  Be6tinitnuiig8<» 
Kinkel»  n&mllcb  die  ton  dieser  Geraden  oder  dle«Betti  Ualbiktesser 
der' Kttgel  mit  den  positiven  Theiten  derAxe  d£r  x,  ^i  z  einge- 
eeblosi^enen^  \9^  nicbt  fibersteigenden  ^nlcel  <  respectire  Blit 
^>  ßb9  Vo\  Bo  sind  dici  Coordinaten  ^q»  ^ö*  tö  des  ab^dbüdeftdeB 
Punktes  iil  dem  angenoBliiienen  Systeme  ^enbar:  <    ;   - 

Bezeichnen  wir  nun  die  Bestimmungswiokel  der  von  dem 
Auge  nach  dem  abzubildenden  Punkte  gezogenen  Geraden»^  welches 
)/riedi^  die  von  dieser  Geraden  mit  den  positjven]  Tbeilen  der 
Axen  der  x,  y^  %  eingeschlosseDen  Winkel  ßind,  respective  durch 
60*  ^0»  ^0  9  ^^  ^'"^  überhaupt  die  Gleichungen  der  durch  das 
Auge  und  den  abzubildenden  Punkt  gelegten  Geraden: 

X  fi  z— a. 


CO60O       cosa>o.,,  COS€i>Q<  . 

oder  audh:  ' 

^  COS^O       "^       COSWo       "7.      COS.Ö0      *„i 

Wenn  wir  also  die  Coordios^ten  des  purchschnittspunkts  dieser 
Geraden  mit  der  Tafel,  welchei^  Punkt .^ir  Oberhaupt  das  Itild 
des  abzubildenden  Punktes  (xQ^Qt^^  der  Kugelflacbe .  auf  der  Ta- 
fel nennen  wollen,  dpirch  To»  %>  fo  bezeichnen;  90  liaben  wir  zu 
deren  Bestimmung, die  Gleichungen:  , 

f  ^0     _     %     _  fo""g| 

cos  6q      cos  a>o       cos  Oo  ' 


yp— rcosaö_tyo— rcosft>      fp— rcosyp  , 
cos 00        ~*    .   CQS<l^o  .  008«Sö       ! 

und  folglich,. weil  offenbar  lo.^^o  i^t,  die  Gleichungen: 
yp ?o__ 


cos  ßo      cos  cDp      cos  Op  ' 

yp— rcosfl^      t^p— rcosjgp_ a-— geosyp  . 
cotfAp  eosop     ,         cos  5p     ^ 


woraus  sich  durch  Division: 
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alao«   wie  nim  Ji^ichl;  fip^ef :.  . 

eiipebt.  ... 

OCenbar  sind  x^,  %  die  Coordinaten  des  Bildes  des  in  Rede 
stehenden  Punictes -der  KdgelMciie  in  Besag  atif  zwei  durch  den^ 
Mitteipunlct  der  Tafel  «1^  Anfang  parallel  mit  den  Azen  der  Xy  y 
gelegten,  also  in  der  Tafel  liegenden  Coordinatenazen»  nnd  kSnnen 
folglich  unmittelbar^  cur  Constructroif  (jfes  Bildes  auf  der  Tafel  be* 
nutzt,  werden. 

'  •  ...»  -  1 

5.4. 

Wenn  der  abzubildende  Punkt  (:royo^  ursprünglich  ^durch 
seine  polaren  Cdordinatbii  ^LQ^BQ^'d^^sith  in  bekannter  Weise 
auf  ein  gewisser  durch  (|«b  Mlttdponktder  Kugel  als  Anfang 
gelegtes  rechtwinkliges  Coordinatensystem  der  JC,  Y,  Z  beziehen, 
bestimmt  ist;  so  wollen  wir  bezeichnen: 

die  Winkel^  weleh^'dar  posStive fheil  der-Aze.  der  x  mit  den 
positiven  Theilen  der  Aze  der 

einschJiesst«  respective  durch  • 

die  Wifikel»  welche  der  positive  Theil  der  Aze  der  y  mit 
den  positiven  Tdelten  det' Aire  der    •  ,  •  - 


Xi  r,  Z 
ih  • 

•f*.  fh>  f4; 


elnschltesit/Yeäpectlve  dufch 

die  AVinkäl,  welche  dei*  positive  Their  des  Aze  der  %  mit  den 
pesitirte  Tbäileo  /der  Aze  de^       . 

einschliesstj  respective  ddrcK 

indem  man  keinem,  dieser  iWibkd  grilssef  als  180^  nimmt 
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Dann  bat  man  nach  deur Jjebie  vqd  der  Venrnndlang  der  Coor 
dinaten  im  Allgemeinen  die  folgenden  Gleichupgen: 

X  =  Zco8  {xX)  +  Fcos  {x  F) + Zceö  (a:^, 

y  =x  Xeosi^X)  +  Fco^  (yF)  +  Z  costy^, 

2  =  JTcos  (zXy  +  Fcos (i  F)  ^-  2co8 (xZ) ; 

also. in  Folge  der  eingeführten  Bezeichnungen: 

x==XeOBk+¥e0i^ki+ZcoBX^^ 

y  acr  JTcöS  ft-t- I^COS  f&i  4- ZcoSfi^, 

2  =  JCcosy-f  Fco6i/|-|-Zcosv^; 

und  wenn   nan  Xq,    Tq,  Zq  die  Coordinaten   des   absttbiMendeB 

Punktes  im  Systeme  der  XYZ  sind»  so  iste 

•l  •  ■ 
Xq  =.Xq  cos  iL  +  Fq  cos  X|  -f  Zq  cos  X^  » 

2o=sJ^coay4- lo^o'^i -l-^cofi^ 
Nach  1)  ist  aber 

,  ^o;srco8«ot  yo=^i^cos/?o»  >e^**<^0'7o 

und  offenbar  ist 

Xo:=fco8LoCosBo9   Fo=:r sin £oCosJffo>    Zo^rsinB^; 

abo  bat  man  zur  Bestimmung  der  Winkel  Oq,  ßo^yi  ^^  folgen- 
den Formeln: 

•    ^^  .    .      ..■•...- 

cos  öq  =  COS  X  cos  Lq  cos  ^0  +  <^o^  ^1  >i>  ''^  cos  ^0  ^  cos  i^  sin  B^^ 

cos  /^o  =  cos  ^  cos  I^  cos  ^0  f  cos  fi|  ein  L^  cos  Bq  "f  cos  fi^sin  B^^ 

cos  }fo  =  cos  V  cos  ^o  cos  ^0  +  cos  Vi  sin  X^  cos  .fio  -f*  cos  %6in  B^ 

Wenn  man  in  der  Polarprojection,  wo  die  Ebene  des  Aeqna- 
tors  die  Tafel  ist,  den  positiyen '  Theil  der  Axe  der  x  nach  dem 
Aijfange  der  Lflnge»,  den  posititen  Theli  der  'Axe  0er  ynaeh  dem 
neunzigsten  ,Gräde  der  Längen»  und  den  positiven  Theil  derAzf 
der  z  nach  dem  Auge  hin  gerichtet  .sein  lässt;  so  Ist  offenbar: 

1  =  0,      li  =  90o,  A,  =  9CK>; 
^  =  90»,  f»,=0,     f%  =  90O; 
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wenn  man  das  obere  oder  untere  2^ichen  ntininty  Jenacbdem  das 
Avge  in  dem  positivenf  o Jer  negativen  Tbeile  der  Axe  der  Z  li^t, 
bei  der  gewdbniicben  stereographischeo  Projectiott  den  Nordpol 
oder  Södpol  der  Erde  einnimmt.  Also  ist  nacb  3)  mit  derselben 
Bestimmung  wegen  der  VorceiGhen: 

Icos  oq  =  cos  Lq  cos  Bo  , 
eos/}o=:  cosZioGosSo» 
coByo  =  ±BmBo;  j 

folglich. Dfacb  2): 

(fli  —  a)r  cos  Lq  cos  B^  ♦...;'' 

^<>""         aiTrsioBo 

6)    .    .    .    .     1  (oi  -^  a)r  sin  Lq  cos  Bq 

^^""  öiTrsinÄo 

Ffir  die  Aequatbrialprojectlon,  wenn  die  Ebene  des  ersten  Me- 
ridians die  Tafel  ist;  der  positive  Theil  der  Axe  der  pp  durob  dön 
Anfang  der  Längen  gebt,  der  positive  Tbeil  der  Axe  der  y  nach 
dem  r^ordpole '  und  der  positive  Theil  der  Axe  der  x  nacb  dem 
Auge  bin  gerichtet  isf,  ist  offenbair: 

1  =  0,      it=:90o,      A,  =  9(K>; 

>  =  ÖO<',>i=lW>,      f^  =  0; 


also: 


.  fflo 


CosJl.s=:I,  C0»li.s^Q,  cosJls;=;:Dl; 
cos^  =  09  eos^i  =0,  cosfi9'=I; 
'cosv=0,  cosV|  ==:^I4  cosV2  =  0; 

wenn  man  das  oberiif  öder  untere  Zeichen  nimmt,  jenacbdem  das 
Auge  in  dem  positiven  oder  ne^ati^en  TUHe  d^r  Azh  der-'FvIhqgly 
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bei  der   gewöhnlichen    stereographischen  Projection  deD 

oder  STOsten  -Grad  der;  Längen  einnimni^.     Folglich  ist  nach  3) 

mit  derselben  Bestimmung  wegen  *der  Vbrzelclien: 


cos  uq  =  cos  Lq  cos  Üo  » 
cds/}o=6in^» 


(fli  — fl)rcoBX[»C0S^  ... 
^  ~     «1 T  »"sin  Lq  cos  Äo    ' 

(ot —  a)r  sin  Jq^ 
^  "^  äi  Tr sin  L©  cos  ]^o  " 

}o  =  a.        ' 

Fflr  den  Punlct  der  Kugelfliche,  dessen  Bild  die  lÜitte  der 
Tafel  ist,  ist  offenbar,  >  > 

*  * '  i    ,  fr 

also  \ 

cosao=0»  cos/7o=0>  cosyo=±l; 

wenn  mftn  das  obere  oder  untere  Zeichien*  nimmt,  jeipcildein  der 
in  Rede, stehende  Punkt  in  dem  positiveji  od'er  negi^'tivQn  Theile 
der.  Ate  der  zTiegt;  rolg(ich  ist  rraph  3),  wenn  wir'  die  polaren 
Coordinaten  dieses  Punktes  der  Kugeliläcbe  dQrcti  L,  B  bezeichnend 

cosilcosLcosJff  -|-  cosA|Sia//cos  A-|r.€0siLsiniff  =  0» 

cosficosZ/cosJff-fcosfii^pjLcos^-fcos^siniff  =  0, 

cos«^cosI/cos£  -f  cös^^l  stii  Jbcos'i^  4*  cos  v^sinfs  ±1; 

mit  derselben  Bestimmung  wegen  der  Vorzeichen  wie  vorher. 
Die  beiden  erste»  dieser  drei  Gleichungen  kann  man  auf  die  fol- 
gende Form  brin|;eo: 

coslcosLj|;;Cos)iisinjL=:— icosiatanj^jff»     ' 

co$ucos£.-f  cosfi|  sinXr  =  —  cot'UjitangB; 

V^nttiaieioli  dnvcb.Divitfeii.soiiiielch    • 
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coai  4i  CO»  lg  ten^  L cosiU 

ergiebt    Abo  ist«  wie  maD  leicht  fiodeti 

,         h       '  • 

^  cos  il|  COSfls  —  CO0  A^COS  fl| 

„^^       cos  X  C08  Xr  +  COSly  sill  Jr  COS  ft  COSL  +  COSft|  stil  A 

^*     ""  cosAj  =n—  cosfij 

Wseil  mal»  nnr  weiss»  4ass  L  swlschen  ü  usd  SfiO^'  liegt»  90 
liefern '  diese  FormelD  jederzeit  svt'el  Systeise  van  Wefthea  der 
CoordinatoD  L,  M,  vod  denen  man  dasrjeDige  sti  wlhleatha^  dafcb 
welches  die  dritte  der  Gleichungen  8)  erfOilt  wird. 

Besiiefcneli  wir  die  fintreräang  des  Bildes  (To^To)  deePottk« 
tes  (x^ohi)  ^^^  Kttgelfläche  von  dem  Hlttelpqnkte  der  Tefel  ddfdt 
£o>  ^^  >B^  offenbar: 

also  n^^2)i  ,  ,  ... 

^      (at  —  q)«r«(c6s  «p«  +  cos  ßp^) 

and  folgUcb,  weil 

cos  fl^* + cos /J5^+ cos  yo«  CS  1  /  cos  oi,^  +  cos  Po*  ==  »I»  Jb* 

isti-  ...... 

:    ^     ^;^^^|(«|-tf)rslny^p  .;         . 

"         (   Ol  — rcos^o   '  ;     •       • 

Wenn  die  Tafel  von  der  von  dem  hi  der  Aze  der  2.  liegenden 
Xnge  nach  dem  Punkte  der  Kugelfläche  gezogenen  Geraden  ge- 
troffen wird»  so  haben  offenbar  sowohl  Xq  und  Xq,  als  aueb'ifo 
und  9o  9  gioiche  Vorzeichen«  Wenn  dagegen  die  Tafel  von  der  von 
dem  Auge  nach  dem  Punkte  auf  der  Kogelfläche  gezogenen  Ge- 
raden nicht,  folglich  von  der  dieser  Geraden,  von  dem  Auge  an 
gerechnet,  entgegengesetzten  Geraden  getroffen  wird,  so  haben 
sowohl  ^o  ^^^  ^0  9  '^'^  A"c'>  Vo  «nd  ^p,  entgegengesetzte  Vor- 
zeichen. Es  haben  folglich  sowohl  Sq  und  Xo»  als  auch  yo  vnd  tfo, 
also  nach  1)  und  2)  sowohl 

ThfU  XXXIL  18 
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al«  auch 


gleiche  eder  entgegeageeeUte  Toneichen«  odi^  die  CStHsm 

0|  — g 
ai— rcoeyo 

iat  positiT  oder  negativ,  jenachdera  das  Bild  in  der  von  den  Auge 
nach  dem  Pnnkte  auf  der  KngelftKebe  gesogenen  Geraden,  oder 
hl  der  dieser  Geraden»  von  dem  Aage  an  geieclinet»  entgegen- 
gesetsften  Geraden  liegt.    Weil  nun  nach  dem  Obigen 


jpa— 5J .rsinvot    » 

/ai— rcosyo  ' 


weil  femer  £^  seiner  Natur  nach  stets  positiv,  und  weil  auch  we- 
gen des  immer  awiseben  0  und  180^  liegenden  Wnikels  y«  die 
Grosse  rsis)^  stets  positiv  Ist;  so  ist 

10) ^^j,^(«i-«)r«ina>; 

wenn  man  /in  dieser  Formel  das  obere  oder  untere  Zeichen  nimmt; 
jenachdem  das  Bild  in  der  von  dem  Auge  nach  dem  Punkte  auf 
der  Kugelflftche  gezogenen  Geraden,  oder  In  der  dieser  €remden, 
von  dem  Auge  an  gerechnet,  entgegengesetzten  Geraden  liegt 
Betrachten  wir  aber  Eq  nicht,  wie  bisher,  immer  als  positiv,  sea- 
dern  ven  jetat  an  als  positiv  oder  als  negativ,  jenachdem  das  Bild 
In  der  von  dem  Aog^  nach  dem  Punkte  auf  der  Kugelfläche  ge- 
sogenen Geraden,  oder  in  der  dieser  Geraden,  von  dem  Auge  an 
gerechnet,  entgegengesetaten  Geraden  liegt;  so  kSnnen  wir  all* 
gemein: 

11) ^-o)rsinjv> 


För  ai:=zr  ist 

^        (r— s)sinya 
**> "-    l-cos)v>~ ' 

also,  wie  man  leicht  findet: 

12) iSo  =  (r— fl)cotJyo. 
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9.0. 

Vm  «M  der  Gioiehang  11)  d«B  Winkel  jr«  ra finden,  eetia  bmhii 

Du«  iat,  wie  mn  leicht  Aidet. 

F  8(<h— g)rtangiro 

and  folglieh  i 

Dveh  AnfUteug  dieeer  gandretiechen  Gleichmg  wUUt  au: 

10^       »-nrli,        («H-g)r    ,4/""(ai— j'r'       «|-r      , 

13)  .  .  tanRly,=j;^^f^^±Y  (SrR*"!^»  ""  iPTr 

oderi 

14)  tengiro» (i„  +  r)£o 

Dm  Product  der  beiden  Werthe  Ton  tangiyo  ist 

mid  dieeee  Prodact  ist  aleo  negati?«  dbU,  poeiliT»  jeeachdem 
«i«<r».    «i*=r»>    öi*>r« 

iet    Nehmen  wir,  wae  offenbar  Teretattet  ist»  der  Kflrae  wegen 
Oi^  ale  poaitixr  an»  eo  ist  da«  in  Rede  atebende  Prodact 

negativ,  nnll,  poaltit, 
jeoacbdeni 

Oi<r,    a,  aar,    fl|>r 
iet 

Wenn  ngsr  iet,  eo  ist  nach  13): 

£;a(r-.^celire* 
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also:  * 

15)     .    .    .     cotiyo=j:^,    tang4yo  =  ^^J 

woraus,  well  iy^  zwisqhen  09  uod  90^  UegU  y©  «ho«  Zweideutig- 
keit gefondf^h  wird«     Weil  ^      . 


ii: 


l-cotjyo« 
Ist,  so  tst  oacb  15)  t 
•     «.  '~Vr-«>;      _.Eo«-(r~«)»  i      . 

Weil  ferner,   da  iyo  zwischeu  0»  und  UO»  liegt, 

ist,  so  ist  '  ' 

also  nach  15)i 

J  •  .    •     .       2JBo_         •'...:.■•. 

r-g 2A;..(r— g) 

,   17)  .  .  .  .   s'Pya  =  ~Y":g7y  -  £o^+(r— g)** 

Endlieh '  fet  nach  vW)  und  17)  auoii  t  .1 

18)         taDgyo=£^,_(^_^),,    cotyo=  2£;^(r-a)  '.    .        , 

Wenn  ai  <r  ist»  so  hatten  dl«  b^ld^n'  Werth<ft  V<MI  Hiitg^y^, 
da  ihr  Product  negativ,  ist,.  efit^jSgengesetzte  Vorzeichen,  und 
man  mass  also,  da  tang ^yo  *nnr  positiv  sein  kann,  in  der.  For- 
mel 14)  das  Zeichen  nehmen,  welches  tangjyo  positiv  liefert. 
Wenn  rti>r  ist,  so -hat  ,tang ^y^  ^wei.  positive  Werthe,  weil  das 
Product  beider  Werthe  positiv  ist  und  tangiyo  nur  positiv  selii 
kann.  Weil  ai>r  ist,  so  liegt  das  Auge  ausserhalb  der  ^gel. 
Wenn  Oi  >  a,  also  (ai  —a^r  positW  ist,  so  liefern  in  dem  Aas- 
drucke 14)   beide  Zeichen  de« sZIhler . vi^n  tangjy«  positiv,   und 
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JBö  tot  all»,  posftfr.i  Diss.obare  Zeieben  liefert  /(}«  tanj^iy^  ^^bieti 
grGMcreft' Werth  >ds  das  «ntere.  Afoo  niiMS'  manJo. diesem  Fail^ 
ofcnbar  das-Hdbm  öder'antere  Zeicban  i^eUilioii^)  jenachd««!  der 
abgebildete  Punkt  der-  Kogelfläche,  .walchem  .ISq  entspricht^,  Hi 
der  TOD  dem  Auge  abgewaadteo  oder  io  der  dem  Auge  zuge* 
wandten  HalbkügelfläGhe  liegt.  Wenn  0|  <  a,  also  (a^  — a)T  ue^ 
gativ  ist ,  so  liefern  in  dem  Ausdrucke  14)  beide  Zeichen  den 
Zähler  von  tangljfotU^S&^i^;  und.£o,^^  ^^^^  liegativ.  Das  obere 
Zeichen  liefert  fär  tang  ly^  einen  kleineren  Werth  als  das  untere« 
Also  mass  man  in  diesem  Falle  das  obere  oder  untere  Zeicheb 
nehmen,  jenachdem  der  abgebildete  Punkt  der  Kugelüfiche,  wel- 
chem £^  entspricht,  in  der  dem  Auge  zugewandten  oder  in  der 
von  dem  Auge  abgewandten  Halbkugeifläche  liegt 

Bemerken  wollen  wir  noch,  dass  man  bei  der  Bestimmung 
des^  Winkels  7«  sich  auch  .auf  folgelide  ATt  verhalten  kaoni. .  Leicht 
bringt  man  die  Gleichung  11)  auf  folgende  Formi 

Bercdmat  man  nun  f>o  mittelst  der  Formel 
80  ist 

Bin  (y  0  +  9>o)  55=  (j^^r;^  «*'»  9>o . 


oder,   weil 

Ol  -—  0  • 

cos  9o  =  — £ —  8>n  9o 

fet, 

^Hro+9o)  =  ^»^^9o; 

und  man  hat  also  sur  Berechnung  von  y^  die  folgenden  Formeln : 

8.7. 

Wir  betrachten  j^tat  awei  Punkte  («o»o»»)  »•>"*  (»i9ih)  Wf 
der  Kagelfläche  and  bezeichnen  die  diese  beiden  Punkte  mit  ein- 
ander  verbindende  Chorde  durch  C«,] ,  so  ist 
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Sind  fiQB  aber  «,»  p^.  y,  ud  i%,  ft,  n  «!<•  1^  »ieht  übanM- 
gesde»  Winkel,  welche  die  nach  den  beiden  ia  Rede  aleheirfeD 
Puaktea  geaogenen  Hallmieseer  der  Kegel  mit  den  peeittreB  Thal* 
len  der  Axea  der  x^  yt  s  einechlieaeen;  ee  iet: 

^^srcoea^,    3f«=rGos^o#    t^^^rco%y^ 
*  ^i=rrcoea|,    y|Srcc8/I|,    ti^ttMf^i 


worane  sich,  weil 

eae«o*+^>^o*+^0ro*»'»    coaoi^-f e<MiA*-f  cee/i^aesl 
iet,  leicht  ergiebt: 

Co»i*  =  ^tl --*(coeaoeoe«| -f  cea^o^^A +<^<Miyo®<Mn))* 

Beaeichnen  wir  alter  durch  t^n  den  180^  nicht  flbersteigendeii 
Winkel»  welchen  die  beiden  von  dem  Mittelpunkte  der  Kugel  nach 
den  Punkten  (^To^o^o)  ^^  ('lyi^)  gesogenen  Halbmeaaer  der 
Kugel  mit  einander  einachlieaaen ,  so  iat  bekanntlich 

coae^^isscoea^coe«!  ^cos/IoCos/^  -f  coay^coayi, 

alsot 

C„^«=:2r«(I— co8fo,i)  =  4r*alnUo>i*. 

und  folglich: 

20) Cp,i=2r8in4eoa. 

wie  eich  auch  aus  gans  einfachen  georoetriachen  Gründen  auf  der 
Steile  ergiebt 

Die  Bilder  der  Punkte  (a?<^yo<o)  ond  {Xijfiti)  sind  respectiT^ 
0^o9o}o)  ^^^  ('i9ifi)»  deren  Entfernungen  vom  Mittelpunkte  der 
Tafel  wir»  analog  mit  dem  Obigen»  durch  E^  und  E^  beaeichnen. 
Indem  wir  diese  Entfernungen  zugleich  gehörig  als  positiv  eder 
als  negativ  betrachten.  Wenn  wir  nun  aber  die  immer  als  poai« 
tfv  betrachtete  Entfernung  der  beiden  Bilder  (jr^^^fo)  und  0^|9ih) 
von  einander  auf  der  Tafel  durch  £p,|  beaeichnen;  so  ist: 

also  nach  S): 
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Ol  — rcosyo      oi  —  rcoi  j^  J 

'         r       C08/?<» COSftt        -1  •  I 

Loi  — rcosyo       äj  —  r co«f| J   ^ 
woraus  sich  feraer,  weil 

cos  oo*  +  cos  /»;,•  xa  sio  yo*»    cos  Oi*  +  cos  ft •  »  sin  y^« 
ist,  leicht  ergiebt: 


^ j. — : 

l(ii|-rcos}r< 


sinyo^      ,      sinn*      .         «eos/pcosyi         \ 

.,  -       ^o^yo)*   («i-«<^i)* "  (ai-«^«>»yo)(«i-«»'%)l 

=(iii  — a)«i*<  > 

2(cosiigo  cos«!  *f  cosfticosfe  +cosyocosyi)    1 

(ai-*rcos)ro)(ai— rcosyi)  J 

oder 

[      sipyo*  sjpyi«      ^         2cosyoCosyi        \ 

l(«i-rcosy^)*"*^(€ii— rcos/i)*   (nj-rcosyoXai-rcosyi)! 

«=(ai-a)M^ 

äcostog 


(ai  -rcos  yo)  («i  — »*  «osyi); 
Man  ist  aber  nadi  11) : 

®        o.— reos^n.    *       *        Ot— rcos  Vi     * 


Ol— reosjo  •        ii|— rcosy^ 


Ol— rcosyo       sloyo*     Oi— -rcosyi       sloyi* 
folglich  nach  dem  Torhergeheoden : 


amgelcehrt : 

(Eo«^-£,«-£;o,^^f2£o£;^cotyoCoty,)sinyoSiny^ 

28)  cos  «0.1  =s 2i;;Ei — "^ — ' 

oder 

23) . . .  eos<o»i  =cosyo cos/i  +  -^ — 2£oJSi   '^^  °'"^^ •'"^* 
folgt- 
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FjSt  Ol  ssr  Ist  nach  17) : 


aUo: 


sin  yn  WD  yt 4(r— ^)*       ' 

Nach  16)  ist  aber: 

,  ^JT—a)*  .  2(r-o)« 


als« 


(r^a)«  "T<£o»  +  (r-a)a}t£|*+(r-a)«}' 

Qud  folglich 

einyosiny^  _  (1— cosyp)  (1— cosy^ 

also  nach  23): 

c©s«o,i*»  cosyo cosyj  +     °    2(r-a;«  "'*  ('-«««yo) (1  -cosn). 
Es  ist  aber  nacii  16): 

also: 

folglich : 

24)    cos  «0,1  =3 

woraus  mittelst  der  Formel    . 
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■ogieich 

.i(S'"'i(^=)"'-"k^l)''"'-(;5=)''] 

also  iMi^li.^^l^(|ei|  bltvrickelaiig  de«  Zfthlera:  »     4 


oder 


folgt»  frenn  nah  das  obere  oder  a^te^e  Zeichen  nhnmt,  Jenacb- 
dem  T'^a  positiv  oder  negativ  :i«t.       '•  >   i '    ^; 

-  Wegeo  der  Formel 

cos  «o#i  ==  I  —  2«in  4«o>i* 

Ist  also  sucbt 


*27)    .  .    coseo>l  =  l- 


<fe)' 


"+(;^Jn.  +  (Ä)-, 


Bexeif^oe)  mab  die  180®  nicht  übörsteigeiideD  Winkel,  welche 
die  nacb^  den  Pdnkten  ,(«o^o^o)  ^^^.  (p^ttfä^iH  der  KugQlQacfce  ge- 
sogenen Halbmesser  der  Kugel  mit'  dem  nkch  dem  Punkte  der 
Kugelflficbe,  dessen  Bild  der  Mittelpunkt  der  Tafel  ist,  gezoge- 
nen Halbiüesser  der  |Cugel  etnsehltessen »  intern,  man  diese  Win- 
»kel  als  positiv  oder  aU  negativ  betr|ie|itet,  jenacfidefnlreapective 
die  Grössen  E^  und  £|  positiv  odeir  negativ  sind »  durch  «^  upd 
€n  M  ißk  nach  26)  offenbar:  .  '.  i!   . 
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w^n  man  die  oberen  oder  unteren  Zeichen  nimmt,  jenaehdea 
T^a  poaltiT  oder  negativ  int;   also,  wie  sogleich  erhellet: 

8») 

und  folglich: 

30).    -    .   tangl«o«=±~j*    ^««»«£=±^5 

mit  derselben  Bestimmang  wegen  der  Torselcbeo  wie  vorher.  ^ 
Also  ist: 

sin  Ufo  + 1|)  =  sin  itocos  i«i  +  cos  \e^  sin  jt^ 

=4.  '-.♦'-. 


=Vu+(Ä)-'u+(Ä)-'' 


•io  4(1^— 4)  a  sio  ii^  eo0  ic]  —  cos  ti^  sin  ii| 


folglieb: 

Vu+(a:)-M'*(Ä)''=*#^'- 

Mach  96)  ist  «iMrt 
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alw»: 


•der: 


V"+(Ä)''i'+c-^ri=*&' 


oder: 

32)  »    :    .    £oJ:£i:2;»i=s8inl(c^dL<i}:«iiiWi- 
Nach  90)  und  39)  ist 

•in  i«ö»i  =8  db  ~^  cof  Kooe  4«! » 

«od  man  ka|iD  also  Coa  nncb  nach  den  folgenden  Formeln  be- 
rechnen i 

^        ^  E 

«n  J«oii  =  i  ^^f^  CO«  W  «o»  in  • 

Alle  im  Vorhergehenden  entwickelten,  in  Tielen  Besiehnngen 
sehr  merkwürdigen  Formeln  dienen»  aus  den  anf  der  Karte  ge- 
messenen geradlinigen  Entfemnngen  £^»  JE^,  E^i  den  Winkel 
B^^,  und  demsufolge  auch  die  wirkliche  Entfernung  der  beiden 
Punkte  (ar^yoSo)  und  (^rj^iXi)  von  einander  anf  der  Kugelfläche  sp 
berechnen,  woraus  die  grosse  praktische  Wichtigkeit  dieser  For- 
meln Ton  selbst  erbeilet  Dass  dieselben  aber  auch  an  weiteren 
theoretischen  Folgerungen  fähren,  werden  vir  sogleich  sehen. 

§.8. 

Wir  mflssen  suerst  die  folgende  allgemeine  geometrische  Be- 
trachtung Torausschicken. 

Es  seien  (sobo)  und  (Sib,)  swel  doreb  dievechtwinkiigen  Ceor« 
dioaten  ao,  b^^  und  a|,  bj  bestimmts^  Punkte  in  einer  Ebene,  die 
als  fest  und  anverSnderlich  betrachtet  werden.  Sind  nun  u^  und 
Ml  die  EntfetnungBii  eines  tferinderlidieq  Punktes  in  dmoselben 
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Ebene  vod  diesen  beideo  festen  Punkten ,  und  findet  swUcbeo 
Riesen  Entfetnnflgep,  wenn  r  uWd.a  qöpstftqteNGrOMetf  beseich- 
nen.  die  GMchtine  V  '  ./  \ 


3^> r-q^"**' 

•  '•  ■    -^  /■•  ■  ..«•  ,  ,.*. 

Statt,   so  soll  man.  ermitteth;    ^b^  und  .yrjpis-fflr  ei/ne  Curve  durch 

diese  Gleichung  charakterisirt  wird. 

Bezeichnen  wir  zu  desu  lEn^e  die  rechtwinkligen  Coordinateo 
des  in  Rede  stehendef^  Punktes  ip  Bezug  ß^(  das  angenomaJene 
Coordlnatensystem  durch  x,  y;   so  is^: 

und  die  Gleichang  34)  ist  also : 

(a:-ao)«H-(y^b.)»      _    , 

oder 

'•     *'(i-»«)«  +  (y-b.)»  =  ,»«|^+(jr-iii)»'+'(y-b,)»}, 
abo:  , 

Ffir  fi*s=l  wird  diese  Gleichung: 

und 'StMItahot  etile«  gerade' Linii^dar.  -       - 

Wenn'dagesen  nicht  ^^=1  ist,  so  bahn  man  die  obige  Glei- 
chung auf  die  Forni  .  . 

oder 9    wie  sogleich  erhellet,   auf  die  Form 

als»,  wie  milDialtietdt  Mditor  Rtdiiiiing-  IndHti  aof  die  Farn 
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bringen,  worauf  Folgdncted  erheUet: 

Wenn  .,.,,  ,^«  ,.,.^^  .  .    ^  .^ 

I«t.  «teilt  die"  iGaeic&ai«^  34)  VmeD  krei^..dw../\^eriD - 

(a.-a,)«  +  (bo-b,)«+(l-f»*)r«<0  -y. 

tet .  liAidifl'Ofciieyng  34)  pH  ktlllk«  >ieoA>etHdtb«8«dairti»tg.  Wenn 
(a«-a,)«.+ (b.-bi)«.+(l-fi«)r»Uö 

ist»  ist 


oder 

ao  — f*«at      ^_bo— ft^bi,  .,    . , 

wid  «e«let<hiiiig 84)r  stelitialso^.in**diaTOmKlbyo.^nenPjtadit  Amt« 

"  Wcicbes'im  ersten  j[ire80r'dret  fltlfe  ä^r^rfaibmefsser  nnd  die 
tioor^Uiäfei^  j3es  SfUt^fpunk'ts'  des  ^efrcflf endein  Krelises  sindij  'er- 
heVi^' Ws  dem  VorÄtebeii^h  Von  selbst."      *  '    '     *"'  *    '*'  ' 

Nehmen  wir  jetzt»  mit  Beziehung  A\>f,:fl^n,4Ypi^|>6r|ph(»n4en 
Paragraphen,  in  der  Tafel  den  Mittelpunkt  der  Tafef  und  das 
Bild  des  sphärisohen  Mittelpunkts*  daeis  Hbelrebigen  Kugelkreises, 
welchem'  letzteren  die  Entfernung ,  £^  von  dem  Mittelpunkte  der 
Tafel  entspreehen  iyag^  al^  ^ste*- |ftin|itei  ant;.  ^e  ilit  fflr  jeden 
Punkt  dieses  Kugelkreises»  welchein^die  Entfernung  Ey  Ton  dem 
Mittelpunkte  der  Tafel  und  die  Entfernung  £oa  von  dem  Bilde 
des  sphlirischen'Mlttetphintt^.d^8~Kiigdkreises  entsprechen  mag» 
offenbar  e^n  ^>n®  constanta  jBröf s^.  Zwischen  den  so  eben  ge- 
nannten Grlteseo  findet  aber (flir  a^  ts/'maeh  96)  416  ttWchungs 

:^..i.. 


also  die  Gleichung.,.;        .•?/.  .  r  ^.,|,  ^  ., .  . 
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oder  die  GieichoDg: 

Statt 

Vergkicbt  n^n  dieee  GMefamg  bU  <l«r  GMelniBS  ^h  m 
siebt  Buai,  dass  für 

in  deraeliieii  respective 


i«t. 

Nehmen  wir  al>er  den  Mittelpunkt  der  Tafel  aU  Anfang 
reehtwhikUgen  Coordinateneystema  der  xry,  «nd  die  "tm  dem  Blil- 
telpnnkte  der  Tafel  naqh  dem  Bilde  dea  sphSriachen  Mittelpunkts 
des  Kogelkreiaea  gezogene  Gerade  als  den  positiven  oder  negati« 
Ten  Theil  der  Aze  der  a  In  diesem  Systeme,  jenachdem  £«  po- 
sitiv oder  negativ  ist,  an;  so  ist  In  dem  vorhergehenden  Para-^ 
graphen  ofenbar 

9i.zsEo,    ha«0|    air=0.    b|  =  0 

au  setsen,  woraus  äieli 

(ao-ai)^^{b.-bi>»  +  (l-.|i^r« 

(Äo-ai)>  4- <b—*i)«  4  a-n^r» 

.      «£o^4^tees4s,4<^(p^ysift{>«n*U'-^«)^* 
also,  wie  sogleich  erhellet: 

wgMit    Hiwam  eriidlAt.  daas  In  ABstmtüm 
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(•o-ai)»+ (b^-Iii)»  +  d-l^«)»*  >  0, 

folglich  nach  dem  Torhergehendm  Pkragraph«o  da«  Bild  «oaors 
Kogelkreiaea  ein  Kreta  \b%% 

Nach  dem  Obigen  Ut: 
folglich: 

also  oad  38): 

oder: 

blgHch  Bseh  d«m  TorbergeheBdeB  Pan^iraphen,  w«mi  wir  d«p 
HaIiMii«Mer  des  BUde«  iiiw«rs  Kngdlndses  darcb  r«  liezeieiiiiM: 

37) 
r—fd.  id».  (r-«).ioi...»  eo.1..«  (^,^e^;;:,'^'.j:ff,fa,^,^^^ 

od« 

38) 

,    .     „        .  .         (r— a)«+JE,« 

Feraer  ial  vadi  dem  verhergebendea  Pangroph^  md  dam 
Obigen,   wenn  wir  die  CöonKnaten  den  Mittel|mahte  dee  Bilde« 
Kageihreiaea  durch  ji«,  ^o  beieichnen: 


O  Dia  M|Mal4  BigmiMhaft  dar  atareographlichfla  PlrcJecÜM,  da- 
f«n  Bagriadaag  aba«  ^urcb  das  Tarli«rgeli«idl«  naiar  «laar  gana  aaaaa 
Gestalt.  affMhabL 
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.1    'liJ    '    .J'-'^        •  •  ^«rr~fl'»'.,*  •.!     •  «T;-"l    I.    •!»{;..    I     i  »It 


l     ^«"^       1—14«       """*  I 


/!• 


woraus  sich  ergiebt,  dass  iIcht  j^li^ftelj^unkt  des  Bilde«  je. 
derzeit  In  der  dutcJicden  Mittelpunkt  9er  Tafel  und  da« 
Bild  des  sphärischen  Mittelpunkts  des  Kugelkreises 
gehenden  Geraden  liegt 

Leicht  eriitat  man  mittelst  der  vor^erg^hesdea  fV^rmelnt 

.    ■■£.     .  ■■   ,      _  .  g«(r-o)* 

and  hiena^  ergießt,  sich  ferqer  mittpk/t  id«btor,.IiH^»«*  ■ 

41)         «-o  -Po  -  -  (r-  o)«  CM  4««a»  —  ^o*«»  i«..i** 

Ans  37)  und  4l)",  wenn  «lan  di^sö  beide  GleicKnngen  auf  das 
Quadrat  erhebt,  folgt  aber  augenblicklich  durch  DMsion; 

'   ^Man  kann  die  Formeln  ftir  n  und  po  noch  auf  andere  Weise 
ausdriicken.  "* 

Nach  30)  ist  nämlich:  * 

^       *    l     '     •"    -.''        1  ■        ^9-      .  ,         ,    ' 

main  tean  .dasiiobere.  öder  mitbr».SUiohen;Blm*t»  jeMcbde»  r-o 
peUt»  eder  «^«tiT  ial^   N«€h<S7)i4st  ab^r:  .      .,/ 

u. ...  :•  t««»is♦.l?•-^^;Iz^/s»",4vl*.^.. 

folglich: 
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(r  —  fl)*  am  igpa^cos  {gp,!*     

""  I  cos  l«o*  cos  ;co,i* — «in  i^^sin  i^,x*  )*  * 

und  folglich»  weno  man  den  Nenner  in  Factoren  zerlegt: 

,_ (r— a)»singo,t* 

^^      4cosi(eo  +  «o»i)*c<>»4(^o— *o»i)** 
also : 

jj\  I    u  (r— a)singo,| 

44)  .  .  .   '•.=^a>'*»-2co«J(.,+«o.i)co.4(«a-W' 

Ferner  ist  nach  4<^: 

]^ £?ocos}<o* 

^^     co8ico'i*-*tangico^lni^,t*  ""  cosico'cosiep«!*—  ainli^Hini<o»i*' 

also: 


^     *    '    '    Po      cos4(fo  +  ^,i)co«4(6o— eofi)* 
und  weil  nun 

iEa«±(r— «)tangl«o 
ist,  so  M  auch: 

(r— a)siDgo 


46)  ...    Po  =± 


2co«  i(go + ^,i)  cos  i(€o  — «0>l)  ' 


das  obere  oder  untere  Zeichen  genommen»  jenachdem  r— a  poel* 
tiv  oder  negativ  ist 

Weil 

%>,!  =  i(«o  +  «o»i)  —  K«©  —  «0*l)  . 
«o    =U«o+«a,j)  +  i(«o  — ^rt) 
ist»  so  ist  anch: 

(ro=:Tal.  abs.  iO'-a)(tangl(^  -f  fö,i)— (angU<o-«on))» 
Po=?        ±  i(*^«)ttang4(«o+«M)+teogi(«o-«oa)l; 
welche  Gleichungen  ebenfalls  sehr  elegant  sind. 


fi.  10. 

Wenn  (fgh)  ein  beliebiger  Punkt  im  Räume  Ist,  so  eind 

Tk«u  xxxn  1» 
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die  Gleicbangen  der  vom  Aage  nacb  diesem  Pookte  gezogenen  Ge- 
rad^ni  Und  siod  also  fo,  g^,  Aq  ^'^^  Coordinaten  des  Bildes  des 
Punktes  (fgh),  so  ist: 

/       g        A— at  ' 
Weil  aber  offenbar  h^^a  ist»  so  werden  diese  Gleicbangen: 

/o  _go_  a-^Oi 
f-g-h^a,' 

und  wir  erbalten  also  zur  Bestimmung  der  Coordinaten  des  Bil- 
des die  folgenden  Formeln: 


{.  IL 

Es  seien  jetzt  t/o\  v^' ,  toj  di6  180^  nicbt  filiersteigenden 
Winkel,  welcbe  eine  beiiebjge,  von  dem  Punkte  (xq^qX^)  ^vta* 
gebende  Gerade  mit  den  positiven  Theileo  der  Axen  der  ,t,  y,  x 
einschiiesst ;  die  Entfernung  eines  beliebigen  Punktes  (a\)Ve'<oO 
in  dieser  Geraden  von  dem  Punkte  (arQ^o^)  ^^>  ^u'«  Dann  ist 
offenbar:  ... 

rf^'»=#o  +  Po'«o««6'»    yo'=yo+^'cosro'.    V«=^+as'co6iqo'. 
Ist  nun  (jTo'^V)  das  Bild  des  Punktes  (V^oV)»  »o  ««tnacb  48): 

*o  — ''l  ^0         ^1 

Sind  jetzt  llo'.  Vq',  Wo'  die  IfSffi  nicht  übersteigenden  Winkel, 
welcbe  die  von  dem  Bilde  (fo^uJo)  ^«^  Punktes  (x^go^  nach  deift 
Bilde  (jTo'Vo'lo'}  d^  Punktes  (x^'g^'^')  gezogene  Gerade  mit  den 
positiven  Theilen  der  Axen  der  x,  g,  x  einschiiesst,  und  i«t  to 
die  Entfernung  der  beiden  Bilder  von  einander,  so  istt 

Jro's=ro+to'cosllo^    tfe'  =  %+to'cosV.    fo' « Jo+to'cesV;    ' 

wo 

a — Ol  II  —Ol 

tet. 

Nach  den  vorbergebenden  Formdii  ist  nan: 
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also : 


der  Tk€9tn^  49r  9Ur09ONißkl9€k€n  Pr^tutim^  ^U.  37S 

od«r: 

«0  — ^i  «<x  —«i    ^  — «i 

lo'-fo=0; 
folglich  nach  dem  Obigen  offenbar: 

Zj,  — Ol  2o  —  CTj 

and  daher  nach  dem  Obigen: 
cos  Wo' =0. 

Weil 

COStto'*  +  C08<>/*  7f  COS  Wo'*  =  * 

ISt^  iM^  Ist 
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die  Gleicbungen  der  vom 
rad^D)   Und  sind  also 
Ponktes  (fgH),  so  ist 


la  Auge  naeb  ^*    ^,  J _*P->\  ,„^  '«) 

Weil  aber  offenbar        '     j^ 

und  wir  ^ 

des  die  #  ^  V«  V 


'+5;=sl?"""»'* 


r«— 0|« 

■  J   -I-   

'^VV^**  ^o'''    I       ft  arp  cos  V  -f  yo  cos  V  +  ip  cos  tOp*  . 

I     — »^— * COStDp 

^  io-*«i  ® 

steht  nun  aber  die  von  dem  Punkte  (arp^o^o)  ansgehende  Ge- 
rade aaf  dem  nach  dem  Paukte  (arp^oZo)  gesogenen  Halbmesser 
der  Kugel  senkrecht»  so  ist 

cos  «0  cos  UyJ  +  cos/Jo  cosep'+ cos  yp  costop'  ^0, 

ßiBO  nach  1): 

«ocosuo'-fyo<:oseo'-f  XpCostop'sO, 

folglich  nach  dem  Vorhergehenden: 


«« •  •  •  ■=(?^-&T-"+£^> 


^cosfPp'*!. 

Wir  wollen  uns  jetst  von  dem  Punkte  (^pypZ  )  eine  zweite 
Gerade  ausgehend  denken,  und  die  180^  nicht  flbersteigenden 
Winkel»  welche  diese  Gerade  mit  den  positiven  Theilen  der  Axen 
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2  einschlieMt«   durch  «o^«  «o*^,  too'  bezeichneD,   über- 
fär  diese  zweite  Gerade  uns  ganz  ähnlicher  Bezeich- 
nen, wie  für  die  vorher  betrachtete  Gerade»  Indem 
«jinee   oberen   Aocents  überall  zwei  obere  Accente 
so  ist  nach  49): 

«O    ""«1    »O  'O""*'! 

GOSl9o''=:0, 

und»  wenn  auch  diese  zweite  Gerade  auf  dem  nach  dem  Ponkte 
(«^oyo^o)  gezogenen  Halbmesser  der  Kugel  senkrecht  steht«  nach  50) : 

•«  •••■'=(^-§0'"+£^'"-'^ 

Bezeichnen  wir  den  180^  nicht  übersteigenden  Winkel»  wel- 
chen die  beiden  von  dem  Punkte  (ar^yo^o)  Ausgehenden  Linien 
mit  einander  einschllessen»  durch  W^»  den  von  ihren  Bildern 
oder  Projectionen  auf  der  Tafel  eingeschlossenen»  180^  nichtüber« 
steigenden  Winkel  durch  Tß^i  so  ist  nach  einer  bekannten  For- 
mel der  analytischen  Geometrie: 

cos  Wo  =  costto'costi^^-f  cos  V^^^o^'f  cosfOo'  eos«^'» 
'  cos  n>o  =  cos  V  cos  nj'  -k-  cos  Po  cos  Vq"  -f  cos  Wo'  COSWo'. 

Nach  49). und  51)  ist  aber: 

cosOo'cosilo'  f  cos9o'cos9o^  -fcosWo'cosmo' 
_  g-gt     o-^    Qo'qo" 

cos  Uo^sMUo'i'  cos  fo'  cos  Üo* 
XoVOStCo^  .       yoC08t>o*'  , 

und  folglich»   weil  offenbar 


COS  €00^ 
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coa  tCo  cos  Wo cos  Wq' ^^  co«  to« 

+  f  r~")  eo«ii>o'co«fi?o"=t^p^^J    costoo' co«iOo 


ist: 


eo«  »o'  cos  iio"  -f  Cos  V  CO«  »o"  +  cos  Wq  cos  Wo*'        \ 
-  -7 -^oswo"— ^^^^ ^COSWo"— ^^^ 2.cost©o" 

a\)Cosuo''  yoCo«V'    *     .    locoswo" 

■'T „^^^^o-^T — -^COSWo'-^^^ ^-COStTo' 

«o-"«i  «0  — «1  *ü  — «1 


+ 


[Z^r^j    COStDo'COSWo"+rr^^  J   CO^BtCo'cOSICo' 

+  frrr^)  <50»Wo'<?<>8«V'-"(r~r^)  costPo'coawo" 

stehen  aber  beide  Linien  anf  dem  nAch  dem  Punlrte  (oto^o^) 
gezogenen  Halbmesser  der  Kugel  senicrecht«  so  ist 

d;oCOS«Q'-f ^ocospo'-|-^co8t0o'=0,    Xq cosf<o"+yoC08»o"+  iocostro"=0; 

also  offenbar: 

63) 

welche  Formel  ich  für  sehr  merkwürdig  halte. 

Nimmt  man  den  Durchsehnittspinikt  der  Tafel  mit  der  Axe 
der  X  als  Anfang  der  Coordinaten  an,  so  sind  die  dritten  Coordi- 
naten  des  Punktes  (^ro'^o'^oO  nnd  des  Auges  respective  x^*  —  a 
und  üi  -—  a,  und  diese  Coordinaten  halben  offenbar  gleiche  oder 
ungleiche  Vorzeichen,  jenachdem  der  Punkt  («o'iyo%0  nAd  das 
Äuge  auf  derselben  Seite  oder  auf  verschiedenen  Seiten  3er 
Tafel  liegen.    Also  ist  der  ßruch 

*o'  —  « 
positiT  oder  negatii^»   folglich  der  Bruch 

g  — gj 
V-g 
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negativ  oder  positiv^  jeDachdem  der  Punkt  {x^'y^'z^')  aod  das 
Auge  auf  derselben  Seite  oder  auf  verschiedenen  Selten  der 
Tafel  liegen.    Folglich  tet  nach  50)  offenbar: 

wenn  man  da«  obere  oder  untere  Zeichen  nimmt»  jenacbdem  der 
Punkt  (aro'yo'^oO  ^^^  ^^  Auge  auf  verschiedenen  Seiten  oder 
auf  denselben  Seite  der  Tafel  liegen ;  und  ganx  eben  so  ist  nach  62} : 

wenn  man  das  obere  oder  untere  Zeichen  nimmt »  jenadidem  der 
Punkt  (a?o"yo"*o'0  wnd  das  Auge  auf  verschied^en  Seiten  oder 
auf  derselben  Seite  der  Tafel  liegen. 

Denkt  man  sieh  nun,  was  offenbar  immer  verstattet  ist,  die 
Entfernungen  po'  «"<*  Po"  ^^^  beiden  Punkte  (aro'yo'^^öO  ""* 
{*o"yo"*o")  vo«  ^«"»  Punkte  <aroyo«o)  s»  Wein,  dass  diese  bei- 
den Punkte  auf  derselben  Seite  der  Tafel  liegen;  eo  ist  nach  »4) 
nnd  55)  mit  Beziehung  der  oberen  und  unteren  Zeichen  auf  ein- 
ander : 


g— gl     Po  _  ■  ^ 


a— ffi 


i     Po I 


folglich  durch  Maltiplication : 

a  — qi      q— Oi_   Po'go" 
oo)    ■    •    '■    '    »o'-q,«o"~«i'»o'V 

I 


was  in  Verbindung  mit  53)  zu  der  folgenden  sehr  werkwfirdigen 

Formel  führt: 

,.« n  s 

cos  Wo  +  T ~^C08WO'C08W^'' 

67)     COSJH>0=        /  "       g  ^    2  yg^lT.« 
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Für  ffissdbr  ist  also  « 

cosn>o  =  cssW0, 

folglich  JOo^Wo,   wsiches    eine  längst  bekannte   Eigenschaft 
der  stereographisclien  Projection  ist 


Ml. 

Wir  wollen  ans  eine  KegelflSche  beschrieben  denken»  welche 
die  EngdflXche  in  dem  vorher  betrachteten  Kugelitreise»  dessen 
sphärischer  Mittelpunkt  der  Punkt  (^voi^o'o)  ^^^^  ^^9  berflhrt. 
Die  Entfernung  der  Spitze  dieser  Kec^elfläche  von  dem  Mittel- 
punkte der  Kugel  ist  augenscheinlich  rseceo»i*  und  die  Coordi« 
naten  der  Spitze  sind  folglich  offenbar : 

r  sec  f oti  cos  uq  ,    r  sec  Con  cos  ßo ,    r  sec  i^,|  cos  y q  . 

Wenn  wir»  wie  von  jetzt  an  geschehen  soll»  a|:=r  setzen«  so 
sind  die  Coordinaten  des  Auges  0,  0,  r.  Legen  wir  aber  wie- 
der das  in  {.  9.  gebrauchte  Coordinatensystem  zu  Grunde»  so  sind 
die  Coordinaten  des  Mittelpunkts  des  Bildes  unsers  Kugelkreises 
Pop  9o»  a«  Die  Gleichungen  der  durch  die  beiden  ersten  der 
drei  so  eben  genannten  Punkte  gelegten  Geraden  sind : 


«— r 


rsecfon  cose^      rsec(o»i cosft) ""  rsec«o.i  cosy©— «• 
oder 

-.  (s— f)secgo»|C08^>        __  (x--r)secco,|  cosft> . 
""    socfoncosyo — 1    '    ^"*    secfo»icosyo — * 

nnd  soll  nun  der  dritte  der  drei  oben  genannten  Punkte  in  die- 
ser Geraden  liegen,  so  müssen  die  beiden  Gleichungen 

(r — fl)  sec  gQ,|  cos  ap  (r  — q)secgo,i  cosj?o 

"^'^   1 — seccoucosyo    '     ^o"~    1 — secsQfiCosy^^ 

erffilli  sein.  .Weil  offenbar  ßf^^VO^^  also  cos/}o  =  0»  nnd  nach 
(•0.  auch  q^sszO  ist»  so  ist  die  zweite  der  beiden  vorstehenden 
Gleichungen  jedenfalls  erfüllt»  so  dass  sich  also  nur  fragt»  ob 
auch  die  erste  erf&llt  ist»  was  wir  also  jetzt  untersuehen  müssen. 

Nun  erhellet  aber  mitteist  einer  ganz  einfachen  Betrachtung» 
dass  immer  entweder  «1^  :=  yo  "^  ^  ^^cr  oq  =  90^  -»  y^»  folglich 
jederzeit  costfo  ssinyo,  und  daher  die  zu  erfüllende  Gleichung 

_  (r—  o)  sec  to,i  sin  yp 
^® ""    1 — sec  Cp»|  cos  yp 
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ist.    Nach  16)  nnd  17)  iat : 


also: 


(r—  fl)  sec  gp,!  8in  y^ 
1 — seG«o«x^o^7o 


2£o(r— fl)^gec  «ot  i 


!2£o(r— fl)»gecgo,t r 

"•  (r -  a)«(«ec£o,i  + 1)  -£o*(«ec fo,i  — T) 

2£;o  (r-g)^ v 

•"  (T^a)^  (I  +  coa«o»i)  —  -*H)*(1  —  co8«o>i) 

_    .  go(r-a)« 

(r — o)*  cos  i^,i«  —  £;)<sin  i^i« ' 

folglich  nach  40)  wirklich 

.    (r-->g)secKQ„8lnyo^ 
1 — sec€o*i  cos/o       '^* 

Die  drei  obeo  genannten  Punkte  liegen  also  in  einer  und  der- 
selben Geraden»  was  zn  dem  folgenden,  von  Cbasles  gefunde- 
nen Satze  fthrt»  dem  nach  dem  Obigen  natOrlich  die  Voraus- 
tfetzung  a|t=r  zu  Grunde  liegt: 

Bei  der  gewöhnlichen  stereographischen  Projec* 
tion,  wo  das  Auge  sich  in  der  Oberfläche  der  Kugel 
befindet,  ist  das  Bild  der  8pitae  der  die  Kugel  in  einem 
fi^ewissen  Kugelkreise  berührenden  Kegelfläche  der 
Mittelpunkt  des  Bildes  dieses  Kugelkreises. 

f  12. 

Von  den  in  {.  7.  entwickelten  Formeln  läset  sich  noch  eine 
praktisch  wichtige  Anwendung  machen. 

Wir  wollen  uns  auf  einer  nach  stereographischcr  Projection 
entworfenen  Karte  drei  Punkte  denken  ^  die  also  die  Bilder  ge- 
wisser Punkte  auf  der  Kugeifläche  sind.  Die  Entfernungen  die- 
ser Bilder  Tom  Mittelpunkte  der  Tafel  seien  jEo»  £g,  J^;  und 
ihre  Entfernungen  onter  einander  seien ^£Jo»t>  ^i^*  -Etio-  Alle 
diese  Entfernungen  können  auf  der  Karte  gemessen  werden,    und 
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man  kann  sich  nun  die  Aufgabe  stellen,  aus^dje^^n  Auf  der  Karte 
gemessenen  Entfernungen  den  Flächeninhalt  /i  des  sphärischeo 
Dreiecks  auf  der  Kugelfläche  za  berechnen,  dessen  Spitzen  die 
drei  in  Rede  stehenden  Punkte'  aof  der  Karte  als  Bilder  ent- 
sprechen. 

Nehmen  wir  den  sphärischen  Octasten  als  Flächeneinheit, 
den  rechten  Winkel  als  Winkeleinheit  an,  so  v^ird  bekanntlich 
der  Flächeninhalt  eines  sphärischen  Dreiecks  durch  seinen  soge- 
nannten sphärischen  Ezcess  ansgedrackt,  vieshalb  von  jetzt  an 
4  den  sphärischen  Ezcess  bezeichnen  mag.  Nach  §.  7.  sind  die 
drei  Seiten  unsers  sphärischen  Dreiecks  durch  z^,x,  e|^,  c^  zu 
bezeichnen,  und  nach  einer  sehr  bekannten  Formel  haben  wir 
für  den  sphärischen  Excess  den  folgenden  Ausdruck: 

I  f  cosgQ^i +cosei,j|-f  cos^A 
68).    .    .    cos.^-    4costeo.iCosifi,.cosif,M>    ' 

Nach  27)  ist; 


=    1- 


COS£|,S 


COS  €2.0=  l- 


■■""+.(Ä)"".  +  (;§i)'.- 

also,  wie  sich  hieraus  auf  der  Stelle  ergiebt: 


I      «     t  \r—.Q/ 
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Setsen  wir  aber  der  Kiirse  wegen : 
o9)    .    .    .  .Uo= — ^,    u,= — -,    04  =  -—=- 
und 


^o»i  __  ^l»2  _  -^i 


UtfO.= 


r— a' 


60).     .    Uo.  =  ^^,     u,.,  =  ^^^, 
so  ist:  ' 

*''"»"  =  *~(l+0(»  +  0i«)'    *'""»'*-' ~(l+u,«)(l +11,«) • 
1  2u,H>«  . 

also: 

1  +  coston  +  cost^^  +  costaH) 

_.     »iio,i«(H-Ua»)  +  ti|.a«a-H'o')  +  "lo'C  ^-nl*) 

oder : 

1  -f-  costQ,!  +  coBtpa  -t-  co»«a^ 
4 

-'-  2(l+Uo«)(l  +  u,«)(l  +  ii,«) 

Ferner  ist: 

co8t«o.i*=l -(I ^. uo«)'(l +"i*) '    '=*'»'"«*=  *~(T+^4TlTÖ' 

co8,e„o  -^-(H.u,«)(l  +  u„«)' 
also : 

CO»  i«o»i*  *<►•  4*1  •«' «o*  i'a-o* 

Setzen  wir  aber  der  Kflrze  wegen : 
61)  .  .   Vo«=l  +  ao».    T,«=l  +  u,»,    V-l+V; 
so  ist: 

1  +cos«a,i  4-cost,^  j-coS£,H)  •  i     "o.i *v«^ -l- "i .«'V + «i««*yi ' 

.4  .  \.  :    =  *  — :      f^v*^«— — 
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und 

cos  iCo,i*OOSfi,|*C08i<3M>* 

^  (vo*Vi«-  «0.1«)  (yx*y%*  -  "1  >«*)  (^1^0«-  "«H>') 

_         (Uo.l*  -  VqVi«)  (Ol.,*  -  Vl*V««)  0«l>o*-T,«V..*) 

Also  ist  nach  58): 

«2)    r^,  ^j  -      2vo'v,«v,*  -  (mo.,«v.*  -t-  u.^%»  -^  u^V.«) 

•         a^(Vo«v,«-u„.,«)(v,«v,«-ii,V)(v,«Vo«-u,H,*) 
odert 

63)    cc»'^^      Vvi'v.^-i(vo%>««+  v»*u,Hi>  + v,W) 

Setxt  man  noch  der  KOrze  wegen: 

Öi^  «     —  JÜ2Ü      gt     —Hill,      w     — Hl»o. 

'^OM  M»^s  Vo     ^ 

80  ist: 

1«^  -^.t  >i  —  1  —  i(^ o»i*  f  W|^*  +  Wt^«) 

00 )  .  .  .  cos  1  if  :=      ^-  — =r  • 

Also  ist: 

Der  Ziihier  ist»   wie  man  nach  leichter  Eotwickeinng  Ondet: 
J(2w.,i*«^m*  +  2wi„«w,„*  +  2wa.^«Wo,ia-w^„*«W|^*«w^o*)' 

und  folglich  nach  einer  bekannten  Zerlegung^  wenn  man  der  Kflrse 

66)  .  • .  W  =  (wo,i  +  w,^  +  Wa,o) (—  Wo,i  +  W|^  +  w,,©) 

X(wr>,i  -Wi^+w,.o)  (Wü,i  +wi,a  -w»^) 
setzt : 

Ako  ist: 

Ä7\  n8,x  ^.J^iKT  W-^4Wo^«W|^»W„o« 

67)  .  .  «n.^«4\  (r:"^n«)(l-w,^«)(l-ir,.,«)- 


Digitized  by  VjOOQIC 


äer  Tketrit  ätr  ier*$fn^te»m  FnjttUam  eu.  S85 

Nach  6S)  and  67)  Ist  «nch: 


oder: 


Nach  26),  BS),  60)  tat  auch: 


Oo>i 


•'"*''«=*V(i+«««)(i+».-r 


») 


"in 


•'"^•'-'"*V(l  +  a,»)(l +«.*)' 


"•»O 


*''''*-=*V(l  +  ».«)(l  +  ao«)' 


oder  nach  61): 

71)    ri«l^.»=±^,    •«»i«.'.=  ±^.'    .lnJ^H.=±^^; 

wenn  man  in  diesen  Formeln  die  oberen  oder  unteren  Zeichen 
nimmt»  jenachdem  reapective  die  Grossen  Uo.i»  Ui,^,  u^^o  positiv 
oder  negativ  sind.  Naturlich  kann  m|in,  wenn  man  etwa  nach 
diesen  Formeln  die  Winkel  ^oa»  h*%f  <t90  ^^^^  ^'^  Seiten  uiisers 
sphärischen  Dreiecks  berechnet  hat»  naturlich  den  sphärischen 
Excess  /l  nach  allen  den  Formeln  berechnen ,  welche  in  der  sphä- 
rischen Trigonometrie  «u  diesem  Zweck  entwickelt  in  werden  pflegen. 
Berechnet  man  die  awischen  —  90^  und  -|-  90*^  liegenden  . 
Hfllfswlnkel  9V>>  ^»  M  mittelst  der  Formeln: 

72)  .  •  .  tangg^ost^,    tang9)i  ssui,    tang^  =  ii,; 
so  ist  nach  61) : 

73)  ...  .  Vo  =  sec9o9    Vi^sec^i,    T^ssec^,; 

also  nach.*68)  mit  derselben  Bestimmung  wegen  der  Vorseleben 
wie  oben : 

isinjeon  =  ±  ta^n  cos9»o^^9>i  > 
sin  )£,,,  =  J:  u^,,  cos  g>i  cos  9^ , 
sinict*o  =dk  tttio^'"9^cos^ 

Oh  dieser  Gegenstand  noch  einer  weiteren  AusiUhning  nnd 
Entwickelong  f&hig  Ist,  muss  ich  filr  jetxt  dabin  gestellt  sein  lassm. 
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Eine  Bemerkung   über   diß   besonderen   Anflosnngen 

einer  Differentialgleichbng  der  zweiten  Ordnung  mit 

zwei  Veränderlichen. 

Von 
Herrn  Doctor  A.  fVeiltr^ 

Lehrer  der  Mathematik  an  der  höheren  Bürgerschule  la  Hannheim. 


Es  ist  bekannnt,  dass  die  Integration  einer  Differentialglei- 
chung mit  zwei  Veränderlichen,  x  und  y  darauf  hinzielt,  alle 
möglichen  Funktionen  von  y  anzugeben ,  welche  der  Differential- 
gleichung genügen,  wenn  man  dieselben  an  die  Stelle  von  % 
einsetzt.  Dieses  Ziel  erreicht  die  Integralrechnung  jedesmal  durch 
die  Bestimmung  des  aifgemeinen  Integrals  oder  der  allgemeinsten 
endlichen  Gleichung,  woraus  die  vorliegende  DffferentialgleichoDg 
abgeleitet  werden  kann.  Die  fraglichen  Funktionen  ergeben  sich 
alsdann  nach  einfachen  Regeln.  Doch  zerfallen  dieselben  in  zwei 
verschiedene  Klassen.  Alle  diejenigen  Funktionen,  welch«  Acfni  * 
allgemeinen  Integrale  .genjigen,  nachdem  man  die  darin  Tprkom« 
menden  willköhrlichen  Grossen  irgend  wie  ispezialisirt  hat,  gehS« 
ren  ifa  die  eTstiS' Klasse i  und  heissen'  beaond«r#  ltit#grale.  la  die 
andere  Klasse  rechnet  man  alle  dieje^igeo  Funktionen,-  welche 
zwar  der  Differentialgteiehung,  nicht  aber,  ijem  aifgemeinen  inte- 
grale genfigen,  wie  man  auch  immer  die  willkflUrllcheo  BestJ^^ 
digen  darin  angeben  mag.  Man*  hat  diese  letzteren*  Funktionen 
besondere  AufiOsungett  der  Differerttiälgteichung  genannt. 

Iti  den  vorliegenden  Zeilen  beabsichtige  Ich,   auf  einen  Xhor 
stand  anfmeilcsam  sn  maehen,  ireleher  bei  der  Bestiilinmng  dtfr 
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besonderen  Adfinmifigen  einer  Differentialgleichung  der  xi^elteh' 
Ordnung  nicht  fibersehen  werden  darf.  Es  sei  dessbalb  o==c 
dad  swelte  Integral  einer  Differentialgleichung  der  asweiten  Ord- 
Dang  mit  zt^ei  VerSnderlichen ;  c  sei. die  willkfibrliche  Beständige 
nnd  a  eine  Funktion  der  beiden  V^rSnderlicben  z  und  y  und  der 
svrefteo  Milikfihriichen  Beständigen  b.  Wenn  dies  zweite  Integral' 
ift  der  Form 

«i(*— p)"  +  ßa  =  c 

auftritt,  worin  ir|  und  a^  wieder  Funktionen  Ton  %,  ^und  b  sind» 
p  Atf  eine  Funktion  von  y  und  6,  und  m  eine  swisehen  0  und  1 
liegende  Zahl  Tinrsteilt/  so  genOgt  man  bekanntlich  durch  z=p 
der  entsprechende^  Üiffereiitialgieiehong  der  ersten  Ordnufig% 
Man  weiss  auch ,  dass  diese  Elgemichaft  niemals  verloren  geht» 
wenn  irgend  ein  Faktor  aus  der  Differentialgleichung 

««,(,-p)-..(,'-p')+(^V  +  ^)  (z-p)-+$,'  +  ^»=0 

wegnHt»  Da  aber  die  dleichung  t  s=  p  tn  keiner  Welse  der  In* 
tegralfortn  ttssc  6««iäge  leistet,'  so  ist  dieselbe  eine  besondere 
Auflösung  der  vorliegenden  Differentialgleichung. 

üni  die  Differentialgleichung  der  zweiten  Ordnung  darzustel- 
len, deren  allgemeines  Integral  in  der  Form  az=zc  angeschrieben 
worden  ist,  so  hat  man  die  obige  Differentialgleichung  der  ersten 
Ordnung  in  der  Weise  ^u  differentiiren,  dass  dadurch  auch  diö 
andere  willkiihrliche  Beständige  b  zum  Verschwinden  kommt. 
Setzt  man  abkiirzend  z  —  p^zs,  so  schreibt  man  jene  Gleichung 
in  der  Form: 

Durch  die  Differentiation  entsteht: 


NUn,  erhält  aber  die  erwähnte, .  Differesotialgleicluing  der  ayveir 
ten  Ordnung  auch  dadurch ,  dasf.man  aus  den  beiden  Gleiohun- 
gen  1.  nnd  %  die  willkOhrliche  Beständige  eliminirt.    Wenn  nun 

die  Grosse  t  nur  in  den  Quotienten  --  nnd  —  vorkitme,  so  wfirde 
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in  allen  Fällen  «  =  0  der  «0  entstehenden  Differentialglelehong 
der  zweiten  Ordnung  Genüge  leisten  Da  aber  t  auch  in  solcher 
Weise  vorkommt,  dass  fiir  «sO  gewisse  Glieder  der  Gleichun- 
gen 1.  und  2.  den  Werth  00  annehmen,  so  kann  es  TorkommeD» 
dass  durch  die  Elimination  von  h  in  der  neuen  Gleichung  Glieder 
entstehen«  welche  für  «=0  einen  endlichen  Werth  erhalten,  wäh- 
rend alle  librigen  Glieder  für  i  =  0  verschwinden.  Daraus  folgt» 
dass  es  Fälle  giebt,  wo  die  Gleichung  f  =  0  oder  z==f7  der  Dif- 
ferentialgleichung der  zweiten  Ordnung  nicht  mehr  genflgt,  wäh- 
rend doch  diese  Gleichung  als  besondere  Auflösung  der  Diffe- 
rentialgleichung der  ersten  Ordnung  betrachtet  werden  moss* 
Diesen  Umstand  also  bat  man  su  beachten,  wenn  es  auf  die  Be- 
stimmung der  besonderen  AufIdsungeB  einer  DiiferentialglelcbuRS 
der  sweiten  Ordnung  ankommt. 
Es  sei  B.  B« 

das  allgemeine  Integral  einer  Differentialgleichung  der  sweiten 
Ordnung,  so  dass  h  und  e  die  willkdbrlicben  Beständigen  vor- 
stellen.   Durch  die  Differentiation  entsteht  die  Gleichung: 


dir  welche  die  besondere  Auflösung  z*=y* — 6  besteht  Um 
durch  die  zweite  Differentiation  die  Beständige  b  wegzuschaffen» 
so  scjireibe  man  diese  Gleichung  in  der  Form : 

(2l'-y)«=  ««(!•-,«  + 6). 

Die  Differentiation  flifart  auf: 

(M'-y)  («''  +  t'«^l)  =  ««(ii'-y), 

oder  auch,  wenn  man  den  gemeinsamen  Faktor  tt*  —  y  streicht, 
auf  die  Differentialgleichung  der  zweiten  Ordnung : 

»''+«'•  =  1  +  o*, 

der  man  offenbar  nicht  mehr  durch  z*=y* — h  genügt 

Das  Vorstehende  enthält  zugleich  die  Berichtigung  einer  Stelle 
In  meiner  Abhandlung  über  Integration  der  Differentialglelcbungea 
erster  und  zweiter  Ordnung  mit  zwei  Veränderliehen  ,^  welche  In 
dem  29sten  Theile  dieses  Archivs  erschienen  ist  Dort  ist 
nämlich  (S.  50.  Zeile  4 — 8)  der  hier  auseinandergesetzte  Umstand 
übersehen  und  ab  ausgemacht  angenommen,  dass  jede  Funktion  von 
y,  welche  an  der  Stelle  von  %  einer  Differentialgleichung  der  ersten 
Ordnung  genügt,  auch  die  daraus  abgeleitete  Differentialgleichung 
der  zweiten  Ordnung  befriedige. 
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Sommer:  lMelhiäfm4eHm^.m$dt9re0ki.i^ea.öe99ät49d.äru9ei$$.3Bli 


Die  Rtldien  der  In  and  um  die  regulären  Potyeder 
beschriebenen  Kugeln. 

Vdii 

H^rrn  Doctor  B.  S0mmer 
I  .  aua  Coblenz  ^). 


leb  gebe  bier  eine  Methode  der  Auffindang  dieser  Radien, 
die  mir  die  einfacbete  so  seio  iicbeipt    Sie  beruht  auf  dem  Satie: 

9,  Wenn  man  die  Mittelpunkte  der  anetossenden  FlScben 
eines  regulären  Polyeders  mit  F  Flfichen  und  E  Ecken 
durch  Kanten  Terbindet,  so  erhält  man  ein  reguläres 
Polyeder  mit  f  Flächen  und  F  Ecken/' 

La  Fremoire  (Obers,  von  Kaufmann)  fährt  diesen  Sat«  iii 
•aber  »»Sammlung  ron  Lehrsätsen  und  Aufglühen'*  auch.an4 
ILs.  VU.  44.  .].] 

Der  erstere  dieser  regulären  K9rper  sei  der  primitife,  de« 
andere  der  abgeleitet^;  betrachtet  man  diesen  letzteren  wiec^er 
als  primitifen  KOrper  und  leitet  einen  dritten  Korper  ab,  so  Itdai 
sich  leicbt  aeigeuj.  dass  .dieser  letztere  dem  ersteren  ähulic^  viat{ 
hierauf  stfitzt  sich  die  Herleitung. 

Die  Kante  des  ersten  KOrpers  sei  a,  die  des  zweiten  b,  die 
des  dritten  c;  ß  sei  der  Radius  der  ümbeschriebenen  Kugel»  r 
der,  dej;  ebi^chriebenen  Kugel ;  yd,er  peutlicbkeit  wegen  ffige  ich 
dle)|ein  Mzten  pb^nr die.  Kante  ."und  unten  diß  Anz^iil  ^^^  Fll|cbeq 
d^  ppXytdtiB  bei»  ao  dass 

.  i?  4c»;R|^us  der.iMu  den*  ersiep  K^irper  besckri.9bepen 
Kugfel,  .. 


1        -i 


TlitU  XXXII.  SO 


Digitized  by  VjOOQIC 


«•^Mfl^tfr.«  JMß  JhHüem  am  immmä  mm  äfe\ 

k 
r  den  Radio«  der  in  den  sweilen  K5rper  beechriebeiM« 

Kugel 

anseigt  Ferner  sei  q  die  Länge  des  Radius  des  Kreises,  den 
man  in  eine  der  Seitenflfichen  dieser  K5rper  beschreiben  kann. 
Ich  nehme  an,  der  erste  Körper  habe  als  Seitenflächen  laoter 
Polygone  von  tn  Seiten,  der  sveite  laoter  solche  von  n  Seiteo» 
dann  hat  der  dritte  wieder  solche  von  m  Seiten;  diese  Anzahl 
dW>S^f»  hSnge  Ich  dem  q  an,  während  oben  die  Kante' a«ge« 
deutet  ist;  so  ist  also  z.  B«     . 

Q  der  Radius  des  Kreises,  den  man  In  die  Seitenfläcbe 

n 

c  des  zweiten  Körpers  beschreiben  kaiiii. 

Als  erste  Relation  ergibt  sich  nun  direct,  weil  die  in  den  primi- 
tifen  Körper  beschriebene  Kugel  gleichzeitig  für  den  abgeleiteten 
Körper  umbeschrieben  ist: 

"'      •  '        r  =  ä.  ^"  •'        (2) 

Eine  avweite  Beziehung  6ndet  sich  auf  folgende  Art:  Es  sei 
Ö  der  Mittelpunkt  der  beiden  Kugeta,  C  und  O  seien  ■  die^Mit- 
ttfptinkte  'rweler  anstossender  Seltenfläeben  des  prhnMfenKdr* 
pers,  ST  sei  die  Kante  dieser  Seitenflächen,  D  der  Halbinmgs* 
)^likt.4^4(^r  Kante;  die. Länge  der  Kante  sei:giekh.^4;  ^^f  ^^ 

C2l'i='C/)';=o»    5D=Tß=l*,    OCr::^OC'^r,   OS^Öt:=iR; 

'■     '   .    »  .•■•'■»  ..  .   • 

CC*  Ist' nun  die  Kante  des  abgeleiteten  Kifrp^rs;  Uire  Lihige  Ml 
I,    Es  Ist  ferner  '"•'  •  -.j  i.j 

ber  dop6e)tc^  Inhält  des  fechtWrakügen  Dreiecks  0€f>  Uf  nton 
teiciit  auf  zwei  Arten  ausdHtckbar:  er  ist  1)' gleich  Ö(^:>^  02> 
oder  gleich  rg  und  2)  gleich  OD  mal  dem  Perpendikel, '  VW'(E7 
auf  OD  gefüllt.  Dieses  letztere  Perpendikel  ist  aber  gleich  dem- 
jenigen, welches  man  von  C^  auf  0/>'flk1lt,  ihid  däbeMe  zosam- 
men  die  Linie  CC  bilden,  so  hat  man  jedes  der  Perpendikel 
=:iCC^  d.h.  iL  Man  hat  daher  so  den  doppelten  Inhalt  von 
A OCD=if. VÄ«-iA*.  vnd  daiier  i\ß  jBleidiung:.  >  .,      , 
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r^aUV^^^lP   öder  4rV==^**— ***)• 

Betrachtet  mao  ttiiii  suerat  den  erstM  Korper  als  immitifen  und 
nachher  den  zweiten  als  primitifen«  eo  ergeben  sich  die  zwei 
Gleichungen : 

F  fn  F         * 

4(ry(/)«  =  ^(i(«-^).  (4) 

Redncirt  man  nun  alle  diese  Radien  auf  dje  Länge  dM  Kaste  «i 
8o  indet  man,  wenn  X  der  allgemeioe  Reprtlsentant  dieser 
Rp  Tp  Q  ist»  vermOge  der  Proportionen: 

nun 

ü  a 

Ffihrt  man  diese  Reductionen  ein  in  die  Gleichungen  (1)  his  (4), 
so  entsteht,  wenn  man  nun  die  Buchstaben  a  ganz  v^eglässti  wo 
man  sie  über  den  Radien  angebracht  hat«  da  diese  Radien  sieb' 
jetzt  alle  auf  die  Länge  der  Kante  a  beziehen: 

6iZ  =  ar  ,    cA  =  6r  , 

M  F  F  S 

4r*.p»  =  6*(Ä«— ?); 

F     m  Jf        4 

S  n  JP       4 

Aus  den  ersten  beiden  dieser  Gleichungen  ergibt  sich: 

F        a        E     b     '* 
dies  In  die  letzten  beiden  Gleichungen  gesetzt,  gibt: 

S  m  F  4 

4Ä«p««««(Ä«—^); 

F  ^  4[ci(*—  (4^  f^\  • 


sich  ergibt: 
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202  Sommer:  Die  Radien  der  tnu.um  die  reffuL  JM^edr^UuMeö,  Kngtin. 

der  Werth.  ron  12*  ei^ibt  siob  dorteh  Verfauscbiiiig  v^n  m  und  k. 

BeaeichDet  man  mit  P  dm  Radios  de»  KrelMs,  4^en  man  nn 

eine  Seitenfläche  beschreiben  kann»  so  ist  /^===^*  rl- -r-»  daher 
4/»  =  V  -f.  a*,  folglich  ist  dann  : 

Um  r  zu  finden»  benatzt  man  die  Beziehung  /?*  =  r*+/'*,  die 
allen  regulären  Körpern  eigenthümllch  ist»  und  findet  mit  Hülfe 
des'geßindidnen  R  nun:  ' 

r«=>^%i^^,.P«,2.       -  :      (II) 

Für  den  Fall  des  Tetraeders  ergibt  sich  eine  Vereinfachung  för 
12»  da  dies  ein  regulärer  Korper  ist»  und  zwar  der  einzige»  bei 
welchem  der  abgeleitete  Körper  direct  dchon  dem  primitifen  ähn- 
lich ist;   es  ist  fiir  dasselbe  mzizut  daher  dann 

Jg.  fl" 

^*  -4(«*  +  4^a«)' 

wie  man  «m  einfachsten  aus  dem  Werthe  (5)  ersieht. 

Man  kann  auch  die  Gleichungen  (1)  und  (II)  benutzen»  um 
SU  zeigen»  dass  nur  fönf  reguläre  Körper  möglich  sind.  Da  näm- 
lich r  das  Perpendikel  von  O  auf  die  Seitenfläche  ist»  so  hat  man 
r  kleiner  als  R\  dadurch  entsteht  die  Bedingung  der  Möglichkeit 
flir  Polyeder»  vermöge  (I)  und  (II): 

a*>16^»*^m'    oder   ii^>4^m9i,» 

A     A  «     *   '800       ^  a         1800.  , 

oder  da  ^—g^otg-^  und  ^«Ägcotg— :  ist: 

,  ^         1800      ,   180P      .  .  /1800  .  180o\  •  ^ 

l>cotg— .coty^,    d.h.  cps(^  +-V";<0- 

iMio         1800 '  ' 

Mithin»  weil   — -  und  —- beide  positive  Werthe  haben  und  spitze 

Winkel  sind : 

Nun  sind  aber  m  und  n  positive  ganze  Zahlea  und  im'  Minimitm 
gleich  3»  wodurch  sich  die  fünf  Zusammenstellungen  ffir  m  und  n 
ergeben:    3»  3;   3»  4;   3»  5;   4»  3;.,^^$.    ' 
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Sj^ii^:   ßemis  4t9r  ßUgemeiuen  OtfUfsMi  der  Formein  etc.  S08 

Zwiscj^en  m,  n»  FfJB  besteh^a -  vennOge  des  Euler' sehen 
8atzes  die  Beziehungen: 

Anzahl  der  Kanten  =:F4  £  — 2=^-imF  =  inJE;, 

woher  sieh  für  die  schon  bestimmten  Werthe  von  m  und  n  nun 

•  •    .  . ..     ^)     .     .'.-1  .  .' 

ergeben : 

r  4m  4«        .  ■    .    ;■•" 

'~"2(J»+n)— mu*    *~2(in  +  n)— mn'  '     '. ' 

WO  der  Nenner  2(m  -f  n)  —  mn  nur  für  die  fünf  angegebenen  Wei;fJ|^ 
von  m  und  n  positiv  bleibt,  da  die  Bedingung  2(m-fn)  — mj!i>0 
identisch  mit  (6)  ist.   ,  .  S 

leh  habe  diese  Behandlung  dieseis  Gegenstandes  in  der  Sitzung 
de^.  Spei^tö  yhys,ique  et  de.  Thistoire  natif relie.de^  Cle^ 
neve  am  2ten  Dezember xl858  vorgelesen. 


XXVIII. 

Beweis   der  allgemeinen   Gültigkeit  der  F^ormeln 

sin(«-f./3)  =  sina  cos/S-fposasip/?,. 
eoB(or-|-/^)=^cosacos/}— «inasin/9.  ^ 

Von 

Herrn   Dr.  Cnrl  Spitz  ^ 

Lehrer  am  Polytechnikam  zuCarliruhe. 


1.    Bei  Gelegenheit   der  Bearbeitung  eines  Lehrbuches  der, 
ebenen  Trigonometrie  fUr  den  Schuigebraucb  *)  sah  ich  mich  ver 
gebens  in  Büchern    und  Zeitschriften    nach    einem    allgemeinen 
Beweis  der  Gültigkeit  der  Formeln 


0  Dascellie   ist    th   der   G.  F.  Wintereichen    Verlagsh  and  hing    in 
Leipzig  ersctii'eifen. 
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BM      SpU%:    Beweis  der  aÜpemeiHen  eMHfikeii  der  Formein 

mn(a^  jf)  t=«ifiaeo8|34-co8«slii/}, 

co8(a  f /3)==co8aco8^— 8ina8iD/3 

um,  welcher  zur  Aufnahme  in  ein  8olche8  Bach  geeignet  geweseo 
Wäre«  In  einem  grossen  l^beile  der  vorhandenen  LehrbCicher  fin- 
den sich  nicht  einmal  Beweise  der  Allgemeinheit  dieser  för  spe- 
cielle  Annaümeireiitwidrellen  geniometrlschen  Formelti ,  wohl  aber 
die  Anwendungen  derselben  auf  die  allgemeinsten  Voraussetzun- 
gen, gletrhsam  als  verstehe  sich  die  Allgemeinheit  der  erhaltenen 
Resultate  von  selbst;  in  anderen  dBge^en  sind  zwar  Beweise 
daf&r  gegeben,  aber  alle  stimmen  darin  (ibereln,  dass  zuerst  die 
Gültigkeit  der  fraglicbeo  Formel  (dr  den  Fall  dargetbao  wird,  wo 

o+/7<s*»   um  alsdann  aus  dieser  in  Verbindung  mit  anderen, 

zwar  früher  schon,  aber  durch  Einzelbetrachfungen  allge- 
mein erwiesenen  Relationen,  die  Richtigkeit  fOr  alle  innerhalb 
der  vier  ersten  Quadranten  liegenden  Werthe  von  a  und  ß  nach- 
zuweisen, wobei  es  dann  nothwendig  wird,  wenn  9  und  ^  zwei 
spitze  Winkel  bezeichnen ,  <len  Beweis  Rlr  jeden  der  nachsteh^- 
den  10  Fälle  besonders  zu  fuhren  ^  nämlich  fiir: 

1)  a=9           und  ^=^,                 6)  a=»-|-9  nnd  ß=zn-r^^f, 

7)  ff=2w--9  „     ß=n—if, 

8)  a=5w+9?  „     /J=«-f#, 
Ö)  «=2»— g)  „    /J=»  +  ^, 

10)  a=2a;— 9     „     p  =  2«— ^. 

Diese  Beweisart  bietet  allerdings  keinerlei  Schwierigkeiten  dar 
und  wird  sich  darum  auch  immerhin  in  den  Lehrbfichem  behaup- 
ten. Der  Umstand  aber,  dass  dieser  Nachweia  zu  sehr  durch 
Einzelbetrachtungen  zersplittert  wird,  berechtigt  mich  zu  der  HoC- 
nnng,  dass  der  nachfolgende  elementare  Beweis  den  Lesern  die- 
ses Jonmals  nicht  unangenehm  sein  werde. 
2.    Bekanntlich  iat: 


2)  tt=sx—<p      „ 

ß-if. 

3)  «=»4-9)      „ 

/»  =  *. 

4)  a=s2n—(p    „ 

ß=^. 

6)  o  =  2»  +  9)    „ 

ß^n—^. 

8in.7^+l, 

COHj^  =0, 

sin^h  ^Ö, 

eoi2j^--l. 

8in3,J=-l, 

co83|:=:0, 

sin4A-=0; 

C084^  =  f  1; 
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ood  allgemein: 

•ln(4n  +  l)J  =  +  l.V     0)  eoe<4»  +  2)j  =  -l,  [    (2) 

«lD(4ji'f3)^s— 1.  J  cos4fi^  =  +  l. 

Die  Dachfolgeode  Betrachtung  macht  es  nun  noth wendig,  dl^ 
Fonneb  (I)»  ao  wie  auch  die  Forn^eln  (2),  in  eine  ^inaigejem- 
•ammensurassen. 

Um  snnächst  die  drei  Gleichnngen  (1)  in  eine  einzige  sosam- 
mensuziehen,  ersehen  wir  aegteioh,  daas,  wenn  a  eine  positive 
ganse  Zahl  bedeutet,  die  zu  suchende  Formel  sein  wird: 

I)    sln^=0. 
wenn  a  gerade; 

Ä)    stnysr-H, 

wenn  asiin  +  l,   also   -~ö~  =  2»i  oder  gerade; 

3)    slnyss— 1, 

ö  — 1 
wenn  a=zin  +  3,   also    --ö~~'3=2n-fl  oder  ungerade  ist  —  Wir 

^  .  ^/ 

haben  daher  eine  Function  der  Zahl  a  zu  finden,  welche  die  Eigen- 

•ehaft  besitzt«  dass  sie  IlSr  ein^g^eradev  a  Null,  f&r  ein  unge- 
rades a  aber  +1  oder  — 1  wird,  je  nachdem  — s—  gerade  oder 
ungerade  ist. 

Stellen  wir  an  die  Function  zuerst  nur  die  Bedingung ,  dass 
sie  fflr  ein  gerades  o  Null,  für  ein  ungerades  a  aber  -f  1 
werde«  so  erhalten  wir  als  einfachste  dieser  Art: 

i[l-(-l)-]....(f*). 

Soll  diese  Function  ntio  auch  noch  die  sireite  Bedlo^g  erf&l- 

len,  nSmIlch  für  ,— ^^  gerade  in  +1  und  fö«"/^^  ungerade 

in  — 1  fiberzugehen,  so  bietet  steh  uns  daßlr  i^ls  di^  einfachste 
die  Fnaction 
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SM      Bpi$%:  3ewH$  der  Mgemeinen^Mitk^äer  F$rmeim  • 

g-i  .  .       .  •     ' 

(-1)»    ....(v) 

dar.    MultitilfGir^R- ffir  demnach   die  Fanctioneo-  (p).iiikd  (v)  mit 
•ioanfler,  go  hat  offenbar 

die  swei  Eigenscbfiften  zugleich ,  und  wir  kennen  dah^r  setzen: 

rinf  =^ij;i-(-i)-](-i)'r. 

oder»   wenn' wir  d^  Kürze*  wegen  ^e  rechte  Sfeite  dieser  Glei- 
chung durch   tfa   bezeichnen, 

'     \    an  '    "  *  '  '     * 

Wir  erkennen  nun  leicht,  daes  in  der  Function  c^  der  Au8- 
»-1 
druck  (^1)  ^  für  ein  gerades  'ß  imaginär  und  zweiwerthig  wird. 
Die  Function  cTa  würde  somit  in  diesem  Falle  selbst  zweideutig 
erscheinen 9  wenn  nicht  eben  ffir  die«e  Annahme  von  a  der  andere 
Factor  von  Ca  in  Null  überginge*     Ee  iet  hiernach  also  einerlei, 

welchen  der  zwei  Werthe  man  dem  Ausdrucke  ( — 1)  ^    beilegt. 

Um  nun  ebenso  die  drei  Gleichungen  (2)   in  eine  einzige 
zusammenzufassen,    ersehen  wir ^    dass.  dieselbe  sein  wird: 


wenn  a  ungerade; 


wenn  -s  ungerade; 


1)    cos-ii  ==0,, 


2)    cos-2=-!, 

1 


3)      cos  - jc-  =2  f  I  , 


a  . 

wenn    q    gerade 

ist'  'Wir  liaben  dethnaeh  eine' »weite  Funetinn  ven  a  zn*  suchen, 
welcher  die  Eigenschaft  zukommt,  dass  feie  fflr  ein. gerades  a 
Null,  fBr  ein  ungerades  a  aber  -f  1  oder  —1  wird,  je  nachdem 

s-  ungerade  oder  gerade  ist.  ^* 
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*WiVrir.4efiFf)|ictMmiyviedeT;,liar.  die  erste.  Eigenschi^ft  b^i^ 
*emfoflMl»-derjArti  r- ':..«•  i     •• 

""'m+(-<)-j;-  •        •  •■;'••-■■= 

und  ebenso  fiftden.wiri-a/s  einfai^^e  Function  von  der  zweiten 
Eigenschaft: 

r- 1     »:);  t  f'/    i  -It«.'.'  »      *  »j;   '.:•••  I       -  «  •     .  •      '  '     '  ' 

Folglich  können  wir  sch^eibeil  :i 

cos^i=.i{l+(-l)-]<^l)«, 

oder»   wenn  wir  wieder  die  rechtö  S^ite' 'fff^ser  (jf^Tchdri^^  '  dürcft 
y«  beseichnen ;      (    ' !  ^ 

CDS-2=ya. 

•      v.  I    .  I       1 

Wir, bemerken  aucb|hier  wieder^  dasfi  die  Function  y«  fiir  ein 

ungerades  a   imac^inär   und   zweideutig   erscheinen    wflrde,   wenn 

nicht  gerade  in   diesem  Falle  der  FttctuV^   i*[]'4-'(-^iI)*]"ii»  NäR 

• 
fiberginge»   und  dass  es  afso  Vinerlei  ist,    was  man  unter  ( — 1)^ 

versteht,   im  Falle  ^HUs€¥'  'Avisdruck  iri'  Fo^ni  einer  gebfodhenen 

Potenz  erscheint.    Wir  dOrfen  daher  mit  den   beiden  Functionen 

tfa'Ufid  y«  g^i^4ti  Itiik^nsd  |vfrfahreo>   als  wenn  sl4  istets  eindeutig 

wären. 

i'  « 
3.  Zwei  Eigenschaften  der  beiden  Functionen  Ca  und  /«  sind 
es  nun  insbe8ondqr.e«  i^bl^hei  unia  bei  dem  ^vorliegenden  Beweise 
wesentliche  Dienste  leisten.  Wir  wollen»  uro  später  den  Zusam- 
menhang nicht  unterbrechen  zu  mCissen;  söl^leicb  a&u'd'ei^n  Eht- 
wickelung.  übergeben.  .r.»:.z.- 

Sind  a  und  . i^, ipqsitiy/B  ,gaqse  ^^len^  «q,  liat  ,1091) :., .     ) 
.    4rJ»^i{l^(^l)*](rrl)*^- 


y.=4[1+(-l)-](-l)^ 


•.^'fij 


y*  =  Ul  +  (^ !)•}(•- 1)*.'       '•   '  .: .  . 

I^Wir  haben,  schon  obpn; bemerkt»  dfiss  zwar  Factoren  der  Aus- 
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i)r(fcke  fia,  ya,  <Sb,  yt  irn1>«irtiiDnit  vr^rdeii '  UiiMniy  tdteM»  jedoeh 
die  Bestimmtheit  der  Functionen  nicht  be^bitrfiebtigt.  '  Im  d» 
Folge  wollen  wir  aber,  sobdd  die  Factoren 

unbeatimmt  werden ,  anter  denselben  immer  einerlei  Werth  var- 
atehen,    und  annehmen ,    es  sei 

also  auch 

dann  fiodfn  die  Gleicdungen  statt:  j    •  , 

(-1)  •  .(-1)  «  =(-.1)    « 
and 

(-1)«  .(-!)*    =(-l)^~. 
Bildea  wk  jeist  den  Aoadmck  .    ,  . 

ao  erhaben  wir  dalfir-  mit  aller  Bestimmtheit  £ 

i(-l)~*~t[»-(-0'][l  +(-l)»]+tl--('-l)»][l+(^l)-]|. 

oder 

ao  dass  wir  nun  haben: 

tf«}^-|- M*=:tf«44.    ; (^" 

Unter  denselben  Voraassetzangen  itie  Torhln  tat:     '>•' 

(-l)*.(-l)5r=(-.|)». 

Bilden  wir  nun  den  Ausdruck 

so  gelangen  wir  su  der  Gleiehttng 

MI-*l^«»ayH4i    -    L     ..  w    .     fc  .-.(4) 
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i.    Bemerken   wir  nuo  femer,    imtm  tat  val.  ab8.a<5-    die 
Relatiooen   «tattfinden.: 

0in(a-f37r)= — cosa,  co8(a-f  3^)=8ina, 

8in(a-f  45^)=0ina;  coa(a-f45-);=co8a; 


and  allgemein: 

8in(o'f4fi2)       =8ina,      |  C08(a-f4ii^)      =:co8a» 

8in[a-t-(4fi-|-1)  2]  =co8  a,     1  co8[af  (4n-|-1)  g-]  = — 8in  a, 

\  &)  \  (6) 

8in[a-K4n+2)T]  =  — ein«,  I  €08[a-f(4ft'|-2)ö]=3  — C08«, 


8ln£a+(4n^3)2]==— coa«;  I  co8[af  (4nf3)a]=8ina; 


and  aucben  wir  wieder  sowohl  die  Relationen  (5)»  als  auch  (6), 
je  in  eine  einzige  Gleichung  zuftaromenzofasaen ;  no  erhalten  wir 
zunftchat  für  die  erateren»  unter  der  Votausaetzung,  dasa  a  immer 
noch  eine  positive  ganze  Zahl  bedeutet: 

UTK 

1)  ainCa-l- -^)  =  8ina, 

wenn  a  gerade  and    a' g^i'i'de;  '' 

2)  8in(«+  -^)=c— 'ain«, 


wenn  a  geritde»  alier   ^  «ngera^e;- 
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u    ,•* 


wenn  a  ungerade«  aber  — ^r—  gerade; 


a-f 


'  •»'  J  «)-  rfin(«  +  -2-)  =  --co8Ä,  »^        .     ' 

wenii'ii  iingeiiade!  nnd  *   ^      ungerade^  ist.'      .      i 

Setzen  wir  nun 

.         -         '    »    .       .  ...  }    >    » 

80  gehen  die  Eigenschaften,    welche  a:  und  y  besitzen  milssen» 
aus  folgender  Zusammenstellung  hervor: 

a  gerade 'y==0, 

und  dabei  _  •-    .   ^ 

2   g«"'««'e    ....    af=±l, 
i^   ungerade     .    ,    .    x-= — 1; 


,  #  «*    » 


:  •  I 


I   j 


a  ungerade    ........    a:  =  0, 

und  dabei 

•  o     ungerade    •    ;    y== — 1. 


Stellen  wir  nun,  der  besseren  Uebersicht  wegen,  auch  die 
Eigenschaften  der  zwei  Functionen  Ca  und  ya  in  ähnlicher  Weise 
zusammen,  wie  folgt: 

a  gerade (r«=:0«    .  . 

und  dabei 

j  gerade  ;.     .    .    .    y«=+l, 


^:mig(^%Bi\e  >   ,\    rt»^=;3r4ri(M j 


a    _^ ^  ^  
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a  utvgeriide .    .    yä^Q, 

und  dabei 

•— s— '  gerade  .    .   ..    öa^  +  1, 

:\     .1     .— 5— .  ungerad«:'^  ...    (y«=— 1; 
so  ergibt  steh  ^llireb- V^rglekbuDg,  dascf  gefibtit  werden  kann: 

Wir  erhalten.. daher    .    .    «i     . 

'  U^n.iMn   aiil.= ähnliche 'Weise   cHe  61eii:hung6B  ((!)   in  einer 
einzige  zusammensuiuieheny.Juib^n  Av.ir:  u. 

1)  cos(a+ -ft-)  =  COS«, 

•     •  i »  «  {  •    • 

nenn  it  gerade  upd  ^  geri^de,;  { 

2)  eo8(a  +  -2")=  —  cos«, 

i*'     .    .    .    .  «.-••"-    a^  .  •:  •  ■      ' 

wenn  a  gerade,   aber  h  ungerade; 

';  \  V.i" —     *  .      . 

an 


.  3)r.c^<>8|(«  +  2"J!=r. -"«*"«  t 


••  *     >:«/. 


wenn  a  ungera^de,   aber  -^^      gerade;    , 

H^i|ip^i«nJ|eir«;de'iiiriB  '-^^.  ai4iig«iradai  -.  ^u: 
Wir  können  demnach  setzen: 

cos(a  +  -Q-)  =  cosa.of  +  slna.y, 

U^Aie^FMk^tibkieba;  andf)iy.iVQ0  n  'folgende»» IB«dite§^gön'>giAiifl^: 
gen  müssen:  .^  «*.  ..;.;  '.  -.;  j.  z.. .  .--.^uJi;  i>:|. 
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a  %mAm  .'  -.    .    yaO, 

and  dabei 

1^  gerade    .    .    .    .    x=  -|- 1 , 

2  ungerade     .    .    .    drs— I ; 

m  ungerade ««»6» 

und  dabei 

-^  gerade   .    .    .    yxe^l, 

-^ungerade    .    .    ysr+I. 

Vergleichen  wir  die^e  Resultate  wieder  mit  obigem  SeheuM  för 
tf«  und  ymp  80  ergibt  sich,    dass  gesetzt  werden  lianns 

wodurch  wir  erhalten: 

an 
cos  (a  +  -ä")  =r  cos  a .  /a—sin  a.e«. 

Wir  haben  also  folgende  xwei  Formeln: 

an 
sin(a-f  2-)=sin«.yfl-f  coscctfa,  .    ...    (7) 

an 
cos(a-f  •2-)=cosa7«— slna.ea»    ....    (8) 

welche  gflitig  sind  Rfr  jeden  positiven  ganzen  Wertb  von  a»  und 
wofiSr  wir  auch  schreiben  können: 

sin(a  +  -ö-)=sm«cos-2-  +cos«sm-x-f 
cos(«  +  •2-)=cosacos-s-  — sin«sm  -ä-  • 

Aus  Vorstehendem  erkeniieii  vnr,  dass  die  Formeln  Rirsift<«»fA 

n 
und  cos(a-f /?)  offenbar  gelten»  wenn  a^o  °^^  ^  ®'°  ganzes. po- 

sitives  Vielfaches  von  s*  Ist 

6.  Gehen  wir  nun  zu  dem  Fall  fiber«  wo  a  und  ß  beliebige 
positivei  Winkel  bedeuten,  und  aeigen,  dMS  aueii  Air  ^MÜea.FaH/ 
die  aufgestellten  Relationen  gflitig  sind. 
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(Stttii(i»i:4^ir  im  diesem  &ide 

wo  «t'  und  ^'  ikbsolut  genommeD  kleiner  als  j  sind,  und  a  und  /i 
positive  ganxe  Zahlen  bedeuten,  und  se^en  viir  der  KOrse  halber 


8o  ist  auch  e  eine  positive  ganze  Zahl»  und 

cn 
2 


•«  +  (»«^  +  /i'  +  ?» 


wo  val.  ab«.  («'+/»')< ^- 

Wenden  yrir  nun  die  Formeln  (7)  und  (8)  auf  die  Enttvicke- 
Inng  von 

sin  ,  ^  ,  fl«v       sin      .     bn       «in  ,,.-,.  c», 
eos<«+-2>'     cosö'+T^*     cos^^^+'^+T^ 

an»   so  erhalten,  wir  die  GleiebuBgeu i 

W^^^  ein  (a'  +  -j  ^  =  sina'-y^-t  cos«',  ^n, 

;   ..    eosa?;c^s<a'-f -^)=icosa'.)f«^8in«^a«; 

sin  ß  =  sin  (|S'  +  y)  =  »'"» /»'•  y»-cos/J'.«r», 

cos/}=  cos  (j8'  4-  y)  SS  cos  /J'.  )^»— sin/;^tf* ; 

sln(«+j8)=sin(c'+/J'+  2  )=«m(a'+/JO.y+cos(«'+/J').<re.     (9) 

cos(a+/J)=cos(«r'+/J'+y)==cos(a'+/JO.ye-.sin(«'+/IO-<'«-    (10) 

Aus  den    vier  ereiten   derselben    ergibt  sich   durch   einfache 
Rechnung  Tür 

sin  u  cos  ß  -f  cos  a  sin  ß 
der  Ausdruck 
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-f  (cos a' eo8 ß'  -—  sin^^'smßf) faiU  +,  ^fi^a^.cos^^  —  «in a' «ia /I^ ^«}^ 

oder 

(Bina*coBß'+co8ayinß^(yaYk-Ca0k)i-(co»afeos^'--BinafBiBß^{fm^k^^mYk) 

woraus  durch  Vergleichnng  mit  obigen  Relationen  (3)  und  (4)  die 
Beziehung  hervorgeht:  /v    •••  ..  v 

a\naco8ß  +  co8aB\nß^'B}n((t^'+ßfi.fü-t-coB(€(^  +  ß^>^0.  (11) 

Aus  (9)  und  '(U)  fliesst  aber  unmittelbar  das  Resultat 

..  ..• /,    ,  »       -:...!,;. 
sin  («-(-/})=:  sin  a  cos/I  -f-  cos  asin  ß, 

'         ' '  ...  * 

Durch  eine  ähnliche  Entwickeluog  des  Ausdrucks 

.    cosaco8/3{— sinorsin/J 

gekngen  wir  zu  der  Relation   -  -    *         i 

cos(a-f /})==;eo8«cos|S>-*sln«8in/3.    -   •      *   •- 

Wir  behalten  uns  vor,  später  imf  die  nähere  Betrachtung  der 
oben  angefahrt^' Functionen  tfa  und  yä  ztarQcIczükoifamen. 


r  \ 


*)  Denn  di»'lllithtigbett' didr^  fraglichen  FönAel  fftt>  den  Fall,  wo 

n 

austeUnng. 


vaL  abe.  (a'-f'/^O  ^  ^9  ü^ff^  i»  deren  Herleitnng  nnler  eben  dieser  Vor- 


-  A 


,.1- ...; 


•i.i     -  ,    j" 


.!••    • '  i/.  1-^. 
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Ueber  die  Schififahrt  auf  dem  grössten  Kreise. 
Ein  Beitrag  zur  Nautik. 

Von 
dem  Herausgeber. 


§.1. 

Wenn  der  Schiffer,  am  von  einem  Punkte  der Erdoberfifiehe  *) 
zu  einem  anderen  ^u  gelangen,  die  diese  beiden  Punkte  Terbio- 
dende  Loxodrome  verfolgt,  so  gelangt  er  keineswegs  auf  dem 
kürzesten  Wege  von  dem  einen  Punkte  zu  dem  anderen,  indem 
dieser,  kürzeste  Weg  bekanntlich  vielmehr  der  entsprechende,  diese 
beiden  Punkte  verbindende  Bogen  eines  grossten  Kreises  der  Erde 
ist;  und  der  Unterschied  zwischen  beiden  Wegen  kann»  wie  sich 
durch  die  Berechnung  einiger  numerischen  Beispiele  leicht  zeigen 
Hesse,  in  vielen  Fällen  ein  sehr  erheblicher  werden.  Es  scheint 
daher  sehr  wichtig  zu  sein  und  im  Interesse  der  neueren  Schiff- 
fahrt  zu  liegen,  die  Wege  auf  der  See  durch  Segeln  auf  dem 
grossten  Kreise,  so  weit  dies  überhaupt  möglich  und  ausfuhrbar 
ist,  abzukürzen**),    weshalb  sich   v^ch  in  den  meisten    neueren 


*)  Die  wir  hier  aU  tpliäritch  annehmeB* 

")  In  , dein  „Lehrhache  der  Navigation  für  die  preatsi* 
■  chen  Navigatiunft-Schulen,  bearbeitet  von  M.  F.  Albreeht 
und  €.  &  Vierow.  Zweite  Auflage.  Berlin.  1857.  S.  19a.<<  heisst 
ess  „Da  e«  dein  Seemann  besonders ^aran  gelegen  ist,  auf  dem  mög- 
lichst kürzesten  Wege  über  See  an  seinen  Bestimmungsort  za  gelangen, 
•e  .hat  dies  besonders  in  neuerer  Zeit  die  Navigatenre  veranlasst,  dnrch 
gresste  Kreissegeinng  ihren  Weg  mdglichst  abtukärsen. ^*  Merlcwnrdige 
Beispiele,   wie  viel  Kosten   durch  Abknrsnng  der  Fahrt  erspart  werden, 

Ihcil  XXXII.  21 
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Lehrbüchern  der  Scbifffabrtskunde  Betrachtangen  über  dienen  Ge- 
genstand und  Regeln I  nach  denen  man«  nm  sieb  niuglichfit  auf 
dem  grossten  Kreise  zu  halten,  verfahren  soll,  finden.  Es  scheint 
mir  aber  diese  Partie  in  den  genannten  Büchern,  wie  noch  man- 
ches Andere,  sehr  schwach  zu  sein,  und  ganz  besonders  zunächst  in 
theoretischer  Beziehung  Vieles  zu  wünschen  übrig  zu  lassen  *)• 
Aber  auch  bei  einem  an  sich  rein  praktischen  Ciegenstande,  der 
noch  vielfach  der  Bearbeitung  und  Erledigung  bedarf,  kommt  es 
nach  meiner  Ueber^eugung  immer  zunächst  auf  eine  strenge,  zugleich 
möglichst  elegante  theoretische  Darstellung  an,  durch  welche 
man  eine  recht  deutliche  Einsicht  in  die  Natur  desselben  gewinnt 
und  die  zu  besiegenden  Schwierigkeiten  genau  kennen  lernt.  Denn 
ist  man  nur. erst  im  Besitz  einer  solchen  strengen  theoretischen 
Darstellung,  so  wird  die  Präzis  schon  nach  und  nach  die  Mittel 
finden,  durch  welche  sie  die  entwickelte  Theorie  sich  aneignen 
und  für  sich  anwendbar  machen  kann.  Ich  glaube  daher,  der 
wissenschaftlichen  SchiflTahrtskunde  Einiges  zu  nutzen,  wenn  ich 
in  der  vorliegenden  kleinen  Abhandlung  zunächst  eine  strenge 
theoretische  Darstellung  des  fraglichen  sehr  wichtigen  Gegenstan- 
des liefere,  indem  ich  zeige,  welche  theoretischen  Vorschriften 
man  zu  befolgen  haben  wOrde,  um  sich  bei  der  Schifffahrt  dem 
grSssten  Kreist  bis  zu  jedem  beliebigen  Grade  der  Genauigkeit 
SU  nähern  oder  mit  jedem  beliebigen  Grade  der  Genauigkeit  sich 
auf  demselben  zu  halten.  Denn  dass  hier  überhaupt  nur  von 
einer  Näherungsmetbode  die  Rede  sein  kann,  versteht  sich  von 
selbst,  weil  ja  in  der  Praxis  eine  stetige  Veränderung  des  Cur- 
BtB^  die  das  Segehi  auf  dem  grossten  Kreise  erfordern  würde, 
wenn  sich  auch  ein  einfaches  theoretisches  Gesetz  derselben  an* 
geben  Hesse,  unmöglich  Ist,  indem  der  Schiffer  Imnfer  und  unter 


fährt  Herr  Fregatten- Capitain  II.  v.  Littrow,  Director  der  k.  k.  oan- 
titelten  Akademie  in  Triett,  in  teinem  kurzlich  ersrhienenen  Handbuch 
der  See  mann  Schaft.  Wien.  1859.  S.  3ü4.  an.  Die  Englander  i.  B. 
geben  ihren  in'  denn  Handel  narh  Indien  und  Autitralien  durch  Abknrsnng 
der  Fahrt,  mit  Bernclctichtlgnng  aller  neueren  Hnlftraiitel,  ersielte« 
Gewinn  auf  ein  bis  swei  Millionen  Uoltam  im  Jahre  an. 

*)  Das  Bette  über  diesen  Gegenstand  findet  tich  noch  in  dem  treff- 
Hebens  „Trait^  de  navigatlon  ä  l'ntage  de  la  marine  mlli- 
talre  et  de  la  marine  du  commerce,  par  V.  Caillet.  Brest. 
T.  I.  1848.  p.  251.  $.  36SL*-$.S65.«'  ein  Bach,  das  sich,  ^ie  is  vie- 
lea  anderen  Beiiehnngen ,  namentlich  aach  dnrch  eine  sehr  ansprechende, 
dem  neaeren  Znstande  der  mathematischen  Wissenschaften  sich  mdglteiist 
anschliessende  theoretische  Darstellung  anf  das  Vortheilhafteste  Tor  des 
meisten  anderen,  in  theoretischer  Racksicht  oft  sehr  schwerfSlUg  ver* 
faasten  Werken  aosseichnet 
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allen  Bedingungen  genotbigt  sein  wird,  einige  Zelt  lang  denselben 
Cnrs  an  halten ^  also  auf  einer  Loxodrome  zu  segeln.  leb  be* 
merke  nochmals,  dass  ich  bei  der  folgenden  Entwickelung  zun&chst 
und  vor  allen  Dingen  die  der  weiteren  Bearbeitung  noch  so  sehr 
bedürfende  wissenschaftliche  Nautik  und  den  Nutzen  fiir  den 
Unterricht  In  derselben  im  Auge  habe,  indem  Ich  aber  immet 
auch,  wie  schon  erwähnt,  hier  wie  in  allen  ähnlichen  Fällen  dett 
Grundsatz  festhalte,  dass  jeder  praktische  Gegenstand  zunächst 
eine  solche  strenge  theoretische  Entwickelung  fordert,  wie  ich 
sie  im  vorliegenden  Falle  zu  geben  versuche  werde,  indem  seine 
weitere  praktische  Ausbildung  auf  dem  dadurch  gelegten  Grunde 
sich  dann  schon  von  selbst  finden  wird. 


5.  2. 

Zunächst  und  vor  allen  Dingen  kommt  es  darauf  an,  die  alt- 
gemeine  Bedingungsgleichung  zu  entwiiekeln,  welche  erffillt  Sein 
muss,   wenn  drei  Punkte 

Ao>    Aj,    A51 

auf  der  Erdoberfiäohe,  deren  Längen  und  Breiten  respeotive 

X«o,  Bq\    Li,  Bii    L^i  B% 

sein  mögen,  in  einem  grussten  Kreise  liegen  sollen,  zu  der  man 
auf  verschiedene  Weise  mittelst  der  sphärischen  Trigonometrie 
oder  der  analytischen  Geometrie  gelangen  kann,  von  welchen  zwei 
Wegen  ich  absichtlich  den  letzteren,  als  den  weniger  bekannten^ 
einschlagen  werde,  indem  überhaupt  sehr  zu  wünschen  ist»  dass 
dem  Unterrichte  in  der  analytischen  Geometrie  immer  mehr  und 
mehr  Eingang  verschafft  werde. 

Wir  legen  ein  rechtwinkliges  Coordinatensystem  der  ayt  zu 
Grunde,  dessen  Anfang  der  Mittelpunkt  der  Erde  ist;  die  Ebene 
des  Aequators  sei  die  Ebene  der  xy ;  der  positive  Theil  der  Axö 
der  X  sei  nach  dem  Nullpunkte  der  Längen,  der  positive  Thell 
der  Axe  der  y  dagegen  sei  na<ih  dem  neunzigsten  Grade  der 
Längen,  und  der  positive  Theil  der  Axe  der  z  sei  nach  dem 
Nordpole  der  Erde  gerichtet.  Der  Halbmesser  der  Erde  sei  r 
und  die  Coordinaten  der  drei  Punkte 

Ao»    -^1»    Aj 
in  dem  angenommenen  Systeme  seien  respe<^tive 

21* 
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Die  GleicfaiiDg  der  immer  durch  den  Uittelpankt  der  Erde«  al8o 
durch  den  Anfang  der  Coordinaten  gehenden  Ebene  eine«  grusnien 
Kreiaes  hat  Im  Allgemeinen  die  Form 

uj^d  wenn  nun  unsere  drei  Punkte  in  dieser  Ebene  liegen  sollen, 
§0  müssen  die  drei  Gleichungen: 

i^a?i+J?y,  + (7x1=0, 
-^^a  +  Äya+da^O 

erfüllt  sein,  so  dass  sich  nämlich  die  drei  Constanten  A,  B»  C 
oder  eigentiich  bloss  die  zwei  Brüche  oder  Verhältnisse,  die 
man  erhält,  wenn  man  mit  der  einen  der  drei  Constanten  in  die 
beiden  andern  divldirt,  so  bestimmen  las^sen,  dass  die  drei  vor- 
stehenden Gleichungen  erfüllt  werden.  Multiplicirt  man  aber  diese 
drei  Gleichungen  nach  der  Reihe  etwa  *)  mit 

yi^— *i»a.  y**o— 2:2^0»  yo«i-2oyi 

und  addirt  dieselben  dann  zu  einander;    so  erhält  man,  weil 

«0  (yi«2— Ji^a)  +  *i  (ya«o  -  Hüo)  +  HiVoh  — «oyi)  =  0 
ist,   die  Gleichung: 

;  l)...a?o(yiH— t,y«)+a:,(yt2o— ««yo)+^«(yo2i— «oyi)=0, 
oder : 

2) . .  .yo  (h^f^iH)  +yi  (^-^0  -  ^9!^o)  +ya(io^i  -  a:oii)=0, 

oder: 

3).. .  Xq  {xxy^-yxx^  +  ij  {x^o  -ff^Xo)  -i-^i^oVi  -f/o^O-O; 

welche  offenbar  die  gesuchte  Bedingungsgleichung  ist,  dass  die 
drei  Punkte  Ao>  A|,  A%  in  einem  grüssteu  Kreise  liegen. 

Nim  ist  aber,  wie  sogteicb  in  die  Augen  fällt,  in  völliger  All- 
gemeinheit : 


*)  Mau  koonte  auch   mit 
oder 

miiltipliciren  und  dann  ad^ir^. 
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4)  .^yfi^=rB}fiLQQ(^sBi^9    yi=r8iDL|C08£i,    y^zs:r%mlj%v^OBB%t 
2(^=rsiiii9ot  2i=r6inl?i;  •   z^^rsini?«; 

also  offenbar: 

^oSfi  — yo^i  ~  "-  rsln(I/o — Li)co8ÄoCos-B|, 

^iy% — yi^a  =  —  **  *•»  ( A  —  ^  C08  Bi  008  Äa, 

«2^0  —  ya^o  =^  —  ***^"  (^ —  ^)  C08  £9  008  ß^ ; 

folglich  die  obige  BediDgungsgleichung,    wenn  man   die  Form  3) 
deraelben  anwendet: 

5)  .  .  .  .      810 (Lo — Li)co^B^coBBismB^  \ 

-f  8in(lfi^£^)8ini?oC08  fi^  cos£^  >  =0; 

-|-  sin  (Lg — L^)  008  Bq  sin  Bi  oos  B^  ' 

oder 9  wenn  man  durch 

cos  00  cos  J?|  cos  fi« 
dividi^-t : 

6) 

Bm{Li^L^\2Lr\gBQ^Bm{L^'^L^\w[^gBi  +  8in(Lo-'Zi)tang0sir=O; 

oder  auch,  wenn  man  durch 

sin  Bq  sin  Bi  sin  i?^ 
dividirt: 

7)     sin(t«o— Ii)cotÄoCoti?| 

+  8in(i:r|— L2)<^ot^cot^  }  =0. 
-|-sin(£^  —  £o)cot£sc<>^^o 


§.  3. 

Wir  denken  uns  jetzt  zwei  Punkte  Ao  und  Ai  der  Erdober- 
fläche und  bezeichnen  deren  Längen  unH  Breiten  wie  vorher 
respective  dnrch  Lq,  B^  und  L| ,  B^,  Nfchnien  wir  dann  L^  als 
die  grussere  der  beiden  Längen  JLq,  X|  an,  und  bezeichnen  den 
Curs,  worunter  wir  den  180^  nicht  übersteigenden  IVinkel  ver- 
stehen,  welchen  die  der  Längendifferenz  Li'—Lq  entsprechende. 
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4ie  beiden  Punkte  Ao  und  A]  mit  eii)afider  verbindende  Loxo- 
drome  mit  den  Meridianen  nach  der  Seite  hin ,  nach  welcher  die 
Längen  gezählt  werden,  und»  von  ihr  an  gerechnet,  nach  der 
Seite  des  positiven  Pols  der  Erde  hin  einschliesst,  durch  Oq^u 
die  im  vorhergehenden  Sinne  genommene  loxodromische  Entfer- 
nung der  beiden  Punkte  Aq  und  A|  von  einander  aber  durch  «on  > 
80  ist  nach  den  Formeln  der  Lo^j^odromischen  Trigonome- 
trie*) bekanntlich  in  völliger  Allgemeinheit: 

/  r        T   -#«ncr«     ,tang(45Hi^,) 
8) j  ^1  -^0 - taogeo,! ij^„g(4öo+  xjB^y 

\  loa  =  *•  (^i  —  ^o)  sec  öo»!* 

Wenn  wir  von  jetzt  an  immer  Aq  als  den  Punkt  der  Abfahrt, 
A|  als  den  Punkt  der  Ankunft  betrachten,  so  kann  man  offenbar 
von  Aq  nach  A|  auf  zwei  verschiedenen  Wegen  gelangen.  Fassen 
wir  daher  immer  nur  ein^n  dieser  beiden  Wege,  welchen  man 
nun  auch  einschlagen  mag,  bestimmt  in*8  Auge,  und  bezeichnen 
die  diesem  Wege  entsprechende,  immer  als  positiv  zu  betrach- 
tende LSngendifferenz  der  beiden  Punkte  Ao  und  Ai  überhaupt 
durch  ^0*19  ferner  den  Curs,  worunter  wir  jetzt  den  180^  nicht 
übersteigenden  Winkel  verstehen,  welchen  die  gesegelte,  nämlich 
der  in  dem  vorhergehenden  Sinne  genommenen  Langendifferenz 
^o<i  entsprechende  loxodromische  Linie  nach  der  Seite  der  Rich- 
tung der  Fahrt  hin  und,  von  der  Loxo^rome  an  gerechnet,  nach 
der  Seite  des  positiven  Pols  der  Erde  hin  mit  den  Meridianen 
einschliesst,  durch  ^o,| ;  endlich  die  in  dem  vorhergehenden  Sinne 
genommene  loxodromische  Entfernung  der  beiden  Punkte  Aq  und 
A|  von  einander  durch  Sq,^  ;  so  ist  nach  den  Formeln  8)  offenbai^ 
in  völliger  Allgemeinheit  t 

9)    ....      r^'*'"'^°^®^'*'tang(45o+i]gj^ 
(  *o>i  =r(Äi— Äo)sec©o*i. 

In  diesen  Formeln  sind  alle  Grössen  in  Theilen  der  Einheit 
ausgedrückt,  und  die  Logarithmen  sind  natürliche. 

Um  zuerst  statt  der  natürlichen  Logarithmen  gewöhnliche 
Brigg 'sehe  Logarithmen  einzufahren,  bezeichnen  wir  den  Modu- 
lus  des  Brigg* sehen  Systems  durch  ilf,   und  bemerken,    dass 

Af =0,4342945  log  41=0,6377843-- 1 


*)  M,  8.  nieiae  „LozodromitQhe  Trigooamctrie.    Ein  Qei« 
tcilf  ^M.r  Nautik.    Leipzig.  1849.*« 
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ist.     Also  ist 

^    -1*»„,«     .     tong(45''  +  iJ8^) 
^0.1  =  fitang  «0.1  log  tang(45Hi^ ' 

Soll  Dun  ferner  <^oa  nicht  In  Theilen  der  Einheit,  sondern  in 
Miouten  ausgedrQckt  sein,  so  müssen  wir  statt  4o>i  >n  der  vor- 
stehenden Formel  bekanntlich 

setzen,    wodurch  dieselbe  die  Gestalt 

10800,      ^     ,     tangCiÖ»  +  4Äi) 

also 

tang  00,1  =  loeOQ       taDg(45°4-}JB^) 
JT/ff    ^^taDg(45«  +  ifio) 
erhält j   wo  bekanntlich 

log»=;0»497149Q 
ist. 

Also  ist,  wie  man  nach  leichter  Rechnung  findet: 


tangOo,!  = 


^0>| 


7915.706.log^°g;g:  +  ig;>' 


8oll  ferner  In  der  zweiten  der  Formeln  9)  auch  £|  —  ^  In  Minu- 
teo  ausgedrfickt  sein,  so  raoss  man  dafvir 

n 

setsen^  wodurch  die  In  Rede  stehende  Formel  die  Gestalt 

'®*^  ^  10800  ^^^  —  ^^  ^^^  ®®'* 
oder 

'o»i  =^  2T6ÖÖ  ^^* — ^*^^  secÖo,i  • 

erhält.  Will  man  aber  lo»!  I^^  Seemeilen ,  deren  bekanntlich  60  auf 
einen  Grad  des  Aeguators  gehen,  aasgedrdckt  haben,  so  erhält  man, 
weil  hiernach  der  Aequator  360.60:=  21600  Seemeilen  enthält, 
folgli^sh 

2r9B 
1  Seemeile  ^=  <#iftfln 
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Ut,    für  #o»i  ^^^  einfacheo  Ausdruck: 

«0*1  =  (^1  —  Äo)*ccÖo*i* 
Wenn  also  die  LHngendiflfereoz  A^^   und  die  Breitendifferenz 
J?i  —  JBq  in   Minuten,  die  Distanz  %|   ih  SeemeiTen  ausgedruckt 
ist,  so  hat  man  zur  Berechnung  des  Curses  und  der  Distanz  die 
folgenden  bekannten  bequemen  Formeln: 

9*)...     j  7916.705. log  j^^g^^.^^^j 

l  *0j1  =  (-^1  ^  Po)  ®cc  6(^,1 » 


§.4. 

Um  nun  aber  von  dem  Punkte  Aq  zu  dem  Punkte  Ai  nicht 
auf  der  diese  beiden  Punkte  mit  einander  verbindenden,  der  Län- 
gendifferenz  z/o»i  entsprechenden  Loxodrome,  sonderr;,  wenigstens 
so  genau  als  möglich,  auf  dem,  die  beiden  in  Rede  stehendeo 
Punkte  mit  einander  verbindendenr,  der  Längendifferenz  ^/on  ^^^' 
sprechenden  Bogen  eines  grössten  Kreises  der  Erde  zu  gelangeo» 
müssen  wir  auf  folgende  Art  verfahren. 

Wir  theilen  die  Längendifferenz  J^^^  >"  ^'"^  beliebige  Anzahl 
gleicher  Theile,  etwa  in  n  gleiche  Theile,  und  bezeichnen  die 
von  dem  Punkte  Aq  als  ^fang  der  Längen  an  gerechneten  Läp- 
gen  der  einzelnen  Theilpunkte  durch 

l         2  »  4  n-l 

Xf,      Xr,      Lsf      Äjf  ....,'  L/\ 

wo  also  offenbar  im  Allgemeinen 
10) L  =  *.^  =  ^^„.» 

ist  Die  diesen  Längen  entsprechenden  Punkte  des  die  Punkte 
Ao  und  Ai  mit  einander  verbindenden  Bogens  eines  grössten  Krei- 
ses bezeichnen  uir  respective  durch  t 

12  3  4  11-1 

Ul,  ^  f         A  ,  ^*  y    •  •  •  •   ,    A 

und  die  Breiten  dieser  Punkte  respective  durch 

12  3  4  N-l 

Bf    B,    Bf    Bf  ••••,  Bf 

wo  nun  diese  Breiten,  weil  0»  Bq  und  ^on»  ^i  ^i®  Längen  und 
Breiten  der  Punkte  Ag  und  A|  sind,  mittelst  der  folgenden,  sich 
unmittelbar  aus  6)  ergebenden  Gleichungen  gefunden  werden: 
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'■     I,      '  1.  .■.>■•...       -i  ■         • 

sin  ( dQ,i  —  L)  tang  Bq  •{■  «in  L  tang  Bi  —  sin  z/g^i  taiig  ^ =0 » 

«9in(J'o,i  — jL)tangJ&o+  sinXtangÄi  —  sin  ^o,i  tang  jß=0, 

sin(^,^»i  — jL)tang£o4-  sin£taogi?| — sin^o>itang^=0, 

sin  {J^yi  — L)  tang  B^  -\-  sin  L  taiifg  B{—  sin  Jq^i  tang  B=0, 
u.    s.     vr. 

1  Im 

sin(^o»i  — i)tangÄo  +  8in£tangÄi  — -sin  ^o,|  tang  £^0; 
80  dass  also,  wenn  der  Kürze  wegen 

gesetzt  wird,   wo  Cq,  C\  z#ei  leicht  ein  Ar  alle  Mal  za  berech- 
nende Constanten  sind: 

(  taxigB=^C{i6in(/fQ,i^L)  + CiSitiL, 
'I  tangi5  =  Co8in(z/o,i  —  1/)+ Cisini;' 
I  tang^  Ä  Co  810  (^0^  —  i)  +  C,  sin  L, 
!tang^=Co8in(z/o,i— X)  +  Cisinl/,  ' 

U.      6.      W. 

tang  B  =  Co  sin  (J^n  —  I»)  +  C|  sin  L 


12) 


ist. 

• » 

Nach  10)  ist  aber: 

1       l 

.^0>|  ' 

2      2 

l'  =  -^o,i; 

-^0»! 

s      3 

Au 

3       n-3 

U.      8.      W. 


■-1        ;,— 1  «—1  1 
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und  bezeichnen  wir  11I0O  der  Kfinse  ^egen  die  folgenden  Sinus : 

der  Reihe  nach  durch 


1      «       »       4         «-1 
S,    8»    Sf    S,  ..*,  S\ 


80  ist: 


«-1 


tangÄ=:C^S  +  CiS, 
iangB^CoS  +  d«, 

13)     ...    .      /  tangÄ  =  CoS"+Cii\ 

'4  «—4         4- 

tangi^srCoi^  +  Q^. 

U.  8.  W. 

tangÄ=CoiS  +  Ci&, 

Multipliciren  wir  die  Sinns 

12        8       4  »-1 

Sf    Sf    S^    Sf  ..••y  iS 

säromtlich  mit  Cq  und  Q»  und  bezeichnen  die  dadurch  erhalte- 
nen Producte  der  Reihe  nach  durch 


und 


so  ist: 


14) 


^12  8  4  «-1 

*  o  9      *  •  »      *  0  »      «  o  *  •  •  •  •  »  *   o 


1*84  ■-! 

^1»    '^f    '^f    Pi,....,Pi; 


/  l  «r-l  1 

tangß  =  P„  +  P,, 

«     «-9      9 
tangfi=P^  +  Pi, 

8        n— 8         8 

tangÄ5=Po  +  ''i. 

4        "-4  4 

fangÄ=Po  +  ^i. 


u.  s.  w. 
tangBc=:P^4P,. 
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Hi^rpacii  kaon  man  alao  die  Berechnoog  der  Tangenten  der 
Breiten 

118  4  *-l 

ßp     JS 9      ßf      ßf  ••••,  ß 

naeh  dem  folgenden  Schema  f&bren: 

Man  berecline  ans  den  Tafeln  die  Sinns 

ein  -  ^0»!  ;    «'«  ^  ^o»i ;    «*n  J^oa  ;•••.;  ew  — ^  ^of  1 


oder 


1      e      s      4  H^i 

i$y    o^    0,    Sf  ••••i  5; 


mnltiplictre  dieselben  sämnitlich  sowohl  mit  der  Constante  Co»  als 
aneh  mit  der  Coostante  Ci»  nnd  schreibe  bei  dieser  Rechnung 
sogleich  die  ersteren  Prodncte  in  der  Ordnung  vom  (n  —  l)sten 
snm  Isten  und  die  letzteren  Prodi^cte  b  der  Ordnung  vom  Isten 
sum  (it  ^  l)sten  auf  die  folgende  Weise  unter  einander : 

»-1  .  ■— a     «— 3    ■—4  1 

«O  »        •O  9       *0  »        *    O  »  •  •  •  •  »  ^0  9 

1  a  3  4  a-l 

Pl,        Pl9        P^,        Pl»*»**9Pli 

werden  dann  die  über  einander  stehenden  Glieder  d'^eser  beiden 
Reiben  sSmmtlicb  zu  einander  addirt^  so  liefern  die  dadurch  er- 
haltenen Summen  unmittelbar  die  gesuchten  Tangenten  der  Breiten 

1       e       s        4  fli~i 

ß,    B,    ß,    ß,  ••••f  ß\ 

wodurch  vvir  nun»  in  Verhiodnqg  mit  den  aus  dem  Vorhergehen« 
den  bekannten  Längen,  Data  genug  gewonnen  haben,  um  mittelst 
der  Formeln  9)  oder  9*)  für  die  Punkte 

1  1       a         S      3  «-8  n— 1     n-1 

Ao»  A\    A,  A\    Af  A;  ....;  A,  A;    A,  A| 
sowohl  die  loxodromischen  Curse,  welche  wir  der  Reihe  nach  durch 

0,1      lA      2,3      8,4  11-1,11 

^,    Vp    ©,    ö,  ••••»  öj 

als  auch  die  loxodromischen  Entfernungen,  welche  wir  der  Reibe 
nach  4urch 

0,1    1,S    e,3    8,4        »— l,n 

"  bez^iqbnen/WoUen,  berecbnen  au  VdQnen. 
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Von  diesen  auf  dem  Wege  der  Recfanurrg  gewonnenen  Gros- 
sen lässt  sich  nun  aber  die  folgende  Anwendung  machen. 


5.5. 

Bei  der  Abfahrt  von  dem  Punkte  Äq  wird  der  Cnrs  b  ge- 
steuert und  tnittelst  der  gewöhidicben  praktischen  Hülfsmittel  die 

Geschwindigkeit  v  des  Schiffs  bestimmt.    Bezeichnet  dann  t  die 
Zeit,  welche  das  Schiff  gebraucht^  um  den  loxodromischen  Weg 
o>  1 
s,   welcher  aus  dem  Vorhergehenden  bekannt  ist,  zurückzulegen, 

so  wird  diese  Zeit  mittelst  der  Formel 

oa   0»1  0>1   \    . 
<  =  *:©'' 

gefunden;   und  behält  nun  das  Schiff  wShtend  der  ganzen  Zf?it 

0,1   ,       ^,      0, 1  .  .,'.;.         «  ;     .      «.      ^»* 

t    den  Curs  6    bei,   so  wird  es  in  dieser  Zeit  den  Weg    s 

o»l 
zurücklegen,  und  am  Ende  der  Zelt  t  sich  also  wieder  auf  dem 

die  beiden  Punkte  Aq.  und  Ai   mit  einander  verbindenden   Bogen 

eines  grussten  Kreises  in  dem  Punkte  A  befinden.    Nach  Verlauf 

der  Z6it  i  oder  von  deren  Ende  an  wird  der  Curä  b  gesteuert 

•  1,« 
und  von  Neuem  die  Geschwindigkeit  r  des  Schiffs  auf  dem  ge* 

wohnlichen  Wege  bestimmt    Bezeichnet  dann  t  die  Zeit,  welche 
da^  Schiff  gebraucht,  um  den  aus  dem  Vorhergehenden  bekann- 

1,2  .      . 

~  ten  loxodromischen  Weg   $   zurückzulegen,   so  wird   diese  Zeit 
mittelst  der  Formel 

1,«      1,2  1,2 

t  =  5  :  e 

gefunden ;    itnd  beh/ilt  nun  wieder  das  Schiff  während  der  ganzen 

1,2  1,2  1,2 

Zeit  t  den  Curs  B  bei,   so  wird  es  in  .die^ser  Zeit  den  Weg  t 

1,2 ,' 
zurücklegen ,  und  sich  am  Ende  der  Zeit  l  also  wieder  auf  dem 

die  beiden  Punkte  Ao  und  Ai   mit  einaild«r  verbindendem  Bi^geu 

2 
eines  gr088ten  Kreises  in  dem  Punkte  A  befinden.    Nach  Verlauf 

1,2  2.3 

der  Zeit  t  oder  von  deren  Ende  an  wird  der  Curs  B  gesteuert  und 

wieder  die  Geschwindigkeit  r  des- Schiffs  bestimmt,  Vorauf  sich 
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aie  ieit  t,  w  elcbe  da«  Ächiff  gebraucht;  um  den   aas   dem  Vor- 

hergehenden  bekannten  loxodromischen  Weg.«  zurückzulegen,  mit- 
telsl  der  Formel 

.    .  ;  2.3   2»3  2,3 

^'    '  *  t  z=s  8   i   V 

ergi6bt;    Q^d  beult   also   das  Schiff   wfibrend    der  ganzen  Zeit 
i  den  Curi(  4  bei,-  so,  wird  es  »  dieser  Zeit  den  W^g  s  zurück- 

2>3 

legen  /und  am  Ende  der  Zeit  t  sich  al^o  nieder  auf  dem  die  Punkte 
Ao  und  Ai  mit  einander  verbindenden  Bogen  eines  grussten  Krei- 
se« In  deoi.  Punkte  Ä  heGn<ien«  Fährt  man  auf  diese  Art  za 
^Kerjven  fort,  so  wird  das  von  dem  Punkte  Ao  ausgegangene  iScbiff 
nocb  und  nach  in  alle.  Punkte  « 

«-1 


^f     J^$   -^Af     *•%  ••••fA 


des  die*  Punkte  Aq  und  A^  mit  einander  verbindenden  Bogons 
eines  grOs^ten  Kreises  gelangen.    Geht  es  dann,   nachdem  es  in 

den  Punkt  A  am  Ende  der  Zeit       t       (im  Sinne  der  vorher  immer 

gebrauchten  Bezeichnung)  gelangt  5  mit  dem  Qurs  ^  weiter»  so 
Ki^d  i^s  gewiss  sicher  in  dem  Punkte  A|  als  dem  von  il^iQ 
angestrebten  eigentlichen  Ziele  seiner  Fahrt  ankommen,  und 
wird  sich  während  derselben  mit  desto  grosserer  Genauigkeit 
fortwährend  auf  dem  die  beiden  Punkte  Aq  und  A^  mit  einander 
verbindenden  Bogen  eines  grösstcjn  Kreises  gehalten  haben,  je 
grosser  die  Zahl  n  angenommen  worden  ist.  Auch  ist  für  sich 
klar,  dass.mim  diese  Genauigkeit  beliebig  weit  treiben  kann»  wenn 
man  jDuf  dieiZahl  n  gres«  ^enug  annimmt« 

Der  ganecj  von  dem  i^chlff  bei   seiner   Fahrt   zurückgelegte 
Weg  ist 

0,1     l,a    «,s    a,4  n-l,  n 

Bezeichnen  wir  den  .die  Punkte  A©  und  A|  mit  einander  verbin- 
denden'ßb^eti  eines  gröbsten  Kreises  durch  2q^i\   so  ist 

.,„'  ,co»2^,i  =^sbi?o.sini^  +cosjB|^co8J?i  cos  4^/0,1  > 

mitbist'  welcher  Formel»  oder  mittelst  anderer  durch  die  sphn- 
ris9be ,  Trigonometrie  dargebotener  Hülfsfiü^^^J»  ^vas  hier  ,  nicht 
weiter  erläutert  zu  werden  braucht»  sicn  die  Länge  des  die  beiden 
Punkte  Aq  und  A|  mit  einander  verbindenden  Bogens  eines  gros- 
sten  Kreises  ohne  Schwierigkeit  berechnen  lässt.  Aus  der  Ver- 
gleichung  beider  Wege :  ^|tt,  einander  wird  sich  aber  in  allen  Fäl- 
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len  leicht  beurtbeilen  lassen,  wie  gross  tnao  etwa  die  ZaU  n  ao« 
^unebmeo  hat,  um  den  Weg  von  Aq  nach  A^  in  der  beabsicb«- 
tigten  Weise  tVL  TerlcOrzen. 

Freilich  liegt  dem  Obigen  die  Voraussetzung  zu  Gründe,  das« 

0,1  i,a  %z  s,4 
die  Geschwindigkeit  des  Schiffs  in   den  Zeiten  i,    i,    t,    I, ...• 

sich  nicht  ändere,  eine  Voraussetzung«  die  mit  desto  gr9sserer 
Geoauigiseit  erfüllt  sein  wird,  je  kleiner  diese  Zeiten  sind,  j« 
grosser  also  die  Zahl  n  ist.  Wie  man  sich  aber  zu  Terhalten 
haben  wGrde,  wenn  die  Geschwindigkeit  des  Schiffs  während  einer 
der  obigen  Zeiten  sich  merklich  geändert  hätte,  ist  für  sich  klar, 
woraus  sich  jedoch  auch  von  selbst  die  Nothwendigkeit  ergiebt, 
die  Geschwindigkeit  so  oft  als  roSglieh  und  mit  aller  nur  möglichen 
Sorgfalt  zu  ermitteln«  Aber  fiber  alle  diese  Dinge  habe  Ich  Dir 
jetzt  hier  eigentlich  gar  nichts  weiter  zu  sagen  ^  da  ich  sehon 
oben  bestimmt  genug  hervorgehoben  habe,  dass  der  Zweck  und 
die  Absicht  dieser  Abhandlung  zunächst  nur  eine  theoretische 
Darstellung  des  fraglichen  sehr  wichtigen  Gegenstandes  war,  auf 
den  Ich  vielleicht  späterhin  in  praktischer  Rücksicht  wieder  au« 
rückkommen  werde.  Ganz  in  der  Kürze  mag  iudess  sum  Schlos« 
noch  Folgendes  bemerkt  werden. 

Wenn  etwa  bei  dem  Abgange  des  Schiffs  von  dem  Punkte  A^ 
seine  Geschwindigkeit  Vq  war  und  i^  die  Zeit  bezeichnet.  In  weN 

0,1 

eher  es  mit  dieser  Geschwindigkeit  den  Weg  s  zurücklegen  würde, 
so  ist 

0,1 

Aendert  aber  noch  vor  Ablauf  der  Zeit  fo»  ^^^  "^^h  Verlauf  der 
Zeit  To,  wo  also  t^  <  (ö  ^^Bt,  das  Schiff  seine  Gesch windig Jcek  und 
erhkit  die  Geschwindigkeit  Vi ,  so  wird  es  den  noch  übrigen  Thell 
0>1  0>1 

des  Wegs  s   ,   nän>lich  den  Weg   s  —  i^o^o»   In  der  Zeit 

zurücklegen,  insofern  es  nun  die  Geschwindigkeit  V|  unverändert 

^beibehält.      Aendert  es  aber  noch  vor  Ablauf  der  Zeit  ig ,   etwa 

nach  weiterem  Verlauf  der  Zeit  r|,   wo  also  T|<f|   Ist,   seine 

Geschwindigkeit  und  erhält  die  Geschwindigkeit  v^,  so  wird  es 

den    noch    übrigen    Theil    des  Wegs    s  ,    nämlich    den  Weg 

0»!  ,     „  • 

$  —  voTq  —  v^Ti ,   m  der  Zeit 

0,1 
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«orflcUei^en.  Aeiiderl  es  nach  weiterem  Veriaaf  4er  Zeit  t^,  wo 
^«  <  ^  >at,  wieder  seine  Gesciiwindiglceit  und  erhUt  die  Gescliwin- 

diglceit  1^,   80  wird  es  den  noch  übrigen  Thei!  des  Wegs   i  , 

Oll  ' 

nSmIicb  den  Weg   $  — VqTq — Vii?i— v^Tj,   in  der  Zeit 

0,1 

siirAehlegen.  Wie  ma»  anf  diese  Art  weiter  gehen  und  den  Zeit- 
pankt  bestimmen  Icann,  wo  das  Schiff  wieder  auf  dem  durch  A^ 
und  Ai  gehenden  grOssten  Kreise  angekommen  ist,  also  der 
Cure  geändert  werden  muss,  ist  klar. 


Ueber  drei  karakterisdsche  Eigenschaften  der  Kegel- 
schnittslinien^ 

Von 

Herrn  Doctor  Josef  Zampieri^ 
Lehrer  an  der  k.  k.  OberreaUcbale  In  Wien,  Voratndt  LandstniMe* 


Allen  Kegelschnittslinien,  und  zwar  ausschliesslich  denselben, 
kommen  folgende  drei  Eigenschaften  tn: 

1.  Die  Prpjection  der  Normale  eines  Punktes  auf  den  Leit- 
strahl desselben  ist  constant  und  gleich  dem  halben  Pa- 
rameter. 

3.  Zwischen  Normale  und  Leitstrahl  eines  Punktes  einer  Kegel- 
schnittsNnie  herrscht  dieselbe  Relation ,  wie  swischen  Ordl- 
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riate  «nd  Ahmsae,  wenii  der  Asfilnfi^piihkt  im  -Schioitel 
dar. Kurve,  die'  Hanptacbse  al8  Absiissenaohse  iin4  ein 
rechtwinkliges  Coordinaten- System  ai^genommeo  wird. 

3.  Das  VerhSitniss  jenes  Stuckes  der  Hauplacbse,  welches 
zwischen  dem  Durchschnittspunkte  mit  der  Normale  und 
dem  Brennpunkte  liegt,  zum  betreffenden  Leitstrahl  des 
Punktes  Atr  Kurve  ist  konstant  und  gleich  der  Exzentrizität. 

Ueber  diese  Eigenschaften  habe  ick.  in  dem  Im  Augast  1858 
erschienenen  siebenten  «Pr4)gramine  der  k.  k.  Oberreal- 
schsle  in  Wien,  V^irstadt  Ifan da trasse,  bereits  eine  Ab- 
handlung veröffentlicht,  worin  ich  auch  ajsgab»  wie  i ich.  zur  Eat* 
deckung  jener  Eigenschaften  gelangt  bin.  Jene  Abhandlung  mosste 
aber,  als  zunächst  ftir  Oberrcalschtiler  berechnet,  weitläufiger 
ausfallen»  als  die  Natur  der  Sache  bei  unumschriinkter  BeoStzung 
der  Hilfsmittel  der  Analysis  es  erfordert.  Daher  halte  ich  es  ßar 
angemessen,  der  mathematischen  Welt  die  Sache  in  der  im  ge* 
genwärtigen  Aufsatze  eingeschlagenen  Weise  vorzuführen,  ood 
glaube  hiermit  um  so  mehr  der  Wissenschaft  einen  willkomme- 
nen, wenn  auch  nur  kleinen  Dienst  zu  leisten,  als*es  mir,  unge- 
achtet eifrigen  Suchens  in  vielen  ausführlichen  und  vortrefflichen 
Werken  über  Kegelschnittslinien,  nicht  gegeben  war,  über  die  In 
Rede  stehenden  Eigenschaften  Erwähnung  zu  6ndeii. 

Zur  Führung  des  Beweises  wollen  wir  uns  zuerst  einige  all- 
gemeine Formeln  entwickeln  und  sie  dann  speziell  auf  die  Kegei- 
schnittslinien  anwenden. 


I. 

Sei  M  irgend  ein  Punkt  der  Kurve  AB  (Taf.  III.  Fig.  I.),  O 
sei  der  Anfangspunkt  des  rechtwinkligen  Coordinatensystems 
{Ox,  Oy)\  ilfP=y,  OP=irdr(j  Coordinaten  des  Punktes  M\ 
JM  Ate  Berühruttgslinie,  MN  \_J^s  daher  MN^n  die  Normale, 
OM=r  der  Leitstrahl  des  Punktes  M;  sei  ferner  NK±  OM, 
somit  Alii=u  die  Projectioq  der  Normale  auf  den  Leitstrahl, 
und  setzen   wir^iVit=,jD,  ^OiVs=in   und  ^:cJM^a* 

L    Aus  dem  rechtwhifcligen  Dreiecke  AiNK  f<^tgt:     •• 

'  JUK^MN.t^osKMPr  oder   n^^^ntosEMN,         ^ 

und  aus  dem  rechtwinkligeti  ^  MPN  erhält  man : 

iWiV  = niwnj   P"Cr,  71  == #Tlilir> 
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somit 

_    cobKMN 

Ea  ist  aber 

daher 

008  jriirir=coaPiirir.co8  PJfO-f  BinPJiriV.sinPAfO 
and 

au8  dem  rechtwiDkligen  ^  MPO  folgt  nun : 


OP       X 


daher  bat  man  i 


coaPMO:^.?      .  mid   sinf>!irO=-      * 


ferner  ist  j^^PMN^  ^S/JN.  da  iVAfiilf/ ist,  md^MJN 
=  180»  -  ^  Jr/»,  daher  ^  PüfiV  =  180» — ^  XJM=  180» — «r, 
■omit  tgPJUNss  —  tg«,  und  wir  erhalten  durch  Substitution  t 

coa  KMN y — xtga 

cos  PMS  "~  \  y*^^  * 

somit  . 

„^y(y--a>tga) 

V7+^ ^^ 

2.  Aus  dem  rechtwinkligen  Dreiecke  MPN  ergibt  sieh: 

da  aber  PN=JllP.tgPMN=:MP.tgMJN  ist,  so  bat  man > 

S2?«  s=  SP*.  (l-HgJUJm 
oder 

n«  =  y«(l  +  ^«), (2) 

weH  ^üfJJI^  =  I800— ^Jrjj!r=l80«-a^  daher  igMJNss-taa 
i«t 

3.  Weiter  erhält  man  aus  dem  rechtwinkligen  Dreiecke  JfiVir 

rtK  =  JUN.BlnKJU]S   oder   v=:nMia£JIIN; 
Tk*U  XXXII.  •■ 
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es  ist  aber 

•  =  coi|PJf/V    daher  f>=9  ^^^p^ff' 
^m\Bi  ^KMN=^PMN^^PMO,   folglich 

aio  EMN=:sinPMN.eo%PMO  —  cos  PJIfiV.siu  PJfO 
und  ♦- 

cl^fSw'^  ^^*  />if  0.tg/>Ä2V--ain  />«0 ; 

berficksicbtigen  wir  nmi  die  oben  io  No.  1.  för  cobPMO,  AuPMO 
und  tgPJHZV  gefundenen  Werthe,   so  erhalten  wir: 

sin  KMN  __      y  tg«+a? 
cosPüfiV  *"       V^*+ar*' 

ond  durch  Substitution: 


e 


___y(y<ff«+^\ 


V^yH 


a? 


.a 


Aus  der  Aehnlichkeit  der  Dreiecke  OMK  und  OMP  ergibt  sich  nun 

ÖN      NK     .      m       V 

somit 

2=-J^, (3) 

Erwägt  man,  dass  a  der  Winkel  ist,  welchen  die  Berfihmngs- 
linie  mit  der  positiven  Richtung^  der  Abszissenachse  einschiiesst» 
and  dass  der  erste  Differenzialquotient  der  Ordinate  als  Function 
der  Abszisse  9  gewonnen  aus  der  Gleichung  der  Kurve«  die  tri- 
gonometrische Tangente  jenes  Winkels  ausdrückt»  so  wird  man 

igu=:^  setzen  kOnnen,   wodurch  die  drei   oben   entwickeltea 

Formeln  (1),  (2)  und  (3)  in  folgende  Ohergehen: 

"="V;i+^'    « 

«•=**U  +  (gy) (b) 

^^ 
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Nimmt  man  bei  den  KegelachDittolinien  den  BrennponlLf  a!« 
Aniangspankt,  die.  Richtang  der  Hauptachse  als  AbsiiaseDachae 
an  nnd  adoptirt  man  ein  reclitwiniciigee  CoordinatenT System»  so 
ist  belcanntUch 

die  den. drei  Kegelschnittslinien  gemeinschaftliche  Gleichnng,  vre« 
bei  die  positiven  Abszissen  gegen  den  Scheitel  der  Knrve  hin, 
und  zwar  bei  der  Ellipse  nnd  Hyperbel  gegen  den,  dem  als  An- 
fangspunkte angenommenen  Brennpunkte  näher  liegenden  Schei- 
tel gezählt  werden,  und  wobei  p^  den  halben  Parameter  und  s  die 
Bxzentrizitit  der  Kurve  bezeichnen,  so  dass  jene  Gleichung  einer 
Ellipse,  Parabel  oder  Hyperbel  entspricht,  jenaehdem  e  <  1, 
s=l  oder  e>l  ist. 

Hierbei  findet  bezflglich  des  aus  dem  Anfangspunkte  zu  einem 
Punkte  der  Kurve  gezogenen  Leitstrahls  r  folgende  Relation  statt: 

»•  =  i^  +  «*,   somit  Tzspr^ew. 

Aus  der  .Gleichung  y*+:r*=:(p— ei:)*  ergibt  sich  nun  durch 
Differenziatlon: 


woraus  folgt: 


*S  +  *=— «(P  —  ««)■» 


oder  auch,   da  p  — e^rssr  ist, 

dy  er+x 

dx  y 

Nun  wollen  wir  den  einen  oder  den  anderen  dieser  zwei  flir 
^  gewonnene^  Ausdrficke  in  jede  der  drei  oben  entwickelten 
Formeln  (a),  (b)  und  (c)  substiteiren. 

1.  Substitafaren  wir  in  die  Formel  (a)  fllr  ^  den  ersten  Aus- 
druck, so  erhalten  wir: 
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oder 

und  mit  Rucksicht,  dasi^  y*  +  a:*  =  (p  — ear)*  ist,  ^rhfilt  man: 

tt  =  ^^^^^ —^ ^^ '=«— ftr+ÄT, 

p  —  ex  '^ 

somit  u^p,  and  da  ^Ir  mit  u  iifi  Allgemeinen  die  Projection 
der  Nornaale  eines  Puniites  der  Kurve  auf  den  Leitstrabi  bezeieb« 
net>habenj  so  sehen  wir,  dass  bei  den  Kegels chpittslinien 
diese  Projection  konstant  und  gleich  ist  dem  halben 
Parameter  der  Kurve. 

Daiss  dies  Hiekeäcbtlich  beider  Leitstrahlen,  die  einem  Punkte 
deriEUipft^  oder  Hyperbel  entj^preehen,  stattfinde,  gehet  aus  der 
elnJachenrJSetvachtung  hervor,  dass  die  Normale»  eiaee  Panktes 
der  Ellipse  den  Winkel,  welchen  die  zwei  Leitsirahien  eioschlies« 
^Uj-  «nd  {>ei  der  Hyperbel  den  Winkel,  welchen  ein.  Leitstrahl 
QÜt  der  Verlängerung  des  anderen  bildet,  halbirt,  und  dass  man 
stets  die  Projection  einer  Geraden  auf  einer  anderen  Geraden 
findet,,  wenn  man  die  projicirte  Gerade  mit  dem  Cosinus  des 
Wbttkels  muhipliwt,  welchen  die  jbeiden  Geraden  mit  eipander 
einschliessen. 

Kehren  wir  nun  die  Aufgabe  um  und  «neben  wir  die  Kurven, 
bei  welchen  die  besagte^  Projection  constaot  Ist,  so  haben  wir 
zu  diesem  Ende  die  Gleichung 

unter  p  eine  konstante  Grösse  verstanden,  zu  integriren.  Setzen 
wir  zu  diesem  Behufe  y  =  ^2,  unter  z  eine  neue  Verftnderliche 
verstanden,  so  erhalten  wir: 

dy         ,      d% 


und 


VTT?' 
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daher  haben  wir: 

dx 


vroraus  folgt: 

und  durch  lolc^alion 


* 

^1+ 


tdz     ^      pdx 


X 


welche  Integratjonsconstante  wir  immerhin  gleich  —  e  eetzen  dür- 
fen, so  daas  wir  mit  Räcksicht»  dass  s=^  ist,  erhalten: 

X 


yT' 


oder 

y*+ar«  =  (p  — eo?)«, 

welche  Gleichung  anSBcblleaslicb  den  Kegelschnittelinien  ange- 
hört. Nur  bei  diesen  Kurven  ist  also  die  Projection  der  Normale 
eines  Punktes  auf  den  Leitstrahl  constant,  es  ist  daher  diese 
eine  karakteristische  Eigenschaft  der  Kegelschnittslinien. 

2.    »Substituiren  wir  nun  in  die  oben  entwickelte  l<*ormel  (b) 

d$i  BT  -^  X 

fflr   ^  den  oben  gefundenen  Ausdruck  — ■',  so  erhalten  wir 

berticksicbtigen  wir  nun»  dass  rz^p-^ex,  somit  es^sp — r,  nnd 
dass  3(*-|-a;*  =  r*  ist,  so  erhalten  wir: 

n«  =  r«-|-  2;>r— 2r«  +  c*r«  =:::2pr-r*  +  uV 
oder 

n«=:2^— (I— ea)r«, 

woraus  ersichtlich  wird,  dass  zwischen  n  und  r  dieselbe  Relation 
stattfindet,  wie  zwischen  den  Coordinaten  y  und  x»  wenn  man 
den  Scheitel  derKegeischnittsünie  als  Anfangspunkt,  die  Hauptachse 
als  Abszissenachse  und  ein  rechtwinkliges  Coordinaten -System 
annimmt;  denn  bekanntlich  gilt  in  diesem  Falle  fQr  alle  Kegel- 
schnittslinien  die  Gleichung: 
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Ffir  die  Parabel,  wo  e^l  kt»  gehet  obige  Relatioo  fiber  Id 
fi*=s2/9r.  Für  die  Ellipse  und  Hyperbel  gilt  obige  Relation  aach 
fiir  den  iweiten,  jedem  Punkte  einer  solchen  Kurre  entsprechen- 
den Leitstrahl,  so  wie  die  Gieicbang  9^==:2/Kr— (1— «*)a^  der 
Form  nach  fiir  beide  Korken  fortbesteht,  auch  wenn  man  den  an- 
dern Scheitel  als  Anfangspunkt  annimmt,  nur  dass  sie  bei  der 
Hjrperbel  unter  Beibehaltung  derselben  Abszissenrichtung  bekannt- 
lich in  y*^— 2pd: — (1— e*)^:*  fibergeht  um  dieses  «u  recht- 
fertigen, brauchen  wir  nur  zu  berficksichtigen,  dass  zwischen  den 
Bwei,  einem  Punkte  zukommenden  Leitstrahlen  r  und V  bei  der 
Ellipse  die  Relation  r  -f  r'  =  2a  und  bei  der  Hyperbel  die  Rela- 
tion r'  — rs:2a  stattfindet,  unter  a  die  halbe  wste  Achse  der 
Kurve  Tcrstanden. 

Denn,  substituiren  wir  flir  r  in  die  Gleichung 

den  aus  der  RelaÜon  r-f  r'^Sa  sich  ergebenden  Werth  t^=z^ — r', 
so  erhalten  wir: 

=  4ap— 2pr'-4a«(l-6*)+4or'{l— e«)— (l-c*)!^*, 
und  da  bekanntlich  bei  der  Ellipse  a(l  — e*)sj9  ist,  so  haben  wir: 

ii«  =  4ap-2pr'-4iip  +  4j»r'— (1  — e«)!^«, 
somit 

Substituiren  wir  aber  in  die  Gleichung  ft*=s2pr — (I  —  6*)f^  flIr 
r  den  ans  der  Relation  t'  —  r  =  2a  sich  ergebenden  Werth 
rsr'  — 2a,   so  erhalten  wir: 

n»=:2pr'— 4öp-0— «•)fr'*-^«*'  +  *«') 

=2/ir'-4ap+4ar'(l— «•)-4a«(l-««)— (l-eV*- 

Da  nun  bei  der  Hjrperbel  bekanntlich  a(l— e*)s= — p  ist,  so 
haben  wir: 

n«  =:2pr'— 4i9i — 4;n^ -f4ap  -  (1  —  e*)!^*« 
oder 
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Da08  die  eben  Dacbgewiesene  Relation  zwigchen  Normale  und 
Lieltatrahl  eines  Punktes  nur  fflr  die  Kegelschnittslinien  mit  der 
Relation  zwischen  den  Coordinaten  eines  Punktes  bei  einem  ge- 
wissen Coordinaten- System  gelte,  insofern  also  eine  karakteristische 
Eigenschaft  der  Kegelschnittslinien  sei,  gehet  einfach  aus  der 
Betrachtung  hervor,    dass  die  Gleichung  von  der  Form 

imr  den  K^^sohoittslinieB  entspreeheo  kann* 

3.    Substituiren  wir  nun  in  die  in  I.  entwickelte  Formel  (c) 

für  ^  den  eben  gefundenen  Wertb  —^-3! L.^   so  erhal- 

ten   wir: 

2?—      —  ep—  (1  —  g*) JT-f  jT  _  ejp  —  ex) 

Da  aber  y*  +  «*=r  (p—fjr)*  ist,  so  erhalten  wir: 

m       e{p — ex)       .        tn 

__  -3j  —ii: L    Aller    —  =  e. 

r  p'-ex      ^^      r 

Das  m  drückt,  wie  wir  dies  aus  I.  wissen,  den  Abstand  des 
Durchschnittspunktes  der  Normale  mit  der  Abszissenadise  vom 
Anfangspunkt  der  Coordinaten  aus ;  nun  haben  wir  aber  den  Brenn- 
punkt der  Kegelscbnittslinien  als  Anfangspunkt  und  die  Haupt- 
achse als  Abszissenachse  angenommen,  daher  sagt  uns  die  Glei- 
chung -  =  e,    dass  bei  den  Kegelschnittslinien  das  VerhSitniss 

des  Abstandes  des  Durchschnittspunktes  der  Normale  mit  der 
Hauptachse  vom  Brennpunkte  zum  betreffenden  Leitstrahl  des 
Punktes  constant  und  gleich  der  Exzentrizitüt  ist. 

Bei  der  Parabel,   wo  e=:l  Ist,    hat  man  -=l,  also  iii=:r. 

Bei  der  Ellipse  und  Hyperbel  gilt  jenes  Verhfiltniss  auch 
zwischen  dem  Abstände  des  Durchschnittspunktes  der  Normale 
vom  zweiten  Brennpunkte  und  dem  zweiten  Leitstrahl. 

Denn  bezeichnen  wir  mit  m'  den  letzterwähnten  Abstand  und 
mit  T*  den  zweiten  Leitstrahl,  so  haben  wir: 

bei  der  Ellipse  m  -f  m'  3=  2ae  und  r  4  r'  =  2a,  unter  a 
die  halbe  grosse  Achse  verstanden,  folglich  m=:2ae-*-m' 
und  rs=2a-— r',   daher 

m  ^^  2gg — m' 
T  —   2a-r'  ' 
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m  -  .       2a<g— m* 

aber    j:  =  «,    daher   ^.^^  — *» 

woraoB  folgt: 

2a«  — m'  =  2ö«— er',   daher.  m'  =  er'   und   •^=e, 

w,  I«  b.  w. ; 

and  bei  der  Hyperbel  haben  wir  m'— ms2ae  und 
r'  —  r  =  2o,  unter  a  die  halbe  erste  Achse  verstandeo, 
daher   iii  =  m'  — 2iie  und  r=T'  — 2a,    folglich 

m  ^^  m'  —  2ae , 
r  --   r'— 2a   ' 

.1»  .  .        m'  —  2ae 

aber    y=e,    daher     ^i^^a  '^^' 

woraus  sich  ergibt: 

'    m' 
m'— 2ae  =  er'— 2ae,   folglich  wf^s,er^  und  -7-  =  e, 

w«  z»  b«  w« 

Kehren  wir  nun  die  Aufgabe  um  und  suchen  wir  die  Kurven^ 
bei  welchen  das  oft  erwfihnte  Verhältniss  constant  ist,  so  werden 
wir  SU  diesem  Ende  die  Gleichung 


V^M^^-"' 


unter  e  eine  constante  Grösse  Terstanden,  zu  Integriren  bai^eo. 
Zu  diesem  Behufe  setzen  wir  vorerist  yssxx,  wobei  z  eine  neue 
Veränderliche  bezeichnet,  so  erhalten  wir: 

und  durch  Substitution  in  die  obige  Differenzialgleichuog : 

•es  — e 


oder 


V««?+^ 


sss  — e. 


v^qi 
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der  KegitiHlmtmiMM. 
woraas  folgt: 

daher 

zdi ^^     dx 

« 
Setzen  wir  non  x^-f  I^^^,  unter  q  eine  neue  Verfinderiiclie  ver- 
standen, 80  erhalten  wir  durch  Differenziation : 

tdz  =  qdq» 

und  durch  Sub4.titutioD  in  die  letzte  Differenzialgleichung 

qdq    da 

oder 

dq  dx 

q-^e  X 

woraus  sich  durch  Integration  ergibt: 

lognat,(7-f6)=— lognat.a7-|-  Const. 

welche  willkfihriiehe  Censtante  wir  gleich  lognat. /?,  wobei  p  eine 
beständige  Grösse  bezeichnet ,  setzen  kOnnen,  so  dass  wir  haben : 

lognat/(9-ff}  =  — lognaia?-f  lognat.p=rlognat^» 

somit 

g-t-e^^  oder  q:=z^—- — 
^^  X  ^  X 

und 

Es  ist  aber  kraft  der  obigen  Annahme  f*=2*-|-ly  y^xx^  daher 
«  =  ^   und   ^•rrr^  +  l,  folglich  erhalten  wir; 

|!+1«(£:Z5^    oder    y«  +  a:««(p-s*)* 

als  Gleichung  der  fraglichen  Kurven.  Aber  diese  Gleichung  ent- 
spricht nur  den  Kegelschnittslinien,  wobei  der  Brennpunkt  An- 
fangspunkt  des   reehtwinkUgen   CoovdinaleDsysteiiis   ist,    dessen 
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Abszisseoachse  mit  der  Hauptachse  der  Kurve  insanunenOait; 
'daher  sehen  wir,  dass  nar  bei  diesen  Korken  das  Verhftitniss  des 
Abstandes  des  Durdiichnittspunktes  der  Normale  mit  der  Haupt- 
achse vom  Brennpunkte  sum  Leitstrahl  des  betreffenden  Punictes 
der  Kurve  constant  ist,  dass  somit  diese  eine  karakteristisciie 
Eigenschaft  der  Kegelschnittsiinien  ist 


Nachschrift  des  Herausgebers, 

Um  Herrn  Doctor  Zampieri  das  Interesse  su  beweisen, 
welches  ich  an  den  in  der  vorhergehenden  Abhandlung  mitgetheii- 
ten  allgemeinen  Sätzen  von  den  Kegelschnitten  genommen  habe, 
und  um  zugleich  an  einem  neuen  lehrreichen  Beispiele  zu  zeigen, 
mit  welcher  Leichtigkeit  die  von  mir  in  Tbl.  XXXL  Nr.  XIII.  ent- 
wickelte neue  Theorie  der  Kegelschnitte*)  meistens  zu  solchen 
allgemeinen  Sätzen  ffihrt,  werde  ich  mir  erlauben,  die  in  Rede 
stehenden  Sätze  im  Folgenden  aus  dieser  von  mir  entwickeiten 
neuen  allgemeinen  Theorie  der  K^elschnltte  absnieiteo,  loden 
ich  jedoch  nicht  unterlassen  kann ,  noch  darauf  besondiors  hinzu- 
weisen, dass  die  Abhandlung  des  Herrn  Doctor  Zampieri  na- 
mentlich auch  deshalb  lehrreich  ist,  weil  In  derselben  zugleich 
der  Nachweis  geßlhrt  worden  ist,  dass  die  bewiesenen  Sätze  den 
Kegelschnitten  eigenthfimlich,  also  nicht  auch  noch  anderen 
Cürven,  zukommen,  wovon  naturlich  Im  Nachstehenden  nicht  wei- 
ter die  Rede  sein  lyirct. 

Nach  N.  T.  d.  K.  VIII.  2).  S.  133.  ist  die  Gleichung  der  dem 
Punkte  i^tgi}  entsprechenden  Normale  des  Kegelschnitts : 

und  die  Gleichung  des  demselben  Punkte  (oTiyi)  des  Kegelschnitts 
entsprechenden,  aus  dem  Brennpunkte  (fg)  ausgehenden  Vectors  ist 


2) »-yi  =*^ii5(*-*i). 


Bezeichnen  wir  nun  die  Ton  der  Normale  und  dem  Vector  ein- 
geschlossenen Winicel  durdi  f^,  se  ist,  wie  man  nach  einer  be- 
kannten Formel  der  analjrtischen  Geometrie  aus  den  lieiden  vor- 
hergehenden Gleichungen  leicht  findet: 


•)  Iah  heseidme  diese  Abbasdl«v  faunsr  mU  N.  T.  i.  K. 
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3)    .    .    .    taDg,i*=| j/^Äy^.^         1    ' 

wo  man  bei  der  EDtwickelang  dieser  Formel  mittelst  der  Glei* 
chnngen  I)  und  %  nur  zu  beacbteo  hat,  das« 

gesettt  werden  kaoa,  and  dass  nacb  der  in  N.  T.  d.  K.  II.  2).  8. 79. 
entwickelten  allgemeinen  Gleichung  der  Kegelschnitte 

Ist.    Ans  der  Formel  3)  ergiebt  sieb  aber  sogleich : 

4) . . cos,»  - (j^+  Bg^ C)«+ U(yi -gi-Bix^^nf^' 

Bezeichnen  wir  jetzt  die  dem  Punkte  (ßiyi)  entsprechende 
Normale  des  Kegelschnitts  durch  N,  so  ist  nach  N.  T.  d.  K. 
TIttT).  S.  139.: 

6) 

^= ■ :ssrfjsi 

Nun  Ist  aber,  wie  man  leicht  findet: 

{AnSg^O*  +  {il(yi  -g)-Bixi  -f)^ 
=i(Ar+Bg+C)* 

+  U^+  B«)  [(«1  -/)•  +  (9i-9)*]  -  14(^1  -f)  +  B(yi~^)]*|, 

also,  wenn  man 

A(xi-f)^^Bijn-g)=A»x  ^B^+C^(Af+Bg+0 

setzt,  and  wieder  bemerkt,  dass  nach  der  allgeneiae«  CUeichai^ 
der  Kegdschnitte 

(A*  +  B^  [(»1  -  /)•  +  (ä  -9)*]  =  n*(Axt  -f.  ^^  -f.  Q> 

M: 

(Af+  Bg  +  €)*  +  {Äiyi  -y) -  *(«|  -/)|» 
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Also  ist  Dach  6): 

Daher  ergiebt  sich  aus  4)  nod  6)  durch  MultiplicatioD : 

Nan  ist  aber  nach  N.  T.  d.  K.  VL  2).  S.  107.,    wenn  p  den  Para- 
meter bezeichnet: 


(Ö'= 


AUo  ist: 
7) (iVco8^)*=(|)'. 

.worin  offenbar  unmittelbar  der  erste  der  von  Herrn  Df>ctor  Zam 
pieri  bewiesenen  Sätze  ausgesprochen  ist»    weil  augenscheinlich 
der  absolute  Werth  von  iVcosfi  die  Projection  der  Normale  auf 
den  entsprechenden  Vector  Ist. 

Die  Formeln  3)  und  4)  sind  insofern  bemerkens werth,    weil 
sie. von  der  Charakteristik  n  ganz  unabhängig  sind. 

Ist  (u^v%)  der  Durchschnittspunkt  der  Normale  mit  der  Aza 
des  KegeUchnitts,  so  ist  nach  N.  T.  d.  iL  VlIL  5).  S.  138.: 

n^A(Axi+Bff,  +  C) 

^ n^B(Axt+By,  +  C), 

und  bezeichnet  nun  E  die  Entfernung  des  Punktes  (aCfOs)  von  dem 
Brennpunkte  (fg),  so  ist 

«Iso  nach  den  vorstehenden  Formeln: 

£»- — :^T^ 

Bezeichnet  aber    F  den   von  dem  Brennpunkte  (fy)  nach   dem 
Punkte  (xi^i)  gezogenen  Vector,  so  ist  nach  N.  T.  d.  K.  V.  3).  S.  103. : 

ffl(Axi  +  Bgi  +  0^ 
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Also  ist  nach  dem  Vorher|;6bendeD : 

E 
8)    .......    .      ^==11. 

Bei  der  Parabel  ist  belcanntlich  ii  =  ],  folglich  E:=zr.     Bei  der 
Ellipse^  und  Byperbel  ist  nach  N.T.  d.K.IV.20},21).  S.99.: 


e 


also: 


.......  |=i=vrr^. 


WO  das  obere  Zeichen  fdr  die  EHipse,  das  untere  fär  die  Hyper- 
bel gilt  Uies  ist  der  dritte  der  von  Herrn  Doctor  Zampieri 
bewiesenen  Sätze. 

Der  zweite  von  Herrn  Doctor  Zampieri  bewiesene  Satz  ist 
endlich  unmittelbar  in  dem  obigen  Ausdruck  5)  ßir  das  Quadrat 
der  Normale  enthalten.  Denn  nach  N.  T.  d.  K.  V.  3).  S.  103.  und 
VI.  2).  S.  107.  ist  mit  Beziehung  der  oberen  und  unteren  Zeichen 
auf  einander : 

Vp^ — ^P+Ä* — • 

folgßcb  nach  6)  offenbar: 

10) 2V»=pF-(l— ii«)F«. 

Da.nQn  fBr  die  Parabel  n::=l  ist»  so  ist  iilr  diesen  Keg^lsehnitt 

was  ganz  mit  der  -bekannten  Gleichung  der  Pi^abei  aus  dem 
Scheitel  fibereinstimmt.  Nimmt  man  nun  für  die  Ellipse  und  Hy- 
perbel  immer  respective  die  oberen  und  die  unteren  Zeibhen/  io 
Ist  nach  N.  T.  d.  K.  IV.  20;/  21).  S.  90*  i 


l^V  =  iS==i£, 


also  nach  10): 
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was  wieder  ganz  mit  den  bekannten  Gleicbangen   der  in  Rede 
stehenden  Kegelecbnitte  aus  dem  Sebeitel  fibereinatimmt. 

Man  siebt  bieraas,  wie  leicbt  sieb  die  Sätze  des  Uerni  Doe- 
tor  Zampieri  aus  unserer  neuen  allgemeinen  Tbeorie  der  Kegel- 
sdinitte  ableiten  lassen,  was  meistens  von  allen  solchen  Sätzen 
sich  in  gleicher  Welse  sagen  liest 


Neue  Integrutiont- Methode  für  Differenzen -Gleichun* 

gen  9   deren  CoefiBcienten  ganze  algebraische  Funetio- 

nen  der  unabhängig  Veränderlichen  iind. 

Herrn  Simon  Spitzer, 
Professor  aa  der  Handelt -Akademie  zu  Wien. 


Die  Arbeit,   die  ich  hier  Torlege>  bat  zum  Zwecke  die  Auf- 
lösung nachfolgender  Gleichung: 

in  welcher  # 

gegebene  ganze  algebraische  Functionen  von  x  sind,  denn  auf 
diese  Form  (1)  liest  sich  jede  lineare  Differenzen -Gleichung  mit 
ganzen  algebraischen  Coefficienten  bringen. 
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dermif0e/IU,§mm$0th^*f^fm€Laeruiu^ääit0i§¥€raitäirLitad.^ 


leb  setsid.das  Integral  4er  vorgflit^en  Gleiclioiig.  m  Fora 
eines  Differential- Quotienten  voraus  mit  variablem  Differentiations- 
ludexe»  oämlich: 


w=t^L-  ® 


woaelbst  ^(r)  eine,  einstweilen  noch  unbestimmte  Function  von 
r  bedeutet  und  X  eine  constante  ZabI  ist,  die  nacb  verriebteter 
amaliger  DMbreotiatiofi  vjoin  ^r)  in  dem*  so  erhaltenen  Resnitate 
statt  r  gesetzt  werden  muss. 

Wenn  nun  die  Coeificienten   der  vorgelegten  Gieichniig  fol- 
gende  Gestalt  baben:  . 


^    =00    +60*    +<V!*    +.~.+*o«"-*    +A6«*; 

80  erbSit  man,,  den  in  (2)  Bteheodea  Wertb  von  ffä)  in  (I)  ein- 
fabreud  und  zugleicb  ßfictsicbt  rtebmtnd  auf  folgendes  SystflOi 
von  anä  (2)  berrorgehenden  Glefebungen : 


(4) 


nadifolgende  Glelebungt  ' 

(5) 

+  («,    +6o*    +«6«*    +....+4o*^»    +ii,««)      I^^L**" 
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336  8p Uteri  Neu»  iMetnOfitt-MeHiod»  f» B^funmun-eu^h. , 
FBbrt  man  nun  naebstebende  BeseldiniiDgiwels*  «int 

(6)    ' 
l7o     =o»9<">(r)  +  a«-i»<"-»>(r)  +  ....  +  flj9'(r)+flo9»(r). 
U,     =6.9W(r)  +  «^i9("^)(r)  +  ....  +  6i»'(r)+«ov(r), 

er*    =A.SBW(r)+V»9''»-*>W  +  ".^  +  4i9.'<r)+il69(''); 
80  erhilt  man  statt  der  Gieicbnng  Qi)  folgende  Gleichung  t 

(3*170.     a*Oi.  .    „  .8'CC-i  .    _8'PU)       „       ._, 


and  es  ist  nun  die  Aafgabe,  jenen  Werth  von  9>(r}  ond  jene  Cod- 
stante  X  zu  finden,  welche  diese  deicbmig  in  eine  identische 
verwandelt» 

Bevor  ich  zur  LOsung  dieser. Aufgabe  schreite,  will  ich  be« 
merken,  .daas.  die  Gleichung  (!)  in  einem  speciellen  Falle  sehr 
leicht  löslich  ist.    Wird  nämlich  fOr  einien  gewissen  Werth  von  9(1-) 

^0  =  0,     C/i  =  0,....     l7«-i  =  0,    I7«  =  0,        (8) 

so  ist  flir  denselben  Werth  von  9>(r)  pflenbar  auch 


OT* 


=  0,   -3^:«=0,....    -gp^«0,    -g^  =  0,    (9) 


somit  die  Gleichung  (7)  erffillt  Da  nun  die  Gleichungen  (8)  lau- 
ter lineare  Differentialgleichungen  mit  constanten  Coeflicienten  sind, 
so  hSngen  die  Auflösungen  dieskr  Gleichungen  ab  von  der  Auf- 
lösung des  nachfolgenden  Systems  algebraischer  Gleichungen : 


(10) 


und  diese  algebraischeu  Gleichungen  finden  sugleich  statt,   wenn 
sftmmtliche  Polynome:  ^ 
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aeremC9€fllk.gmi%eaig0br.F$M€t.derumäk4n§lg  Verami€ri.$ind.8S1 
aiit"+<i«-i  «■-*+....  + ai«+ffo> 

(11) 

einen  gemeinschaftiichen  Factor  haben.  Sei  etwa  i  — - «  ein  aoi- 
eher,  80  wird  f&r 

q>(r)  =  ««■ 
das  System  der  Gleichungen  (8)  erfBIlt;  somit  ist  alsdann 

t^offir  man  kurs 

setsen  kann. 

Haben  die  Polynome  (11)  den  gemeinschaftlichen  Factor 

(z  — «)«, 
so  wild  f&r 

fp(r)  =  e^(Ci  +  C^r  + ....  +  C«-if«-*+  C-r«-») 

das  System  der  Gleichnngen  (8)  befriedigt»   somit  ist  dann 

und  wird  die  ^rmalige  Differentiation  wirklich  ansgefiihrt  und  nach 
der  Differentiation  statt  r  l  gesetzt,  so  erhält  man,  wie  man  sich 
leicht  fiberzeugt,  fOr  f{x)  einen  Ausdruck  von  folgender  Gestalt: 

fia:)  =  a'(Ai  +  A^  +  ....  +  J«_ia?»^«+  J«««r»), 

welcher  A^t  vorgelegten  Gleichung  genfigt.  '  i 

Ich  kann  nicht  umhin ,  zu  bemerken ,  dass  diese  in  speciellen 
Fftllen  stattfindenden  AuflSsungen  in  dem  Falle,  als  die  vorge- 
legte Differenzen -Gleichung  von  folgender  Gestalt  ist: 

(a«  +  6«.T)/Ta;  +  n)  +  (a,-i  +  6,-.iar)/(a;  +  n- 1)  +  .... 

...  -Kai+fti^)A^+l)  +  (cfo  +  *o«)A^)=0, 

schon  von  Prof.  Petzval  bemerkt  wurden.  Man  sehe  dessen  Werk 
fiber  Integration  linearer  Differentialgleich.  1.  Bd.  S.  117. 
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338  SpUter:  Nene  IiHegratieiU'MelJMe  fir  DUferenMU-eMek., 
Ich  «rende  mich  jetzt  wieder  z«r  Gieieboog  (7),  welche  ist: 

und  strebe  non,  die  in  dieser  GleicbuDg  vorkommendeo  AnsdrOcke: 

u^i. i«-?^u,  t^?i^u 

als  a;te  Di fferentialqaotienten  von  Functionen  darxustelleo»  welche 
bloss  r  enthalten.    Es  ist  nun  wirklieb : 

wie  man  sich  leicht  überzeugen  kann.    Denn  differensirt  man 
;rmal  nach  r«  so  erhält  man: 

folglich  ist  die  Gleichung 

identisch,  falls  nur 

für  r  =s  i  Null  ist»  somit  in  diesem  Falle  die  erste  der  Gleichun- 
gen (12)  bewiesen.    DiiFerenzirt  man  nun  den  Ausdruck 

:rmal  nach  r,  so  erhält  man: 
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aermt  Coefß^gwnealgfbr,  FmtL  demnaäMnpiff  Yerdnderl.  sind,  SSO 
folglich  ist  wieder  die  Gleichung 

identisch  wahr,   wenn 

(r-l)«^+(r-A)(2a.  +  l)^' 

fSr  r  =  X  Null  wird,  nnd  so  lässt  sich  auch  die  Richtigkeit  der 
späteren  Gleichung  in  (12)  darthun,  u.  s.  w. 

Man  kummt  daher,  die  In  (12)  angefahrten  Werthe  in  (7)  ein« 
fShrend,  zu  folgender  Gleichung: 

(^ [ C7„+(r-A)  ü,'  +  (r-i)  ü,'  +(r-A)«  U^' 

H-(r-A)l75'  +  3(r~i)»r7,«'+(r-i)»r,«'+....l}  ^^0,    (13) 
welche  befriedigt  wird,  wenn 

üo  +  (r-i)t^.'  +  (r-i)üi'-Kr-««t7a^ 
+  (r-i)t7,'  +  3(r-A)«l7a''+(r-A)»l7,«'+....=0       (14) 

ist.  Diess  ist  aber  bezüglich  ^(r)  eine  lineare  Differentialgleichung 
mit  Coefficienten,  die  ganze  algebraische  Functionen  der  unab- 
hängig Variablen  r  sind,  und  dient  daher  zur  Bestimmung  von 
9(r).    Hat  man  dasselbe  gefunden,  so  ergibt  sich: 

unter  iL  eine  willkührliche  Zahl  verstanden. 

Ich  habe  jetzt  noch  von  einer  bemerkenswertben  Transformation 
zu  sprechen,  welche  in  sehr  vielen  FSlIen  wesentlich  zur  Verein- 
fachung der  Auflösung  der  vorgelegten  Gleichung  dient. 

Setzt  man  nämlich  in  der  gegebenen  Gleichung  (1) 

woselbst  [F{x — n)]!  folgende  Bedeutung  bat: 

[F(a:— n)]!  =  F(l— n).F(2-'«).  F(3-n)  ....  F(ar-ii), 

und  bemerkt,  dass 

23* 

l 
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^,  Art»««*««-*»****  /^  D^«rnM»-6Me^. 


»(g-i-n) 


■[f(af+l-n)l! 
igt,  BO  bat  man 

+  '*«'[fXa:-«)]I        "' 

nad  diese  Gleicbong  gibt,  mit  [F(2)]!  maltiplicirt,  folgende  Gteichnng: 

Xn-^ix  +  n)  +  Jr«_i  F{x).^x  +  n  —  1)  +  .... 

....  +  Jf,F(a:)F(af— l)F(ar-2)....  F(a:+2— «).^(a:+l) 

+  jr„F(a:) F(jr- 1) F(*-2) ....  F(x+ 1  - «) . V(x)=0, 

woraus  man  sieht,  dass  die  Substitution 

in  eine  Differenzen-Gleichung  gemacht,  darauf  hinauskuinmt,  simmt- 
liehe  Coefficienten  derselben  der  Reihe  nach  mit  den  Zahlen 

1,    F{x),    F(x)F(a:— 1),    F{x)  F{x  —  \)  F{x-^i),..., 

EU  multipliciren. 

Setzt  man  daher 

F{x)=^Xn, 

80  gestattet  die  neu  erhaltene  Gleichung  eine  Abkürzung  durch 
X%  und  der  erste  Coedficient  der  so  erhaltenen  Gleichung  ist  so« 
mit  eins. 

Ich  will  nun  an  der  Gleichung 

(ag  +  b^x)  J^y  +  (ai  -\^b^x)^ly  +  {a^  +  b^)y  =  0       (U) 

den  Werth  der  hier  mitgetheilten  Methode  prüfen. 
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Diese  Gleichung  warde  ursprünglich  von  La  place*}  und 
Enler  **),  alsdann  von  Petzval  ***)  behandelt.  Wie  man  aus 
diesen  Arbeiten  sieht,  hängt  die  Form  des  Integrals  wesentlich 
▼on  der  Form  der  Partialbruche  des  Braches 

b^u^  +  biU  +  bo 
ab.     Da  nun  dieser  Bruch  sich  auf  folgende  verschiedene  Weisen: 

A  B 

(tt  —  «)■        u — « 

itu4-m+  »  falls  näodlch  6^  =  0  Ist; 

«»«•+  «1«  +  öo,    falls    6»  =  6|  =0  ist; 

xerlegen  lisst,    so  Ifisst  sich  die  Gleichung  (14)  unter  eine  der 
vier  folgenden  Formen  bringen: 

(15) 
(m+a:)-^+[J+fi-(«+»(m+a:)]^y  +  [-^l/J-  B«+«f«m+^)Jy=0, 

(1«) 
(m  +  :r)^  +  [Ä— 2a(m+a:)]z/y+[il— J?a  +  ««(m  +  a:)]y=s.O, 

(17) 

nJ^  ^^ir-na^m^  x)Jy^r[^  -  «('w+a?)]y=0, 

(18) 

o^ähf  +  Qi^y  +  (<io  +  ^)y  =  0. 

Ich  .will  daher  die  Integrale  dieser  vier  Gleichungen  der  Reihe 

nach  bestimmen. 

Integration  der  Differenzen-Gleichung 
(m+a:)-^+M+B-(«+/3)(i»+^)]^»+M?-Äa+«/5(m+«)]y=^ 

Ich  setze  in  diese  Gleichung  ^ 

y  =  /(a:), 

«)  Memoiren  der  Pariser  Akademie.    1782. 
••)  Ealer.'e  vollst  Aaleitong  zur  lotegralrechonng.    Deotech  von 

Salomon.    4.  Band*    S«  87S« 
***)  PetsvaTt  Integration  linearer  Differentlalgleichongen,    I.  Bd. 
S.  118. 
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«Mapn  ist! 

^1/  =/(a;  +  l)-/(x). 

^=:/(ar +2)-2/'(«  + 1)  +  A«); 
somit  erhilt  man: 

(ni  +  a:)^{a;+2)  +  [^+/»-(«-|./J+2)(m+ar)]A*+l)  1 
+  [-^(^  +  l)-Ä(«  +  l)  +  (a+l)(/J+l)(«+«)]/-(j:)=0J 

Führt  man  nun  der  Kürze  halber  folgende  Bezeichnungen  ein : 

m-f  :r=s|, 

«   +1  S=«i, 

ß-H=ßi, 

BO  erhält  man  nach  einigen  Reductionen: 

1^(1+ 2)  +  [4  +  i>-(«,  +  ft)l3^(6  + 1) 
+  [Äßi  +  B«i  -K^ft  +  Ä«,  +  «,ft)  +  «,AI«]^(Ö  =  0. 

Behuf«  der  AnflSsung  dieser  Gleichung  setze  ich  nun 
und  habe,  weil  hier 

j;, = ^A  + 1?«!  -  K  JA  +  Ä«i + «,ft) + «,ft  ^ 

iat,  fSr  C7o>  (7i,  C7,  folgende  Werthe: 

Vo=9'(r)  +  (J  +  fi)  9>'(r)  +  (Jft  +  P«i)?p(r), 

üi  =  -  («1  +A)9»-(^A  +  Ä«»  +«iA)9»«. 
l7,=o,A9(r); 

somit  ist  die  Gleichung,    weiche  zur  Bestimmung  von  <p(r)  dltat, 
folgende : 

(«ir- 1)  (Ar  - 1)  q>'(r)  +  [  J  +  fi-  (JA  +  »•i)r]  ?>'('•) 
+  (JA+Ä«i)»(r)  =  0. 
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Wird  dicHelbe  difereazirt,  so  bat  man 

(air-l)(Ar-l)9>"'(r) 
+  [^  +  Ä-  (er,  +  ßi)  +  (2a,ft  -Aßi  -  B«i)r]  9.»«  =  0, 

woraus  folgt: 

und  weon  man  integrirt: 

^(r)  =  (l-ir,r)"^.(l-pir)  7/; 
somit  erbftit  man  saccessive  folgende  Gleichungen: 

und  endlich: 

als  das  Integral  der  vorgelegten  Differenzengleichnng. 
Hehrere  specielie  Fälle  sind  hier  beachtenswerth. 
1.    Es  sei  l-|-«=0,  alsdann  ist 

(1— r— «r)  *+«    =c-^'', 
folglich 

'  1  3w+*— *  B^l'-f 

2«    Es  sei  i<=3l  +  a,  alsdann  ist 
od«r  redncirt: 

1 ^ 2 : 3 ....    (m  +  ar-2)     •(•+ft'^'  " 
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3.    E«  sei  Az=\+a  ood  B=l'i^ß,  akdaoii  hat  die  CUei- 

cbung  (19)  folgende  Gestalt: 

(m+^)/Ta;  +  2)-{«  +  /?-|-2)(m  +  :r-l)A*+l) 

+  (l+«)(l+/J)(m+«-2)A^)  =  0; 
hieraus  folgt: 

Integration   der  Dirferenzen-Gleicbang 
(m + x)J*if+[B-2a(m+xy]  ^Hi^-  B«+«>(»i+«)]y=sa    (1(0 
leb  setze  auch  hier 

und  erhalte  sodann : 

(m  +  a:)/t*  +  2)  +  [ff-2{«+l)(m  +  ar)]/r«  +  l) 

+  [/<-Ä(«+l)  +  («  +  l)«(m+«)]/ra:)  =0. 
Ditee  geht  aber,  ffir 

m  +  ar  =  J, 

«  +1  =  «1 , 

Id: 

*(l  +  2)  +  (Ä-2«|^|)*(S  +  l) 

und   iSsst   sieh  wieder    nach   roeiner  Methode  leicht  integrireD. 
Ich  setze  nSmIich 

und  da 

Xo=-A  +  Ä«,  4  (A-Bui  -a,»)|  +  «,»{« 
ist,  ferner 
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•o  bat  man  als  GleichtUg  zar  Beatfinmang  von  tp(x)'- 

(20) 
[l-«i  (r-Wv'W  + 1«+  {A-B«{i(T-X)\  g,'(T)  +  (Ä«»-.l)9,(r)=0. 
Diece  Gleichung  yereinfacht  sieb  fDr 

»=-1. 

«1 

denn  man  hat  dann: 

«iV9V)  +  [i<  +  (il-'fi«i)«,r]9'(r)  +  «i(B«i--.l)9>(r)  =  0, 

und  wird  dieae  einmal  differenzirt,    ao  erhält  man: 

«i»rV*'W  +  [^  +  (^-B«i)«ir  +  2«,»r]  9»  =  0, 
woraos    ^ 

folgt.    Es  ist  somit 

W-. — 'i-i. 

folglicb 

daa  Integral  der  vorgelegten  Gleichung. 

Der  einzige  apecielle  Fall  cri=0  erfordert  noch  Beachtung. 
Die  Gleichung  (20)  vereinfacht  sich  f&r  a|=0  in 

9»  +  [Ä  +  J(r-X)ly'(r)-^y(r)  =  0, 

und  gibt  differdnzirt: 

9>'^(r)  +  [Ä  +  ^(r~A)]g/'(r)=0; 

hieraus  folgt: 

9^r)ÄerMA-ii)-.-^, 
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oder  wenn  man 


'=1 

wählt. 

9,"(r)  =  r^. 

Es  ist  somit: 

4ir^\^ 

Integration   der  Differenzen-Gleichung 
»J^  +  (— n«  +  i»  +  xM3r  +  [^— «(»«+«)]y  =  0.    (17) 

Setzt  man 

80  erhält  man: 
«A«+2)+[-n(24-«)+m+«]/l(«+l) 

+  [J  +  «(H-«)-(l  +  «)(w+«)]/(*)=0. 
and  aetzt  man  weiter: 

und  beachtet»  dass 

jri=m— n(2+a)  +  a:, 
jro=i* +  (»-m)(l  +  «)-a?(I +«); 
ferner  dass 

üo=n9>"(r)  +  [wi-n(2+a)]9'{r)+[il+(»-i»)(l+a)j9(r), 
I7i  =  9>'(r)-(1  +  «)9>W 
ist;  so  hat  man  sur  Bestimmung  von  ^(r)  die  Gleichung : 

(r  +  n-Jl)ip»  +  [i»-n(2+«)-.(l  +  «)(r-A)]9'{r) 
+  [^  +  («-.|ii)(l+«)]y(r)  =  0. 

welche  sich  ifir  l=:n  vereinfacht  und  to 
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deren  Coefflc.  ganxe  algebr,  FvneL  der  unabhängig  MeränderL  sifidMl 

flbergebt^  und  diese  gibt»  nach  Liouville's  Methode  integrirt: 
g>(r)=:(\- j-[r    H«.e(i+«)r] 


Man  bat  daber 


unter  ^(r)  den  eben  aufgescbriebenen  Wertb  verstanden.  Aucb 
hier  erfordert  der  specielleFall  1-f  a=0  eine  eigene  Behandlung. 
Man  bat  nSmIicb  in  diesem  Falle  zur  Bestimmung  von  q>(r}  die 
Gleichung 

V(r)  +  (m-^n)g>'(r)  +  i<9(r) =0, 

weiche  integrirt 


gibt 


Integration  der   Differenzen-Gleicbang 

a,^/^+Oi^y  +  (ao+«)y=0.  ,  (18) 

Selbe  Terwandelt  sieb  f&r 

<ii/T:af+2)+(ai-2fla)/i:«+l)+(«'»-«i+«o+«)A«)=0; 
die  Gleicbong  zur  Bestimmung  von  ip(r)  lautet 

a,9»^(r)+(oi-2a,-A  +  r)y'(r)  +  (fl,-Oi+Oo)9>(r)=0,' 
und  TCfeinfadit  s^;b  fSr 

Das  Integral  der  rereinfacbten  Gleichung  ist  sodann: 

am-a.-H.-l      _ll  -iL  aa.-o»-«.'      H 
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und  folglich  das  lotegral  der  yorgelegtea  Gleiciioog: 


n^)=\^i 


•»-««» 


Bf  i  s  c  e  l  1  e  n. 


Von   dem   Herausgeber. 

Guldl  11*89  übrigens  schon  dem  Pappus  bekannte  R^el 
wird  meistens  mit  Hfilfe  der  Integralrechnang  bewiesen;  indess 
reicht  zu  ihrer  Begründung  die  elementare  Lehre  vom  Schwer- 
punkte völlig  hin 9  dieselbe  wird  aber  nach  meiner  Meinung»  wo  sie 
überhaupt  in  einer  solchen  elementaren  Darstellung  gegeben  wird^ 
nicht  immer  in  geeigneter  Weise  gegeben.  Deshalb,  und  well 
die  Regel,  wenn  auch  jetzt  nicht  mehr  von  besonderer  Wichtig* 
keit/  doch  in  manchen  Fällen  der  Praxis  vortheilhafte  Anwendung 
finden  kann,  will  ich  hier  wieder  an  dieselbe  erinnern  und  sie 
elementar  begründen ,  wobei  ich  zugleich  den  Wunsch  ausspreche 
dass  die  Theorie  des  Schwerpunktes,  als  eines  durch  «ne  be- 
stimmte Eigenschaft  charakterisirten  rein  geometrischen  Punktes, 
immer  mehr  und  mehr  Aufnahme  in  die  reine  Geometrie  finden  möge. 

In  Taf.  III.  Fig.  2.  sei  zuerst  Aß  eine  beliebige  gerade  Linie 
und  MN  eine  mit  dieser  Geraden  in  einer  Ebene  liegende  Axe. 
Dreht  sich  nun  diese  Ebene  um  die  Axe  MN,  so  wird,  nach 
Vollendung  einer  ganzen  Umdrehung,  AB  den  Mantel  eines  ab- 
gestumpften Kegels  beschrieben  haben ,  dessen  Flächeninhalt  leicht 
auf  folgende  Weise  gefunden  wird.  Bezeichnen  wir  die  Abstände 
der  beiden  Endpunkte  der  Linie  AB  von  der  Axe  ilfiV  durch  12 
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nnd  K ,  so  das«  der  entere  der  grSmere  Abstand  ist»  and  den- 
ken ans  den  abgestumpften  Kegel  sa  einem  ganzen  Kegel  ergänzt, 
BO  ist,  wenn  S  und  jS'  die  Seiten  des  ganzen  und  des  von  der 
Spitze  ans  abgescbnittenen  Kegels  bezeichnen,  der  Fläcbeninbalt 
des  Mantels  des  abgestumpften  Kegeis  bekanntlicb: 

Es  ist  abers 

ßS:Ä'S'  =  S«:S'*, 

ÄS:ÄS— Ä'S'  =  S«:iS»-S'«=S«;(S-50(S  +  Ä0; 
also,  wenn  s  die  Seite  des  abgestumpften  Kegels  bezeichnet: 

Ä:ÄS-iB'S'=S:«(S+SOt 
und  folglich 

Also  ist  nach  dem  Vorhergehenden  der  Flächeninhalt  des  Man- 
tels des  abgestumpften  Kegels: 

Der  Schwerpunkt  der  Geraden  AB  ist  bekanntlich  ihr  Mittel* 
punkty  und  folglich ,  wenn  wir  dessen  Abstand  von  der  Axe  durch 
r  bezeichnen»  offenbar  ß-f  A' =  2r,  also  2rsff  der  Flächeninhalt 
des  Mantels  des  abgestumpften  Kegels. 

Hat  die  Ebene,  in  welcher  die  Gerade  AB  liegt,  keine  ganze 
Drehung  um  die  Axe  UN  vollendet,  sondern  nur  einen  durch 
den  Winkel  i  bestimmten  Theil  einer  ganzen  Drehung,  so  ist 
ofenbar  der  Flächeninhalt  des  entsprechenden  Tbeils  des  Man* 
tels  des  abgestumpften  Kegels,  wenn  wir  i  in  Theilen  der  Einheit 

ausgedriickt  annehmen»   2^.2r«9r  =  trs.    Nun  ist  aber  offenbar  it 

der  Weg,  welchen  bei  der  in  Rede  stehenden  .Drehung  der 
Schwerpunkt  von  t  beschrieben  bat,  also,  wenn  to  diesen  Weg 
bezeichnet,  wt  der  Flächeninhalt  des  entsprechenden  Theils  des 
Mantels  des  abgestumpften  Kegels,  wo  s^AB  ist 

Wenn,  wie  in  Taf.  HI.  Fig.  3.  die  Linie  AB  die  Axe  MN  in 
C  schneidet,  wir  AC^t',  ßC^i"  setzen,  und  durch  u>'  und 
w"  die  W^e  der  Schwerpunkte  von  t'  und  $"  bezeiclmen;  so 
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sind  nsch  dem  Vorhergehenden  die  von  $'  nod  /^  beecbriebeneB 
Kegelmäntel  reepective  io's'  und  to^'i",  oder,  wenn  t  wieder  deo 
Drehnngs Winkel  bezeichnet,  und  r'  und  r"  die  Abstände  der 
Schwerpunkte  von  i'  und  s"  von  der  Aze  Bind,  trV  and  n^/^. 
Ist  nun  r  der  Abstand  des  Schwerpunkts  der  ganzen  Linie 
AB^=:s  von  der  Aze,  wobei  wir  diesen  Abstand  als  positiv  oder 
negativ  betrachten  wollen,  jenachdem  er  links  oder  rechts  von 
der  Aze  liegt;   so  ist  nach  der  Lehre  vom  Schwerpunkte: 

r(t'+f'0=r*=rV-.r^/', 

also 

Ä»=:trV-.trV, 

und  folglich^  wenn  M'  und  M"  die  von  s'  und  $"  beschriebenen 
Kegelmäntel  sind,  w  den  Weg  des  Schwerpunkts  der  ganzen 
Linie  «  bezeichnet: 

Hieraus  wird  sich  mit  völliger  Deutlichkeit  ergeben,  wie  man 
sich  in  allen  ähnlichen  Fällen  zu  verhalten  hat,  zugleich  aber 
auch  ganz  von  selbst  der  Grund  erhellen,  warum  wir  es»  nni 
nicht  in  unnutze  Weitläufigkeiten  zu  verfallen,  zweckmässig  fin- 
den müssen,  im  Folgenden  alle  Linien  und  Figuren,  durch  deren 
Drehung  um  eine  Aze  wir  uns  Flächen  und  Korper  entstanden 
denken,  auf  einer  Seite  der  Drehungsaze  liegend  anzunehmen, 
was  deshalb  hier  ein  flir  alle  Mal  bemerkt  wird. 

Haben  wir  nun  eine  beliebige  gebrochene  Linie,  die  ganz  in 
einer  Ebene  liegt  und  aus  den  einzelnen  geradlinigen  Theilen 

'o>     *1>     %>     *8»  ••••  *n 

besteht,  und  denken  uns  die  in  Rede  stehende  Ebene  um  eine 
gewisse  Aze  gedreht >  so  ist,  wenn 

Wo>     ^l»     ^%9     fTa*"»«  ^n 

die  bei  dieser  Drehung  von  den  Schwerpunkten  der  einzelnen 
Geraden 

*o»    *i»    *a*    's»  ••••  '" 

beschriebenen  Wege  bezeichnen,  der  Inhalt  der  von  der  gebro- 
chenen  Linie  beschriebenen  Fläche  nach  dem  Vorhergehenden: 

<0<P0  +'l«^l  +  H^^  +  *3«?8  +  ••••+  ^nWn  \ 

oder,  wenn  i  der  Drehongswlnkel  i«t,  und 
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t^9      •*!»      •*«»      1\j»  »-i»    fjt 

die  AbstfiDcle  de?  Schwerpunkte  tod 

'  *o »    *i  *    *a »    #8  >  •  •  •  •  *» 
Ton  der  Drehungsaxe  sind: 

t(roJo+  Ti$i  +  r»«ji  +  Va  +  ••••  +  »*«*•)• 

Ist  inin  r  der  Abstand  des  Schwerpankts  der  ganzen  gebrochenen 
Linie»  welche  wir  durch  s  bezeichnen  wollen,   wo  also 

ist,  von  der  Axe;   so  ist  nach  der  Lehre  vom  Schwerpunkte: 

r$  =  rofo  +  »'i*i  +  V«  +  ^^H  +  ••••  +»*•*!•; 

also  nach  dem  Torhergehenden  trs,  oder,  wenn  «o  den  Weg  des 
Schwerpunkts  der  ganzen  gebrochenen  Linie  bezeichnet,  $u>  der 
Inhalt  der  von  der  ganzen  gebrochenen  Linie  beschriebenen  Fläche. 

Denkt  man  sich  eine  krumme  Linie  aus  unendlich  vielen  un* 
endlich  kleinen  geradlinigen  Elementen  bestehend,  so  übersieht 
man  auf  der  Stelle,  dass  der  im  Vorhergehenden  fär  beliebige 
gebrochene  Linien  bewiesene  Satz  auch  ganz  allgemein  flir  alle 
krummen  Linien  gilt 

Dass  man  sich  dieses  Satzes  auch  häuGg  umgekehrt  zur  Be- 
stimmung der  Lage  des  Schwerpunkts  krummer  Linien  zweck- 
mässig bedienen  kann,  ist  klar.  Dreht  sich  z.  B.  ein  Halbkreis, 
dessen  Halbmesser  q  sein  mag,  um  seinen  Durchmesser,  so  ist 
nach  den  Lehren  der  Elementar  -  Geometrie  4«)%  der  Inhalt  der 
von  demselben  beschriebenen  Kugelfläche.  Ist  nnn  ti  die  Entfer- 
nung  seines  Schwerpunkts  von  der  Drehungsaxe,  so  ist  der  Weg 
des  Schwerpunkts  io=2tt7r,  die  Länge  des  Halbkreises  ist  aber 
«  =  p7r*  Weil  nach  dem  im  Obigen  bewiesenen  Satze  ito  der 
Inhalt  der  beschriebenen  Kugelfiäche  ist,  so  ist 

2p 
woraus  sich   u  =  —    ergiebt,    was    auch    aus    der    anderweitig 

längst  bekannten  Bestimmung  des  Schwerpunkts  jedes  Kreisbogens 
folgt. 

In  Taf.  HI.  Fig.  4.  sei  jetzt  ABC  ein  beliebiges  Dreieck  und 
MN  eine  in  dessen  Ebene  liegende  Axe,  um  welche  wir  uns  die 
Ebene  des  Dreiecks  gedreht  denken  ;  MN  nehme  man  als  o;- Axe 
und  O  als  Anfiing   eines  rechtwinkligen  Codrdinatensystems  der 
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xy  an,  und  beseichoe  die  Coordinateo  der  drei  Spitzen  A,  B,  C 
des  Dreiecks  in  diesem  Systeme  respective  durch  ^i»  Jfi;  ^«»  Jf^; 
^tf  &9'  ^^'  Drehungswinlcel  sei  i  und  V  sei  das  Volumen  des 
bei  der  Drehung  von  dem  Dreieck  ABC  beschriebenen  Korpers, 
der  FIScheninhalt  dieses  Dreiecks  aber  werde  durch  F  bezeichnet 

In  dem  ersten  der  beiden  in  der  Figur  dargestellten  Fälle  ist 
oiTenbar  nach  der  aus  der  elementaren  Stereometrie  bekannten 
Formel  für  den  Inhalt  des  abgestumpften  Kegels,  wenn  i  in  Tbd« 
len  der  Einheit  ausgedrückt  angenommen  wird: 

also,   wie  man  leicht  findet: 

+  liafily»(yi -ys)  +  (yi* -»8*)l 
+  lia^  13^8  (»%  -yi) + (ys*-yi*)  \ . 

und  folglich: 

F=  ii(yi +ya+y8)t^i(y8— ya)  +  ^s(yi— y8)+J?8(y«— yi)l* 

Nun  ist  aber 

F=a4{ar,— ari)(yi+ya)  +  i(«8— ^2)(ya+y8)  — i(a?8— ^i)(yi+y8) 

=  4(^i(y8— y2)+^a(yi— y3)+^8(ya— yi)). 

folglich  nach  dem  Vorhergehenden: 

F=it(y»  +  y,  +  y,)F. 

In  dem  zweiten  der  beiden  in  der  Figur  dargestellten  Fälle 
ist  auf  ähnliche  Weise: 

F=     it(ara— ari)(yi*+yiy3  +y8*) 

—  it  (ara  -  JTi)  (y,* + yiy«  +  ya«) 

—  It  (^8 — ^a)  (ya*  +  if^tfz  +  y8*) » 
also,  wie  man  leicht  findet: 

F=  iir,lyi(ya-y3)+(y«*-y8»)l 
+  itea{y8{y8-yi)+(y8'-yi*)l 
+  lia?8«y8(yi-»«)+(yi'-ys*)U 
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Qod  folglich: 

Nun  ist  aber 

F=K^a-^i)(yi+y«)  — U^a-^i)(Ä+y«)— 4(^a-^«)(3ra+3ri) 
=  it  «1  (ya-^ya)  +  ^«  (ya  -  yi)  +  «» (yi  — 3^  l* 

also  nach  dem  Vorhergehenden; 

r=Jt(yx+y,  +  y,)F. 

Folglich  ist  in  beiden  Fällen,  also  in  vGlIiger  Allgemeinheit;: 

F=Jt(yi+ya+ya)F; 

ood  da  nnn  nach  einem  bekannten  Satze,  wenn  u  die  Entfernung 
lies  Schwerpunkts  des  Dreiecks  von  der  Axe  bezeichnet, 

«  =  i(yi+ya  +  Ä) 
ist;   so  ist 

F=ittF. 

Bezeichnet  aber  w  den  Weg  des  Schwerpunkts,  so  ist  offenbar 
to^siä,  also 

F=frF, 

Haben  wir  jetzt  ein  Netz  von  Dreiecken,  deren  FMchenränme 

Fo>    Fi$    Fj,    F3,....  i^ 

sein  nOgen,  und  bezeichnen  wir  die  Entfernungen  der  Schwer« 
puokle  dieser  DrMecke  von  der  Drehnngsaxe  respective  durch 

«0»     «I,      tf29     «8,....   Unp 

den  Inhalt  des  ganzen  bei  der  Drehung  von  dem  Dreiecksnetz 
beschriebenen  Körpers  durch  F;  so  ist  nach  dem  Vorhergehen- 
den, wenn  i  seine  aus  dem  Obigen  bekannte  Bedeutung  behält» 
offenbar : 

FÄi(t«oFo  +  «iFi  +  «aFa  +  ie8F8  +  ....  +  tt»F,). 

Bezeichnet  aber«  F  den  Flächeninhalt  des  ganzen  Dreiecksnetzes 
und  «  die  Entfernung  seines  Schwerpunkts  von  der  Axe,  so  ist 
nach  der  Lehre  vom  Schwerpunkte: 

_t<oFo  +  tf,F^+«aFs  +  ttaF,  +  ...,4tf,.F|, 
"-         Fo+Fi.+  F.  +  Fa  +  -...+F. 

TktU  XXXU.  M 
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^also,  weil  offenbar 
ist, 

folglich  nach  d^nr  »iJiergeiitendopi  i 

oder,  wenn  wieder  to  den  Weg- des  Scherpiinkts  des  Netzes  be- 
x^d^boett 

F=toF, 

\K^U  VW  ßV^  i^4e  kiqmiWMfi«.  Figw  «)s  ein  N^  «Aeiid^ 
lieh  Tielei  v#<^ich  kkei^i^i;  4x^i^cki«^  E^ei«^Bt^  dwb99  fcaWP^ 
80  ist  klar,  dass  vorstehende  Gleichung  auch  fiir  alle  krurom- 
linigen  Figuren  gilt,  und*  wiv  kdnaen  daher  jet^t  den  folgenden 
allgemeinen  Satz  aussprechen : 

Wenn  eine  beliebige  Linie  oder  Figur  in  einer 
^biep^e  gan?;.  auC  ^tll^x:  ft^^ite  ei,nei^  iu  d.^r^ei.be«:]tl^«94 
liegenden  Geraden  oder  Axe  liegt,  und  uro  di^s^  4k9^4^ 
die  £bene  um  einen  beliebigen  Winkel  gedreht  wird; 
so  wird  der  Inhalt  der  von  der  in  Rede  stehenden  Linie 
Iliet«ekv>k'e»benen  Fd&eki»  »d^ev  d»s  von  d»r  in  Re^de^  ste- 
henden Figur  b.^8chrie,benen  Körpers  immer  darge* 
stellt  durch  das  Product  aus  der  Läiige  der  Linie  oder 
'djS>«,  InMIte.  de*^  FiCgUrf  rn  den  Weg,  welehea  hkw 
8ct|w^<p>«Kikfe  bi«i;  d[^r  Qfehiing  det  Ebe»e  b»stkrlekei% 
hat. 

Hat  z.  B.  eine  Ellipse,  deren  Haibai^en  a,  b  sein'mogen,  niii 
eine  Axe  ehie  ganze  Drehung  vollendet»  wodurch  ein  Ring  ent* 
standen  Ist,  und  bezeichnet  n  den  Abstand  des  Mittelpunkts  der 
Efltpse  von  der  Drehungsaxe;  so  ist,  da  abn  bekanntlich  der 
Flächeninhalt  der  Ellipse  ist,  nach  dem  obigen  Satze  abn.Üun 
=:  2abu7c  dwr  k«rperUcb^  Inkatl  dos  Rinkes.,  \mA  wenn  E  den 
Umfang  der  Ellipse  bezeichnet,   so  ist  2Eun  die  Oberfläohe  des 

JrelllgeS* 

Aehniiche  Beispiele  würden.  «ivU  l^idit  iMhseae  gubdn.  kMr 
sen,  was  aber  hier  nicht  nothig  ist. 
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Zw6l  BViii^tjise  ter  Äle  im  ArcliJV,  Uli.  XXXI.Hdftt  S.4^7. 
mitgetheilte  Construction  aer  fnittleren  rropbrtiohaie. 

Von  Herrn  A.  Krug  er,  t)irector  der  köojgl.  Realtchale  lo  Framtadr. 

I.  Man  denke  sich  CE  (Taf.  III.  Fig.5.)  gezogen  und  von  E 
auf  AB  das  Perpendikel  EF  gefällt,  welches  AB  in  F  balbir^r» 
Hird;   dann  ist 


d.  b. 


fiF^=  i^fi«  -  i^f  »= ti:»-  f;f », 


al80i 


If.  Nach  der  Construction  sind  die  beiden  ''Drefecke  ACE 
«nd  AEB  gleichschenklig»  and  fdf^ioby  Aa  "sie  den  Basiswinkel 
£i^fJ  gemein  haben ,  einändelr  Shnlitih;   miflhin  ist: 

ÄC.ÄE^Xk.^B, 

d.  h. 

uxAEzzzAExb. 

A'nm  er  kling.  Ware  .kiich  \dCE  gfeidKscNeiik'lig,  d.h. 
2?fe  =  BC,  so  VvSi»e  in  Vermhdung  hait  dem  Vorigen: 

ACxBCzsiBCiÄB, 

a]so  die  Gerade  AC  in  i?.  nach  dem  goldenen  ^cbi^itte  getheijt 
Noch  erlaube  ich  mir  zu  benierken«  c^ass  die  von.  Gouzy.  mit- 
getheilte Condtruction  schon  in  deni  durch  seine  litterar- histo- 
rlseb^  Anüierkcrnlgen^  aasi^esselchneten  Lehrbiiche  der  Geöiiietrie 
von  Kunze.  Jehä  1842.  S.  176.  angegeben  Und  ein  fievi'eis  di1r<^h 
die  Airtiiiftdifcelt  rechtHlhkliger  Dreieckig  geführt  wird. 


Von   dniii  Herausgeber. 

In  Taf.  Ili.  Fig.  6.  sei  P  ein  beliebiger  Punkt  einer  mit  den 
beiden  Halbaxen  a,  h  um  den  Mittelpunkt  C  beschriebenen  Ellipse, 
dessen  Coordinateu  CQ,  PQ  wir  wie  gewohnlich  durch  j:,  y 
bezeichnen    wollen.     Legt   man  nun  durch   P  eine,    die  beiden. 
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ii9ttiigenfali0  gehörig  ▼erUngerteo  Axen  in  A*  ond  ff  schneidend« 
Gerade  A'B,  und  setzt  PA'^u,  PB'  =:v,  QA'z=u>;   so  ist 

ux 
fr::r  =  ttc99    also  r  =  —  • 
w 

Nun  ist  aber 

also  nach  dem  Vorhergehenden : 


aux 


aas  weicher  Formel  sich  ergiebt»  dass,  vi^enn  die  Linie  A' B*  so 
gezogen  wird ,  dass  ti  :=  6  ist»  dann  jederzeit  v  =  a,  folglich 
A'B'ziza  +  b  ist. 

Dieser  Eigenschaft  der  Ellipse  kann  man  sich  bedienen ,  «ni, 
wenn  mit  zwei  gegebenen  Axen  eine  Ellipse  gezeichnet  werden 
soll,  schnell  mehrere  Punkte  derselben  in  beliebiger  Anzahl  za 
finden.  Sind  nämlich  a,  b  die  beiden  gegebenen  Halbaxen,  so 
ziehe  man  zwei  in  dem  Punkte  C  auf  einander  senkrecht  stehende 
Linien  xxi  und  yy^ ,  nehme  in  ^^  einen  beliebigen  Punkt  B'  An, 
dessen  Entfernung  von  der  Linie  a:,r.i  nicht. grosser  als  a  +  b  ist, 
setze  den  Zirkel  in  B'  ein  und  beschreibe  mit  dem  Halbmesser 
oder  der  Zirkeloffnung  a  +  b  einen  Kreisbogen,  welcher  die  Linie 
0:2*1  in  den  beiden  Punkten  A'  und  Ai'  schneiden  wird.  Hierauf 
ziehe  man  die  Linien  A'B'  und  Ai'B*,  und  schneide  auf  den- 
selben von  B'  aus  die  Stflcke  B'P=:a  und  ^'P|=a'ab,  so  sind 
P  und  Pi  zwei  Punkte  der  zu  beschreibenden  Ellipse. 

Die  weitere  Aäsf&hrung  dieser  Construction,  die  Clbrigena^ 
wie  leicht*  in  die  Augen  fällt,  mehrfache  Modificationen  zolSsst. 
zeigt  Taf.  III.  Fig.  7.  deutlich.  Man  sieht  aus  dieser  Figur  auch 
ohne  Weiteres,  wie  man  durch  Zusammenßignng  von  vier  Line- 
alen zu  einem  verschiebbaren  Rhombus  sich  ein  einfaches  Instm- 
ment  zur  Beschreibung  aller  Arten  von  Ellipsen  bilden  kann. 
Ob  sich  die  Sache  schon  anderweitig  findet,  weiss  ich  nicht. 
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Pby^tscjie  Zutammenkaiiße  der  42  ersten*),  kleinen  Plane- 
ten wäikreild  der  nftehsten  lahlse; : 

Voa 

Herri»  Karl  von  Littrowy  .. 
wirkliishem  MllglM«.  der  kauerlich^ii  Akademie  der  WisccMcbaftca«  . 

(Aue  dem  Decemberhefke  des  Jahrgangs  1857    der  SitxuhgAl>eriiehte  def 
mathem.-nattirw.  Clatse  der  kais.  Akademie  der  Ynssc^ntcliaften  f.n  Wien 
;       [Bd.  XXVII.  S.  Ö23.]   beaonders   abgedruckt.) 

CAus%vff  muißiner  fUr  dU  Denkschriften  ifßsUmmien  AöAandiun^.). 

Die  hier  vorliegende  Aufgabe  theilt  sicli  ihrer  Natur  nach  In 
zwei  Theife:  zuerst  sind  die  Orte  aufzusuchen,  in  vrelch^n  dfe 
Bahnen  deif  betrachteten  HImmelskcSrper  einander  Besonder«'  nahe 
kommen  9  dann  die  ij^eiten  zw  bestim'm'en,  zu  welchen  je*  zwrf 
Planeten  in  diesen  Bahn nShen  zusammentreffen. 

Den  ersten  Theil  dei$  Problemes.  habe  ich  auf  graphischen^ 
Wege  im  weseptljchen.. auf  dieselbe  Art  zu  loses  gesucht,  die  ick 
in  einer  früher  bekannt  gemachten  Arbeit  (Jahrgang  1854,  Jän«- 
nerheft  dieser  Sitzungsberichte)  ilber  die  Bahnnähen  von  perio- 
dischen Gestirnen  unseres  Sonnensystems  befolgte. 

Es  fanden  sich  so  zwischen  den  hier  in  Untersuchung  gezo- 
genen 42  Asteroiden  549  Bahnnäben  mit  Distanzen  unter  Q'l  der 
halben  grossen  Erdbahoaxe,  darunter  157  von  besonderer  Enge, 
etwa  002  Distanz  und  darunter.  Je  zwei  Bahnen  näherten  sich 
einander  an  zwei  Punkten  in  1Ü9  Fällen« 

Die  Vervollkommnung  der  Zeichnungen,  welche  der  Arbeit 
zu  Grunde  lagen,  erlaubte  den  Ort  der  Bahnnähe  im  Räume  voll* 
ständig  anzugeben,  und  sich  so  zu  Qberzeugert,  dass  irgend  be- 
sondere Vertheilungen  derselben  nicht  stattGndeo. 

Für  die  nach  solcher  vorläufigen  Eenntniss  der  Bahnnähen 
nun  weiter  nothwendige  genauere  Sichtung  derselben  auf  dem 
Wege  der  Rechnung  habe  ich  nebst  den  bekannten  Näherungs- 
methoden, welche  dem  eigentlichen  Minimum  der  Bahndistanz  die 
gegenseitige  Entfernung  der  beiden  Curven  in  der  gemeinschaft- 
lichen Knotenlinie  oder  in  dem  Breitenkreise  der  Bahnnähe  sub- 
stituiren,  eine  Weise  angegeben,  wie  man  ohne  zu  grosse  Weif-- 
läufigkeit  die  kürzeste  Distanz  selbst  finden  k5nne,  zog  es  jedoch 
vor,  diesen  Gang  der  Untersuchung  nicht  einzuschlagen,  sondern 


*)  Dorch  die  in  Kreise  eiai^eechlnseeDen  Zahlen  1  bin  4S  beseichnei. 
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ijHM  SichtüV^^  mit  dl^Vh  ^WdVeii  i'helte  d«rr  Ävf^M  ^a  VtirftMdra; 
also  gleich  auf-  dib  BeBtimmihig  dfa*  Darcft^angaseifen  je  sweier 
Planeten  durch  ihre  bezüglichen  Bahnnähen  überzugehen,  eine 
Arbeit,  die  flir  den  grossten  Ttieil  der  Gombinationen  mit  Bahn- 
nähen jedenfalls  ddhshkülffiihreU'  üit;  Md  dKf ^^z  ebenso  wie  die 
Grösse  Aht  Distanz  üb^  da«  hteteiss«  ^fctf^det,  weliclles 
einer  BahnB&he  zukommt.  Sechs  der  betrachteten. Planeten :  Daphne, 
Harmooia,  Isis,  Laetitiaj(  Leda  und  Leucotbea  fügten  sich  dieser 
Behandlungsweise  nicht,  da  ihre  Elemente  für  eine  solche  Vor- 
ausbestimmung noch  zu  wenig  genau  bekannt  sind,  und  mussten 
der  empiriseheh  Vergtefehnng  von  Ephdme'rideil''Vorb^ha1feYi  btei- 
beoi  Von  den  übrigjen  36  Himmelskurpern  wurden^  die .  Differen- 
zen ,d^T  burcbgangszeiten  dqrch  die  betreftendeo  ^^ahnnäbenOm- 
iauf  für  Umlauf  bis  zuip  Ende  des  laufenden  lahrhupäerts  bestimmt^ 
pnd  einstweilen  diejenigen  Gombinationen  herausgeliofien,  bei 
welchen  Zusammenkünfte  iif.ährend  der  nächsten  JO  Jahre  .('^^ 
— 1867)  zu  erwarten  sind.  Ich  fand  im  Ganzen  19  solcher  Fälle. 
Diti  näheren  Modalitäten  vbn  ZütrAmmtf^takünfU^h  dtsr  AstteVdiden 
Ik^siih  sitk  ätts  frekaiiHteil  iBHIhd^n  liiiliiel'  ilwp  fBr  die  bätelMi 
Erstbehiühg  übgebM.    )So  hat  Man  flfr  dak  Jatitr  IW6: 

.    g9gen»eitige  Diatumz»  Zeit  der  Zuaammenku^i. 

Enterpe- Lutetia 
^ßÄllbrtä-Ml^lii 
l^olyhymniä-Vesta 
.^    Egeria-Laetitia 

simmtlich,  wie  man  sleht^  noch  zti  gi-oWse  Dil^aVizen;  ^  dai(S 
man  irgend  besonderen  Wirkungen  dieser  Zus.ammenküpfte  entge- 
gensehen, dürfte.  Da  ich  aber  von  1867  bis.  19ÖQ  noch  beiläufis 
50  Zusan^menkünfte  auffand^  j  so,  kann  man  der  Hoffnung  Raum 
geben,  in  nicht  zu  ferner  Zukunft  einem  wirklich  merkwürdigen 
Phänomene  dieser  Art  zu  begegnen. 

ich  hatte  die  Arbeit,  deren  Ergebnisse  bi^j^  kurz  angedeutet 
wurden«  yollig  beendigte  aU  mir  von  Herrn  C.  .f^insser  in  l^bn- 
neberg  bei  Coburg  eine  Behandlt^n^  des. ersten  Theiles  vorliegen- 
den* Problemes  fßr  dieselben  42  Asteroiden  ztigjng,  die. sich  von 
meinem  Standpunkt  dadurch^  wesen tuen, u'n Verscheidet ,,  d^ss  Herr 
Linsser  lediglich  auf  dem  Wege  der  Kecbnunj;.  die  JBahnnänen 
aufsucht.  Er  entwirft  ^ nämlich  für  s§nmt|icfce  .Planeten  Tafeln, 
clie  von  5^  zu  h\  der  Länge. den  ftadius  Ve<;tor  und,  die  Breite 
cUs  Planeten  geben.  Die  Vergleichung  sweier  solcher  Tafeln 
lehrt  ihn  beilän6g  die  Pnnkte  kennen,  in  welchen  zwei  Bahnen 
^fnan^r  nah«  li^g^.    \yttch  die  DelfthnlmiVl^^  d^r  Distänie  ehtwe- 
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be'cemW  15.-^6. 

der  in  der  gemeinsaoieii  iCfiotenlinte  ^der  üi  .einem  jenen  Punkten 
n^b^liegenden^  Breit^pjcreif e .  en^cbeidet  er  dßqn ,  qb  eine  wirk- 
lich Bahn  nl^e  iynerhatb  d^^  ajigenom meinen  Grenze  O'l  stattfin- 
det, Die  Vefg^leicl^ung  seiner  Arbeit,  welche  er  mir  in  meine 
Abliandlung  auszugs^'^ise  auf^unel^men  gestattete ii  m^t  meinen 
Resultaten  zeiget  ei^e  im  allgen^einei^  befriedigende  Ueb^reinstim- 
ipun^^  bei^eist  (^l^er  zuglei^^liy  4^ss,  wie  i(:h  vpn  vqrnherein  Ver- 
muthete,  jene  beiden  abkürzenden  Voraussetzungen  eip«^  Meqge 
merkwürdiger  Fälle  übergeben  lassen.  Herr  Linsser  bat  so  123^ 
mitunter  sehr  enge  Bahnnäben,  die  ich  .aufFühre»  nicht,  während 
in  meiner  Zusammenstellung  keine  der  bei  ihm  vorkommenden  fehlt; 


Ucber  ein  merkwürdiges  Neben  -  Sonnen  -  Phänomen. 

Beobacl^^et  s^i^  Ciiliii  .^.  d.  Wi  am  Risten  A|>n|^  1856  ^o^  Herrn  Kobso, 

daiUMl«  Lehrer  an  der  Realschole  zu  Cntm,   jetstt  Lehrer  der  Mathe- 

nalilc  nnd  Naturwiisenscliafl  am  Crymnaaiqm  9u  (jjck. 

(M.  «,  Tßf.  in.  Fig.  8.) 

Um  die  Sonne  als  Mittelpunkt  zeigten  sich  zwei  ziemlich 
vollständige  Kreise  von  etwa  224^  und  45^  Halbmesser,  von 
denen  der  kleinere  sehr  viel  schwächer  ala  der  andere  war,  auch 
mit  Ausmlhme  seines  obersten  Thelles  ohne  Regenbogenfarben. 
Die  Nebensonnen  im  kleineren  Kreise  waren  äusserst  glänzend, 
liach  d^r  Sonne  zu  rotb»  tiacb  aussen  hin  blendend  weiss.  Der 
zugehörige  Beruh rungg{bogen  hatte  nur  wenige  Grade.  Der  zweite 
Kreis  um  die  Sonne  war  nach  Süden  und  Osten  bin  fast  vdll^ 
ständig  ausgebildet,  etwa  |  so  breit,  wie  der  gewohnliche  Regen- 
bogen, und  glänzte  hier,  wenn  auch  nicht ''überaN  gleich  lebhaft. 
Hl  dei^  f  chon^lea  RegeHbogenf^bciii.  Sein  BerCjbrungsbiigen  mn- 
fasste  fast  einen  Halbkreis  und  war  sehr  deutlich  ausgebildet. 
Der  Mittelpunkt  beider  Berührungsbogen  lag  scheinbar  hn  Zenitk 
Die  Lage  der  fünf  Nebensonnen  erhellt  aus  der  Figur.  Die  weisse 
Nebensonne  i  m  S  ü  d  q«..  hatte  nqf  sehr  matten  Glanz ;  die  beiden 
in  SO.  und  NW.  waren  bellglänzend.  Die  letzteren  beiden  ge- 
hurten ihrer  Lage  nach  einem  dritten  concentrischen  Kreise  um 
die  Sonne  an,  dessen  Halbmesser  90^  betrug;  von  diesem  Kreise 
eelbst  aber  war  niichl»  a»  bemerken.  Die  einzelnen  Theile  des 
Phänomens  verschwanden  nach  und  nach,  zuletzt  die  beiden 
farbigen  Nebensonnen. 

'Piaoh'«iiiem  Beriehte  ans  Broniberg  i«it  da«  Phinemen  dort 
lange-rtteht  isw  veHslähdl^' geseiken  nH^r^,  wl«  hier  in  C«lm. 
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36Ü  -  Mlueilen. 

Von  dieiii  ller««t^eb«r. 

Wenn  die  Linie  AB  (Taf.  III.  Fig.9.)  in  C  nach  dem 
äasseren  und  mittleren  VerhSftnisse  getheilt  \bX,  ffber 
AB  als  Durchmesser  ein  Halbkreis  beschrieben  und 
in  Cauf  AB  ein  Perpendikel  errichtet  wird,  welches 
den  tialbkreis  in  D  schneidet»  so  ist,  wenn  BC  der 
grossere  der  beiden  Theile  AC  und  BC  ist,  immer 
AD  =  Ba 

Weil  nSmlich  AB  in  C  nach  dem  äusseren  und  mittleren  Ver- 
hältnisse getheilt  und  BC  der  grossere  Theil  ist,  so  ist 

AC:BCz=zBCiAB. 

Nun  ist  aber: 

ÄD^^AÜ^^CD^.    C^^AC.BC; 

also : 

A&  =  AC^  +  AC.BC=AC.(ACi^BO  =  AC.AB, 
folglich,   weil  nach  dem  Obigen 

laii 

^0^=      ]^     =BC^,    AD^BC,  w.£.b.w. 

Diesen  Satz  habe  ich  aus  J.  Kepleri,  Astronom!,  Opera 
omnia  edidlt  Ch.  Frisch.  Volumen  I.  Pars  I.  p.35.  enf- 
lehf^t  Ist  derselbe  noch  nicht  bekannt,  was  ich  nicht  weiss,  so 
kann  er  eine  leichte  Uebungsaufgabe  abgeben, 

Zuge  man  BD,  so  wäre 

'BD^:^WC*  +  'CD^=BC^+AC.BCz:zBC.{AC+BC)=ßC.AB, 
fAso  nach  dem  Obigen: 

BC.BO      bc^ 


BD*= 


AC      —  AC 


Berichtig  ong» 
Tbl.  XXÜ.  S.  a53.  Z.  d..y.  u.  sUtt  ^eingctehrteber««  eetse   mm» 
^elngescfartf  bener.  *^ 

Tbl.  XXXI.  S.217.  nnd  S.218.  aette  man  öberall  Hei«  statt  Hei««. 
Statt  der  Seitenzahl  „464«'  in  Tbl.  XXXI.  steht  fäUchlicb  „444.«' 
Tbl.  XXXI.  S.a44.  E.  17.  «tatt  „eiafackoV«  b.  n«  „elafaeh.** 
TU.  XXXll*  8.  U^  «ai.  lu  m.  sMt  „ihm'*  Mine  naa  ,.ilin.'« 
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Nmo  Blethode  zav  Batwerfirngpenpeetifiseher  SkddH 

nungen,  n^bst  ein^k*  streng  M'ifi'äenschafflichen  l^aiitf^- 

iong.  der  Perftp6€Ü?e  übecbuipt ' 


Vott 
dem  Herausgeber. 


E  i  n  I  e  i  t  a  n  g. 

•  fMe  PcfiPftpecti^e  tet  eine  d«r  MtMten  »etbetiiatiecheii  Wbi^ 
Benschaften,  und  tevdankt  ibre  Entstebong  den  seiobnendeb  anB 
arcUitektatfischen  Künateo^  so.  itie  die  «beni»»  sphlri^ctie»  aphS- 
roidiaclM '  udd  ioxodtomUche  Tvig^nömetrie  äre  Entatebung  dclr 
ftaadidic»  Aat? aabmie  •  »nd  Nautik  yerdanken.  An  Baarbeiteni 
der.Pertipectlva'bat'fta  daher. 4«cb  anter  Malern  und  Architekteil 
an  Iceiner  Zeit  geCehlt»  und  mehrere  berObmte  Mathematiker  haben 
dieaer  Wiaaenscfaaft  ihre  Kräfte  gemdmet  Aber  jingeaebtet.die» 
aer  vielfadien»  s^t  dem  «rateD,  BMbr.  wiaaenacbafiliebeD»  jedoob 
nngedraefct . gebliebenen  Tractat  von  Leoniirdo  da  V.in^l,  «|if 
den  er  ^tch  in  seinem  Werke  über  die  Haierei,  weicbea' lange 
nach  seinenf  Tode  beransgekommen  iat»  hänfig  beaeht»  oft  wie* 
derholtaa  Bearbeitangei%  steht  die  Perapectire  unmer  noch  anf 
Jer  Stofe  der .  Kindheit»  und  •  iSaat  sowohl  in  Baang  aufbahre 
wiaseascbaftiiebe  Behandlung ,  als  aneb  anf  die  Allgemeinheit  der 
IMtlibden,  nach' denen  aie  ihre  graphischen  Datatellimgen  •  «oe^ 
filfart,  noch  aehr  Vieles,  ja  fast  Allea  zm  wfinachen  fibrig.  Einen 
bedeetenden  SohtitI  yorwärta  hat  indess  jedenfalls  Im  Jahre  1890 
der  EagiSnder  Fariaeb  getfaan»  weleber  aoerat  den  gewias  aehf 
glÜeUiehen  nnd  fnicbtbaren  Gedanken .  (aaste »:  :den  .graphiscbeil 
Banitellungen  der  Perapectite»  wenn  aneb  freiBcbin  sehr  bealclvänk.«' 
tem<'Sinne,<  ein  eigentbflmlicfaes  System  peraplBct&isehiBr  Co<ttdl« 
nateh)  «n  6niiifle  im  legen»  %eimus  igegenwärtig  dle^freiUoh  mit 
deai  niebt  eben  gliaklich  gewählten  Namen  ,,'Avmometrle'*  oder 

ThaUXKXU.  » 
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»•  AzoDometrUche  Projections- Methode''  belegte  graphische  Dar« 
stellangemethode  hervorgegangen  Ut»  welche  jetzt  »o  häufig  bei 
der  Zeichnung  von  Maschinen  und  anderen  Gegenständen  io  An- 
wendung gebracht  wird.  Aber  der  von  dem  Erfinder  dieser  jeden- 
falls  sehr  Terdienstlichen  Methode  und  allen  seinen  Nachfolgern 
festgehaltene  Gesichtspunkt  ist  viel  zu  eingeschränkt,  und  bat 
bis  jetst  der  eigentlichen  Perspective  gar  keine  Frucht  getragen; 
denn  bei  den  sogenannten  azonometrischen  Dar(»teilungen  wird, 
wie  man  gewuhnlich  sagt,  das  Auge  des  Beschauers  in  eine  nn- 
ciidbek' gtMse  Entfernung  von  der  Tafel  versetzt,  diese  Dnmftel* 
l^gen  liefern  eigentlich  gar  nichts  weiter,  als  die  orthographi- 
schen Projectionen  der  abzubildenden  Gegenstände  auf  der  Tafel, 
nnd  bieten  vor  anderen  Zeichnungsmetbodlstt  dieser  Projectionen 
dem  Zeichner  in  der  That  eigentlich  nur  den  Vuitbeil  dar,  dann 
er  bei  jeder  Lage  der  Tafel  gegen  den  abzubildenden  Gegenstand 
die  Zeichnung  ziemlich  mit  g(ieicher  Leieh'tigkeit  auszufuhren  im 
Stande  ist.  Ich  habe  mich  daher  seit  längerer  Zeit  damit  besch&f- 
tigt,  den  gläcElichen  Gedanken  von  Farisch  für  die  Perspective 
im  Allgemeinen  fruchtbar  zu  n^achen,  und  uill,  wie  mir  dies  ge- 
lungen  nnd  von  welchen  Grundansichten  ich  dabei  ausgegangen, 
iiever  ich  all  .der' Ausführung  im  Einrielneii  iiiergeiie^-  sneryt  in 
dn»  BOrie  iA  einigen  allgemeinen  Umriesen  darlegen. .     . 

Die  Perspective  Ist  eine  In  den  weiten  Kreis  der  Anwendoog 
der  Mnthetnatik  gebTirende'  Wissenschaft.  Se  wie  die  Geodiaie^ 
fllttiii'si#  allen  ihren  Operationen  gewisse,  durch  unmÜtnlhttM 
Messung  gewonnene  und  altein  nnrzn  gewinnende  Data  z|tt  Grunde 
legen',  welche,  mOgen  sie  nun  Linien  oder  Winkel  sein,  jeder« 
Sek,  dciveh  eine  gewisse  Haas« -Einheit  ausgedrtfckt,  in  ZnUen 
gegeben  sein  werden.  Wenn  nun  auch  die  Operationen  der  Per* 
epective  selbst  eigenftiieh  gana  grafikischer iNatur 'sind,  so  hut  nie 
dies  decH  insofern- ganz  mit  der  GeedätHC  gemein,  dass,  srie  in 
diene!  die  Anferligung  eines  Plans  oder  Rtsees  der  orthdgra|ihi« 
ifceben  Projeotiob  des  al^bldenden  Gegitotandes  auf  keuio'  ioth-. 
noritalen  Ebene,  .'welcher  eine  der  orthographischen  Projecliett  nacfc 
gebmetrisehen  Begriffen  äbtoiidie  Figur  ist,  alsJetster  undeignDt* 
Heber  EofmA  sieh,  ergiebt,  auch  ihre  Absieht  lediglich  auf' din 
Ealwerfung deines,  freilich  auf  gann  anderen  Grundaätaen,  die  liier 
fliglich  im  Allgemeinen  als  iiekannt  vorausgesefnt  werden  käanen^ 
bdnihenden.  Plans  oder  RiesiBS  des  abaubiidanden  Cregeiistandea 
gerlohiet  iat  Man  i^eis«,  mit  wie  grossem  Vorthett  ffir  die  6e* 
nauigkeit  die  Pläne  der  Geedäsia  jeisl  niel&eh  mit  flüfe  rach*^ 
whdcUg^r  CoerdinnAfn,  ^ie  gann  der  orthographischen  Projeetfoaa- 
niothodnnnd'den geodätiaehen  Operationen  flberhanpt atttspaoehsn», 
eatworfeni*wnfdan,  welche  CoordittAleB  aber  ia  allen.  Filleli.  «nC. 
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mta  Mmer  Hrmm  miuemcAfüarHfiir  4€t  PmtifMin  tfAarAMfCMt 

9iui  d^D  durch  iininiltelbare  Mespung.  gswopoeaen  Daten  berech« 
»et,  md  denpnaeb  eioem  gewieeen  verjüeg^^a  Maeaaetabe.  mit 
aller  nar  .m^iglkheD  Genauigkeil  aufgetragen  werden  tni^faep,  wof^ 
aiu.da#ui  nach  und  nach  der  ganie  zu.,  entwerfend^  RUs  oder 
Plan.  he«yergebt.  Eine.'gans  fibflUcbe  tfetbode  maea  nach  meiner 
Meinaeg,  .unter  Zn^undelegpag  eines  aaderfNi.sweclMntspr^cbeBh 
dem  .CeordioateDayateroe»  bei  der  Anfertigung  aller  perapectivisehea 
Rieap  oder  PIftne  befolgt  werden,  wenn  die  Perapeictive  überhaupt 
aqf  den  Nftmen  einer  mathematischen  Wissenschaft  aoll  Anspruch 
machen,  dürfen.  Erstens  müssen  also  jederzeit  gewisse  Dat% 
dnrchjnnvfittelbare  Messung  ipit  den  dazu,  geeigneten  Instrumea« 
ten,  pijbyei^  unter  Anwendung  einer  möglichst' geringen  Anzahl  Teo 
Hülfsmitteln»  gewonnen  werden;  and  ich  werde  im  Folgenden 
nameatlioh  zeigen,  dass  dazu  blosse,  ans  einem  einzigen  Stand* 
pnnkte«  d^m  Qrte  des  Auges,  Torgenommene  Winkelmessungen 
▼olii|[^^Vsreichen,  so  dass  künftighin  rielleicht  ein  kleiner  aweckr 
mfissig,  aber  keineswegs  von  der  gewuhnlichen  Construction 
wesen^ich  abweichend  eingerichteter  Theodolit  das  beste  und 
beqneynslse  Inslrameat  zur  Gewinnung  aller  bei  der  Ausführung 
pecifpecÜYfScber  Zeichnung  nothwendigen  Data  sein. dürfte.  Z  wei- 
te nvB(<n|Yisf»,  auf  der,  zur  Aufnahme  der  Zeichnung  bestimmten 
Tafel ,  deren  Lage  im  Räume  'natürlich  auf  eine  gewisse  Weise 
▼ollkommen  bestimmt  sein  muss,  ein  sweclcentsprechendes  Coor- 
dioatensystem  an^genommen  und  mit  Hülfe  einiger  vorher  auszn- 
ffibreiidiBn  einfachen  Rechnungen,  oder  auch  bloss  mittelst  gra-. 
phis<;ber.Metdoden»  genau  verzeichnet  werden,  auf  welches  die. 
miHelst  möglichst  einfacher  Formelm  aus  den  durch  Messung  ge*, 
wonnen^en  Daten  berechneten  perspectivischen  Goordinaten  der  zu 
en^^rfenden  Punkte  zu  be/Zichen  sind  und  nach  einem  genauen 
Maassstabe  aufgetragen  werden  müssen.  Drittens  müssen  end: 
lieh  aus  diesen  aufgetragenen  Coordinaten  mittelst  einer  beson- 
deren Construction  durchaus  bloss  auf  graphischetai  Wege  die 
perspeetrrisehen  Proje<|^nen  der  abzubildenden  ^  Punkte  gewon-' 
ne«  werden.  -^  Auf  diesem  Wege  werden,  sehr  zum  VortheO 
nMglkilfster  Genauigkeit,  Rechnung  vnd  Zeichnung  zweckmüsslg 
mit  einander  verbunden,  and  man  scbliesst  sich  ganz  der  Methodik 
an,  wetbbe' gegenwärtig  als  die  einfaehsle  und  genaueste  bei  der 
Entwefrfihig'  geodätischer  Pläne-  oder  Risse  immer  mehr  und  mehr 
anerkannt  wird  und  sich  immer  mehr  und  mehr  Ctoltung  in  der 
Pra^s.  verschafft;  die  Perspective  selbst  aber  wird  nach  mainer 
Meinung;  ^rst  auf  dijesem  Wege  zo  einer  wirklichen  praktischen 
mathem.i^tisch^n  Wissensdiaft  •erhoben,,  ein  Name,  aqf  den  sie' 
bbher ^gewiss  nicht  Ans|>ri]ch  machen  durfte. ..  Bemerken  will  Ich 
noch,,  daes  man  nicht  selten  4ie  Meinung  auss|(recben  h5rt,  die 
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Operationen  Jer  PeriipeotfVe  ieien  durchaus  gtUpbWher  Natof, 
ale  ihfisse  «ich  dähet  der  Rechnung  ganss   entaehfagen/  und  sv 
ftlleii  ihren  Reaultatö'n  bloss   dufrch  geometrische  Oonstructfonen 
gelangen.'  Dies  ls(  alifer/  wenigstetaiB  im  Sinne  der  reinen  Geo- 
metrie,  der  man  die  Perspeclive  gern  einverleiben  möchte^   gera- 
dezu ünmbgllcfaV    Denn   in  Jener  Wissenschaft  %verden  atl^  der 
Anffösung  der  'Verschiedenen  Aufj^aben  zu  Grnnde  zu  legenden 
Data  wirklich  Verzeichnet  oder  constrnirt  voriiegend,    nie  in  Zah- 
len,  in  einem' bestimmten  Maasse  ausgedrückt»  gegeben  gedacht« 
1^0  dann  freilich  LtneSd  und  Zirkel  «ir'^AufKtsung  ^tler  Aufgabeir 
hinreichen  j '  die  Perspektive  als   solche  Ist  aber  eine  praktische 
Wissenschaft' und  itHI  nichts  Andres  dein;    die  ihren'  Zeichnun- 
gen zu  Grunde  iu  legenden  Data  ki^onen  hur  durch  unmittelbare 
Messung  mit  Maassstäb  6nd  Winkelmesser/  oder  mit  letzterem 
allein«    gewonnen  werden,   und  bei  deren  Benutzung  llBr  die  zu 
entwerfende  Zeichnung  wird  man  also  immer  wieder  den  rerjflng- 
ten  Maassstab  tind  den  Transporteur  zur  Hand   nehmen  mOssea« 
was  die  damit  aufzutragefiden  Grossen  wiederum 'in,   unter  allen 
IJmständen  am  Besten  und  EIhfachsten  auf  dem  'Wege  der  Rech- 
nung zu  erhaltenden  Zahlen  gegeben  voraussetzt,  wodurch  jeden- 
falls ein  wesentlicher  Unterschied  zwischen  diesen  tind  denreiii 
geometrischen  Cbnstructionen  bedingt  wird.    Daher  fuhrt,  eben  00 
wie  in  der  GeodSsie«   auch  In'  der  Perspective  eine  ^erbindun^ 
der  Rechnung  und  Zeichnung  zu  der  l>esfen«  iiet  einfachsten  und 
g^nau^sten   Methode;    was  mittefst  des  veijiTnglen  Maassstahes 
lind  des  Transporteurs  aufgetragen  werden  moss,  muss  vorher  auf 
dem  Wege  der  Rechnung   erhalten   werden;    bei  Allem,   wobei 
2um   Auftragen    Lineal    und   Zirkel   genfigen,   ist   die  Rechnung 
gtnzlich  zu  vermeiden  und  bloss  die  Construction  in  Anwendung 
^  in  bringen. 

Was  ich  vorlier  nur  gaiHS  in  allgemeinen  UmrisseD  dargelegt, 
habe»  werde  Ich  nun  im.  Einzelnen  entwigkeln,  und  werde  dai»ei. 
alle.  Formeln  und  .  Gleichungen  In  grossAt  Allgemeinheit  sii  ga^i 
winnen  suchen»  was  zwar  f&r  den  nächsten«  hier  zu  enreicbendttiii 
Zweek  niebt  unbedingt  erforderlich^  aber  neth wendig  iat|  weno: 
lean  ungleich  zu  den  Grundlagen  gelangen  will«  welche  ein  leicli- 
te/>«  noch  weiteres  Fortscbceiteu  auf  dem-  im  Folgenden  voige** 
aeichneten  Wege,  möglich  machen. 

Im  ATTgemeinen  bezwecke  ich  aber«  um  dies  nochmals  mU 
Bestimmtheit  hervorzuheben«  durch  die  folgende  Abhandlung  der 
Perspective  eine'  aolche«  theoretisch  pnd  praktisch«  wisseliischaft- 
liche  Form  zu  geben «' welche  es  nxtiglich  macht« 'durch  geeignete 
Messtingen  mit  zweckmfissigeft  Instrumenten 'perspecfivlsclie  Risse' 
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oder  Pläne  von  gegebetie«  Objeeien  mit  deraelben  Sicherheit  auf 
dem  Wege  der  Rechnuf)g  und  ZeicbniiDg  zu  entiverfen,  wie  die 
Geodäsie  die  ihren  Zivecken  entsprechenden  Risse  oder  Pläne 
EU  eiitirerfeii  febrt,  die  Peripeetire  also  zu  derselben  Vellkom^ 
luenheit  bu, erheben,  wie  si^  die  Geodäsif  schon  längst  besitzt 


}.  1. 

O'rf   des   Auges. 
,    Qestiiniuiing   der  Lage   der   Tafelt- 

Alien  nnseren  'üntersuchutigen  ein  rechtwinkliges  Coordhia« 
terisystem  der  xgx  zu  Grunde  fegend,  werden  wir  rm  Folgen  den 
den  Ort  des  Auges  immer  durch  (FGH)  bezeichnen,  so  dass  alstf 
Fy  Cr,  H  die  Coordinateu  des  Auges  in  Bezug  auf  das  angenom- 
mene rechtwinklige  Coordinaten^ystem  der  x^z  sind. 

Die  Lage  der  Tafel  kaim  auf  sehr  fl^rschieden^  Avteti  hB^ 
stimmt  ««erden,  von  denen  jedoch  Im  Folgenden  haoptsficMMv 
nur  s«rci  Anwendung  finden  soÜen,  die  wir  daher  Jetzt  etwa» 
iiSher  erläntetn  wollen. 

Im  Allgemeinen  hat  die  Gleichung  der  Tafel  die  Form 

1) Ax  +  By  +  Cz  +  D=:.0. 

Sind  nun  aber  u,%i  €  die  Coordinaten  eines  gegebenen  Ponk« 
tes,  darcfa  welchen  die  Tafel  gelegt  Ist,  so  ist 

Aa\Bb^  Cef  Z>=:0, 

and  die  Gielchnng  der  Tafel  erhält  die  folgende  Form: 

2)    .    .    ..    il(«-a)  +  B(y  — *)  +  C(2  — c)=:a 

Bezeichnen  ferner  n',  6',  c'  die  Coordinaten  eines  anderen  Punk- 
tes und  X,  f(,  i'  die  ISO^  nicht  fibensteigenden  Winkel >  welche  der 
eine  der  beiden  von  dem  Punkte  {a'b'c*)  ausgehenden  Theile 
einer  durch  diesen  Punkt  gelegten,  auf  der  Tafel  senkrecht 'stehen- 
den Geraden  respective  mit  den  positiven  Theilen  der  Azen  der 
'»  y»  %  einschliesst;  so  sind 

3) 'Lzj^^yjz^^^-ji 

'  COSi  C0Sf4  cosv 

die  Gleichungen  dieser  Geraden,  uqd.weil  dieselbe  anf  der  Taftl 
senkrecht  steht,  so  hat  man  nach  den  Lehren  der  analytischen 
Geometrie  die  Gleichungen 


Digitized  by  VjOOQIC 


HßfiGruneri:  Neu$MÜhodeMrSiUmertitn§p$npüL7MekmttiiA, 

*•  "     *     ■  /     CosJt^*  C09f»  "^  cosir* 

W0iäiiB  sich  nach  2)  als  Gleichung  der  Tafel  die  Glelchang 

6)  .  .  .    (a'^a)cMX  +  (y^b)coBii  +  (x-'eycoBv=iO 

ergiebty  unter  welcher  Form  wir  die  Gleichung  der  Tafel  im  Fol- 
genden meistens  in  Anwendung,  bringen  werden. 

Obgleich  es  an  sich  wil)kClhrlicb  ist.,  auf  welchen  der  beides 
▼en  dem  Punkte  {a'b'c')  ausgehenden  T^heile  der  in  Rede  stehen* 
den  Geraden*  die  Kinkel  %,  ^\  v  sich  beziehen,  so  wollen  wir 
grosserer  Bestimmtheit  wegen  dazq  doch  immer  den  Theil  dieser 
Geraden  wählen »  welcher  von  dem  Punkte  {a'b'c')  aus  nach  der- 
^Iben  Richtung  hin  geht»  wie  von  dem  Anfange  der  Coordinaten 
aus  das  von  demselben  auf  die  Tafel  gefällte  PerpendikeL 

Uebrigens  erhellet  leicht,  dass  unter  der  Torbergehenden  Tor- 
aossetsnng  l^  ^»  m  die  IdfP  nicht  Abersteigenden.  Winkel  »md, 
vblev  welchen  die  auf  den  positiyen  Seiten  der  Ebenen  der  ys, 
tXfWy  liegenden  Theile  der  Tafel  nach  der  Seite  derseÜMo.  hii, 
auf  welcher  der  Anfang  der  Coordinaten  liegt,  gegen  diö  EbeoM 
der  yty  ix^  xy  geneigt  sind,  so  dass  also  nach  5)  durch  diese 
drei  Winkel  und  den  Punkt  {abc)  die  Lage  der  Tafel  immer  voll- 
kommen bes.timmt  ist  . 

Man  kann  die  Lage  der  Tafel  aueh  dur<di  die  drei  Punkte 
bestimmen,  in  denen  von  ihr  die  drei  Coordinaten -Axen  geschoit- 
ten  werden.  Denn  bezeichnen  wir  die  mit  ihren  gehurigen  Zei- 
chen genommenen  Entfernungen  der  drei  Durchschnittspunkte  der 
Tafel  mit  den  Azen  der  x,  y,  t  reo  dem  An&nge  der  Coordina* 
ten,  welche  wir  die  Parameter  der  Tafel  nennen  wollen,  respee- 
tive  durch  p>  f >  r;.  so  haben  wir  offenbar  die  drei  folgenden 
Gleichungen : 

ilp-f/>  =  0»    Äsr+/>  =  0,    O  +  D=0; 

ans  denen  sich 

A^-^,    B=-5     c=^^ 

md  folglich  nach  1)  ala  Gleichung  der  ¥afel  die  Gleichi|iig. 

i«)  ■    •  ■  ■    •  ^-*|  +  f- 

ergiebt. 
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Man  kann  leicht  l,  f»,  v  ans  pi  ^,  t  und  Qmgek«lirt  p^  q,  r 
miB  tt,  ö,  d  ^i  ^^  V  berechnen.    ' 

Aus  den,  aus  dem  Ofei^en  sich  ttnaitfelbar  ergebenden  Glei- 
chungen '  '       * 


,  ^06^     ;  eoafi  V  cosv       ; '^     "^      r  ~'    •  '  • 

I  i    _  .  I 

folgt  nSmIich  auf  der  Stelle «  wenn  man  mit  den  ersten  Gleichnn- 

gen  in  die  sweiten  dividirt:  '    .  ' 

•  .  •  ' 

pcosi=^f  cbi|i;=rrcotfv;       • 

und  nimmt  man  nnn  hierzu  die  bekannte  Gleichung 

••  I      •.  ».  ■■ 
ceaJt*-^  GOSfi^*heoa«*sl«  ..  .  /. 

se  hitt  man  %ur  Bestimrunlig  von  i«  ^»  v  ch;ei  Gleichungen^  dttreh 
deren  Auflösung  sich  leicht  die  folgenden  FViriheln  ergebeif»  in 
deneii  (ik^rall  die  obere»  und  untereii  2«eichen  sich  auf  ein^der 
beaiehen:  >  .'.«-:-.)'>! 

7)W=J:     y      '    .      ,>  oder  8)  Ls^i  ;^=^^~^.' 
1  f  '  P7 

wobei  man  zu  beachten  hat,  das«  in  den  Systemen  7)  und  8)  die 
Zeichen  durchaus  in  Iceiner  Beaiehung  211  einander  stehen»  indem 
hier  und  im  Folgenden  eine  Beaiehung  der  oberen  und  unteren 
Zeichen  auf  einander  im  Allgemeinen  immer  nur -in  jedem  einzel- 
nen Systeme  fflr  sich  Statt  findet,  was  sich  übrigens  auch  ^aiiB 
von  selbst  versteht  « 

Ans  den  obIgeM  Formeb  ergiebl  sieb  feiner  unmittelbar: 
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dffSOßumffti  iH^iM»od*mr»nm0rfaa^p9npm.EtMimm*in 


V"~T71~  •  ••  •_ 


,=1/  _zlz__iriziS25i:. 

und  mit  Beziehung  der  oberen  and  anteren  Zeichen  anf  einander 
in  jedem  der  beiden  Mgeoden  Syatraie: 

10)  ^  taDg,»=±9Vi+i.  oder  II)  |  t«ng^=±^^^5i5. 

* 

Aus  der  Gleichung  5)  der  Tafel  ergeben  sich  unmittelbar  die 
c(rei  folgenden  Gleichungen: 

(P  — ö)  cos  Jt  —  6C08  f*  —  «cos  V  Ä  0, 

—  ncosA  +  (9--6)c08f»^  ccosirs=0, 
.   «--oeosX  — 6co8f»-f  (r^c)cj0sv=30; 

aus  denen  man  zur  Bestimmung  von  p,  g,'r  ans  a,  6,  e;  k,  a,  y 
unmittelbar  die  folgenden  Formeln  erhält: 

acoeil+6eosf4  4-ecosv 

/    •   •    •      1  y— .  cosf*  ' 

^^acosJt  ^bcaaiij-ceQBv 
""  cosv 
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Fällen  wir  von  ifm  Anrange.  i^r  Ooocdivaten  anf  die  Tatel 
ein  Perpendikel»  ini4  hezeicbneo.  die  Coordinaten  des  Durch* 
schnittsponkts  diese«  Perpendikels  mit  der  Tafel  durch  A»  B,  C; 
so  haben  Wir  zauderen  Besttntfmnng  die  folgenden  Gteielhingen : 


CQsi        C08|ft       posi^' 

(A  —  ii)cos^  i;CB— 6}cosi[(  -f  (C  — c)co8v  s  0; 

ans  denen  man  zar  Bestimmnng  von  A>  B»  C  leicht  die  folgen- 
den Pwrnrel*  ^rbiU :  *  \    .       •       ' 

iA  =  (aeos  Jl  4-  6coaf»  4-  ccos  v)cos  k, 
B=(acosil4-6cosf»-|-.ccosv)cosf4,       _  .       ; 
C  =  (acosX -f  6cos/i-f  ccosv)cosy; 

nnd  bM#icbne9  nn  nna  die  Entfemnng  des  Anfangs  der  Coordi- 
naten  von  der  Tafel  durch  il»  so  ist 

iI*=A«+.B«  +  C», 

also  nach  13)  offenbar ;  . 

J7r=.  J:  (<>cos  Jt -f  icosf^-f  ^<^osv), 

indem  man  das  obere  oder  untere  Reichen  nimmt,  jenachdemi  die 
GrOsse'^acosl  -f  ^cosfi  -f  ccosv  positiv  oder  negativ  ist.  Nach 
12)  ist  aber 

acosil -f  &  cosfi -l- ^cos  V  i==  pcos  l  ^  ^eosfi =rcosv$' 

und  erinnert  man  sidi  arni  aas  .dem  Obigen  an  die  Bedeutung 
▼on  pt  ^9  r  und  der  Winkel  X,  f»,  v,  so  wird  auf  der  Stelle  er- 
bellen, dass  z.B.  p  immer  positiv  oder  negativ  ist,  jenacHdem 
X  zwischen  0  und  00<>  oder  zwischen  gO<»  und  ISO^  liegt«. jenach- 
dem  also  cosjl  positiv  o'der  negativ  ist',  woraus  sich  ergiebt,  dass 
p  und  cos X  jederzeit  gleiche  Vorzeichen  haben,  also  pcosX,  Inrid* 
nach  dem  Obigen  folglich  auch  die  Grosse  acosX-|-Acosfi-|-C('Osv 
stets  positiv  ist,  weshalb  man  also  allgemein 

I^    .    .    ;    .     ir=5'aeosJt4-Acosfft4-ccosv' 

zu  setzen  berechtigt  ist. 

F&llen  wir  ferner  auch  von  dem  Auge  (FGH)  auf  die  Ti^fel. 
ein  Perpendikel,  und  bezeichnen  die  Coordinaten  des  Durch- 
schnittspankts  dieses  Perpendikels  mit  cfler  Tafel  durch  X,  Y,  Z; 
m  babM  wir  ßm  der^n;  Oestimmuig  die  6leicbaiig«i :;  . 


Digitized  by  VjOOQIC 


ilO^runirtr  Neue MeeköOf  »yt SnU^jfkmj pünputleitltmii^mh 

'"'  '■    -,;■■     ■     •    '    •  ^  -    ;    -    ••.  •:     .•  ..-^  . 

....    ..(iy^.^)po»l  +  (l^-6)cos|*  +  (Z-:c)cQ»vs^P; 

aiM.d^nen  niftii»  wenn  näm  die  Mzte  61#ichoDg  unter  der  Form 

(Z— F)cosA -i- (F- C)cÖ8f»  + (Z-fl)coav 

=  - 1  (JP-^a)'co8  A  +  (G— 6)  coa  fÄ  +  (^— c)  cos  vi 

darstellt,    zur  Bestimmung  von   X,  F»  Z  leic^  ,4ifli  ii^Snidpfi. 
Formeln  erbäit; 


r 


-I— F=-{(F-a)co8i  +  (Ö— Ä)c68>^^^a^-d)closWiÄSa, 
F--G==:— t(F--a)cbsi+(C?-&)co8^  +  (J5r--c)cosv|cos^, 
Z-J?i=-.KF-o)cosiE  +  (6^-6)cösf»+(ffi^fc)^^  ^ 

oder ; 

16)' 
Xs=  F—\(F-  a)coal  +  iG—b)co8fk+(ir-'C)eoav\eoBl', 
F==Cr— |(F— a)cosi  +  (iG— Ä)cosf*  +  (ir— c)co8v|cos^. 

Bezeichnen  iiir  die  Lunge  des  von  dem  Auge  auf  die  IVel 
geikllten  l^erpendilceU  durch  P,  so  ist 

'  P«s=(jr— F)«t+(F^G)^+(Z^il)*. 

ifod  folglich  imch  16):  .       .  . 

P«=l(F-a)cosJt  +  (G— 6)cds^  +  (*r— OcosvJ*/ 

WeU  !   f  ;    ..  ;  "• 

(«— a)cosJt  +  (y— 6)co8fi  +  (j — c)cösv=:Q.. 

die  Gleichung  der  Tafel   ifi^t...  so  liaheq   nac|»  einem   bekai^tpm 
Satze  der  analytischen  Geometrie  ^ie  Grössen 

—  (acosJt-l-Acosfft-fccosv) 

lind  *'.  '•'•••'  ;.•••*     '■'"':  ;•'•*;; 

'  ^  ^     (F-^a)c<»i  +  (Ö--6)co8|*  +  (H--c)fi08v       /.  ' 

gleiche  oder  ungleicbe- VorseichW',  jenachded'  4er  Anintr  «der 
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GoordliMtM  itona  tta«  Aitgm  «vT  aerBeibm  Seite  wlert«if  TMckien 
deneD  Seitan  der  Tefel  liegen;  and  de  een.  wcl»  dem  OfeigM 
die  Groeee 

,aco9X  +  bcQBf^±eeo9v  ^^ 

etete  poeifiv  Ist,  ee  ist  die  Grosse 

(F-e)c#ei^(G--6)<;esp+^(ll-rc)cesv 

negativ  eder  positiv,  jenachdem  der  Anrang  der  Coordinaten  «M 
das  Ange  anf  derselben  Sejt^  oder.aaf  verscbiedenen  3eiten  der 

Tafel  liegen;   also  ist  nach' dem  Obigen 

.*       ■  *       . 

17)...P  =  TI(''— ö)ce8i  +  (G— i')««»if*+(^---^)<^«'l 

18)..,P  =  dtt(a— F)cosi  +  (6-^G)cos^+(c~*0»«vJ       '      • 

sQ  setzen,  indem  roa^  die  eberen  oder  unteren  Tmchen  nimmt» 
jenachdem  .i^er  Anfang  der  Coordinaten  und  das  Auge  anf  der« 
eelben  Seite  oder  auf  verschiedenen  Seiten  der  Tafel  liegen. 
Betrachtet  man  das  PerpSiidikel  P  nicht  bloss  als  positiv,  oder 
beaeichnet  vielmehr  P  nicht  bloss  deu  absoluten  llVerth  des  von 
dem  Auge  auf  die  Tafel  geßlllten  Perpendikels,  sondern  betrsf^h*. 
tet  man  P  als  positiv  oder  als  negativ,  jenachdem  der  Anfang 
der  Coordinatenf  und  das  Auge  auf  verschiedenen  Selten  oder  auf 
derselben  3^te  4er  Tafe^  li^gl^»  eo  ist  nach  dem  Ob^gäaallgemein 

19)  ...  P=s(F-a)co*A+(G-«)co»(.+(fl— c)co«» 

5.  2.       ' 
Bild  eines  Punktes« 

Das  Bild  eines  Punktes  (fgh)  Im  Räume  ist  bekanntlich  der 
Durchschnittspunkt  der  durch  diesen  Punkt  und  das  Auge  {FGH) 
gesogenen  Geraden  mit  der  Tafel,  welchen  wir  durch  (/i^|Ai) 
bezeichnen  woHee ,  so  dass  also  fi»  Pt*  hi  die  Coordinaten  des 
BU4«i'v|N>  ifgk)  «Ud»  die  wir  nun  zunächst  im  AllgemeiQen  be« 


Die  Gleichungen  der  durdh  den  Punkt  (fgh)' unä  das  Auge 
(FCrfQ  g^sog^nen  Gefttdep  sindi  ; 
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«Ml  man  kmi  aba.  hMraneii  «nA  nach  5X  v»t  BcNiliiiifiKifiS  de? 
CoordKnatea'  /^ , ^ ,  At  des  «Biidea  vw^\  (f^h)  die  folgenden  QIA 
changen: 

(/J— ii)cosl  +  ((7i— 6)co«f4  4-(*i--c)coiv:==0,   * 

welche  Bvrei  Syateme  von  Gleichangen  man  aber  auch  auf  die 
folgenden  F#rm^n4iriiig0a  kanai' \ 

„  '  • •       j     . 

.  =  (a— /)cosX  +  (Ä— ^)cosfi -1  j(c-^A)co8r,, 

V'..-.    :,....      •■-'4~/_g^-^.r_*,wA    -    '•■■■ 


und 


•^  :t:  (a  -F)co«'X  +  (*-.G)eö8f*  +  (c— "Ä)co«Vj 

Nach  19)  ist 

P  =  (F-a)co8A+((;— Ä)co8f*+(Ä— c)cosv, 

und  bezeichnen  wir  das  von  dem  Punkte  ifgh)  auf  die  Tafel  ge- 
föllte»  jenachdem  der  Anfang  der  Contdinateh'  und  der  Punkt  {fgh) 
auf  v^rgchiedenen  Seiten  oder  auf  derselben,  Seite  (j^r  Tafel  lie- 
gerif.at's  positiv  .oder  als  negativ  bedach tete  Perpendikel  dnrpli  p« 
so,  ist'  natCirlich  ganz  eben  so :  ,  ^ 

/?P)  . .,.  p  =  (/'^a)cQsA.+  (y.-6>€oaf*+(A--c)co9v^  .,     .... 

so  da^s  steh  also  die  beiden  obigen  Systeme*  von  .GftoiehtfogeB 
zur  Bestimmung  der  Coordiuaten  fi,  gi,  hi  des  BHdeis  \Mt!t den 
^olg^den^  ForipeA  darsteileii  lasseii:    ,; 
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tMd  !>r.'' ..;•...;,:....,•;.•,!.-.  ••    -   -.;••.'    ■•  n  •• ;  :.:v.i;,  ,r.,'-. 

y.i'ui.'l      Im!  /.;.;.'  •■  '•  ;.m  .•  i   ••  •   .    ••  •    .' r-'f  ..'.(-ii:!! , 

'—f        ^—9  *•— ff;  7-!.   -Vf     .u.  •.!.!) 

Weir  nach  |9).«pd^?9)^   ,    .^-V  ..   ,  Tv  -  •  K 
21)...  P— p=:(F-/Oco«A  -i-(G— ^)co*(i-f  (ir— Ä)co«v 

isty  SO  folgt  aus.  den.  zwei  .vorstebeuden  Systemeik  vop  GiAichän- 
gen  leicht  i 


)'      M 


22)  ...  .   j^;-.7=-p-l-^(&-^)."    '"" 


:JA-:*.^-pfc^*-*)..   ,,.., 


und  ^•.-  -    ••••  •     .  '   i'-.J  /;  u-  f# 

23)     ...     .        <  ffi-G=-lJ— S(G-^).  .r        rMMlz 


:p'  '  *  '■•'  '^^* 


iroraua  sich  ferner: 

'  '!».         ••     '.  "«    '  -     .  IT:  !  fr,      1 


.\  ,     \s 


^       ^f—V^  Pfl'— pG      .       PA— p^ 

ergieb^,,^^   .\:        ••  •ü..v\;•^    ........  -;^  -..:.. -^.  -  ..V 

Aps  denv  Obigen  fo|fft  l^icbt,  dass  der  absolute  Werth_¥oa 
P^p  die  absoFuf  genammene  Differeni  oder  di<» 'Summe  der 
Entfernungen  des  Punktes  (/^^  u|i^  d^  .Augea-  {FGU).  von  der 
Tafel  isty  jenacbdem  der  Punkt  (fgh)  und  das  Auge  auf  derselben 
Seite  oder  verschiejitaiiep  .i^eitep  flar  .TiiC^  ^^^Sß^  ^ 

Bild   einer  Cireräden. 
Das  Bild  einer  durch  die  Gleichungen  '    '^' *'"'''' 


cosa  "*"  cod'ß'^  cbSy' ' 


2*) i;:^  ^T^^luS^-^-^^^'  ^^' 
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charakteris'nrten  Geraden  i*t  die  Gerade,  in  vreicher  die  Tafel 
der  dar(0|  duM^  A«ge  (FGJff)  \  ^nd  üß  Jurch  die  GfeicIiD^gen  25) 
cbaralcterisirte  Gerade  gefegten  Ebene  gescbnitten  wird.  t)a  dieae 
Ebene  durch  die  Pbnkte  (fyh)  nnd  (FGB)  geht,  ao  lat  ihia 
Gleichung  von  der  Form''  n 

welcher  Gleichung  genfigt  werdjen  muaa,  wenn  man  flir  »»  y»  s 
respective  F,  G,  H  seist ,  woraus  sich  die  GleicEung 

A{F^n  -kBXG^g)  +  C(J5r-*)5=0, 

und  durch  Snbtraction  der  beiden  ▼oratehenden  Gleichungen  aia 
Gleichung  unserer  Ebene  auch:  die  Gleichung 

A{x-^F)  +  B(y^G)  +  C(*-J5r)  =  0 

ergieht.  Auf  der  Stelle  ergiiebt  sich  aber  aus  dem  VorhergeheB- 
den  auch  die  Gleichung 

ileosa  <Fi7cos/}  +  CtoBy  sc  0» 

und  wenn  man  nun  nach  und  nach  C,  J,  B  ans  den  beidoi 
Gldchungen 

if  cos« -f  £c0s/1 4- Ccos/:=0, 
A(F^f)  +B(fi-^)  +  C(J?-*)  =  0 

eliminirty  so  erhält  man :  .  '  ^  ' 

*  *'    •      *  --  •   ■ 

il|(J?-A)cof«— (F-^/)ciis|:l=3J?{(Gwg^cosy-.(ir-^A)eos/»l, 
Ä{(F-Ocos/J-(€?-y)cos«)  =  CJ(J?— *)cos«— (F— /)  cos  7». 
CK^TiÖcpay— (iy-^*)cos^|WJ|(/^-/)cos/r-^ 

woraus  sich  uhmiHeiba^  ergiebt,  dass  man, 

t'ilT=f  (Ö— ^)  co»y^^(Ä— »)cos/», 
B  =  (tf— *)cos«— (F— /)cosy, 
C  =  (F  T-/)co|i/J— (C-flHos« 
setien  kann. 

Also  sind  die  Glivichungeil  ^^  Bfldeif  der  durch  die  GM- 
cbnngen  9B)  eharakterisfrten  ^knden : 
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,4  |jC|?y~A)c9.A,-(F-/>c«.>t(;,-;7)     .s^,|>^; 


oder 


Weil  aber  da«  WM  «marer  eäradeiK  MtiWie&  4«rdi.  da«  Ud 
(/i^iA,)  de«  Pdnlctea  (^A)  geben  masa^  sq  kiiiioeif  wir  aeine 
Gleicbangeh  nai^  'unter  der  Fdriä 

Aamtelleii,  iro  noii'^lMsdi«  In ^en  Nenimfv  diaritr.Beacbe  kmj 
in^iicheli  Ceviniui  su  b«^ämiDen  sind,  d«:  «lür  .di#rOo«rdii«tori 
fif'ffti^^  ftuff  dem-^vdrikengebend^n  Pamgrapheii  «cbon  >h€DDMia    i 

,,2^M  dein  Ende  bemiprken  wicj^  dasA^  weil .  .    „, 

die  Gleichung  der  Tafel  ist  und  der  Punkt  (fiffiht)  in;  dert^elben^ 
liegt»  auch 

(/i  — -ajccai  4^  (^r, --^6)cosfi  +  (Ai.^c)eo«vs=ff  - 

nein  mnsa»  woraus  durch  Subtractibn  düeser'  Glelchun'g  ^^b  der 
vorhergehenden  Gleichung  als.  Glei<;httng  der  Tafel  sich  auch, die 
Gleichung 

erglebt;  und  da  nun  das  durch  die  Gleichungen  29)  charakteri- 
sirte  Bild  in  dertWfel  lie{^r  Ao  erfiiaHefi  fkfa-die  folgende  Gleichteg: 

30) eosXcos«^ -^cos/ico0A•f  cosyeosyi=0. 


VeariBi  lie^das  Mä  (A^iJlt>  amsb  >  dclr  dnhiehda»'A«9iand 
«He  gegebene  Gerade  gelegten  Bbeüe»  me  Badi»>ni4trGieieh«kg\ 
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{(G-si) CO. r-(S-€M) co»ß\  (A  -  F) 

ffihrtf   weiche  J  von  ier  2 Weiten  der  Gleicbungen  *2$)  UbgeBogen» 
ffir  die  in  Rede  ^efcei)d«  Jübwe  dka  «Meidiiiiig 

giebt ;    and  üla  nen*  hi  fieser  Ebene  das  dnrch  die  6UidhuDgeii  29) 
charakterisirte  BUd  liegt»  so  erhalten  wir  die  4Glei4;h«qg :    * 

*       .      '^4^{(B'^A)eo6a—{fi^ß.cö8y\eosßiyszO:' 
+  {(F  — /)«|os/?— (Cr— 5)co»«)cosyi   / 

Denken  wir  uns  eine  beliebige,  adf  der  dbrch  die  Gleicban- 
gmk  M)  «bamlilerisirten  Gerade .  «enkreebt  Atebende  i^be*ey«ad 
femeichiien  die'  Entierntingen  der  Punkte.  (FGIT)  und^  (fgh)  von 
dieser.  .Ebene t  Indem  wir  di^4e:£ntremiingjen  alu  positiv  ^der  nega- 
tiir  betrachten,  jenacbdem  der  Anfang  der  Coordinaten  und  der 
Punkt  (FGH)  oder  der  PütiktC/'i^A}  auf  verschiedenen  Spelten  oder 
auf  derselben  :Seite,  der  in  Rede-slehende|n  £benie  ii^n,  respec- 
ti?e  dur(;h  Q  und  q;  so  ist  offenbar  auf  gans  ähnliche  Art  wie 
iSij;!.  und  §.».j    -  '      ;.;.:.• 

32)     Q-T-q=:(F— /)cos«  +  (G-^)cos/J  +  (ir-Ä)cDsy. 

\  Anqh  wollen  wir  der  Kurse  wegen 

^)   .•••    cosd  =  cosacosX4-eos/?cosfft-fcos}^cosv 

setsen,   und   die  J^ntfernnpg  dei:.  Punkte  ,(/^i^)n^d  (FCrJ?)  von 
einander  soll  durch  />  beaeicbnet  wiördcfb,*  so  dass  also 

'^r,i- ;  \  .-'/>»::;:" (F^/5)^+;(«?--s^)*  +  («--)l^/...  '  " 

ist*  ■')"   i['*      i  *-'••?  i'i'."    ^       '•*».*    •••«.%•-.<»•» ■ 

!<r  Aw4lea'bMan  «leisliiribfien  ^Oj)  nnd  U)  m^idM  lildv,  wenn 
it eeinen- |giiiiiseu):^g»HT  beaeiel»et:  '  ».:<^      •    > 
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=Älco8v[(£f«A)co8«— {F-/)cogy]-^o8fi[(F-/)co8/J-(G-^)co»W||, 
r=ß|co«A[(F--/)co8/S--(Ö~^)c«8aJ--cosv[(G--flr)cosy-(Ä--A)co«/J]|, 

COS/j 

=ÄlcosfA[((?-y)co8y--(Ä-A)co8/f]~co8A[(Ä-.A)co8a-(F-/^co8yJl; 

also,  wie  man  sogleich  übersieht ,  nach  ^1)  xprA  33): 

cos«!  =  Äl(P— p)cos«— (F— /)cosö!, 
coeA  =sÄ{(P— p)c0ßj8— ((;--y)co8Ö), 
cosjji  =Ät(P— p)casy.— (Ä— A)cos61; 

ivoraus  sich  mit  Rucksiebt  auf  32)  und  34)  die  Gleichuog 

Ä-«=  (P— p)«— 2(P— p)(Q— q)co8Ö  +  Z>«cosö« 

ergiebt.  Bestimmt  man  hieraus  Sl  durch  Ausziehung  der  Quadrat- 
wurzel, so  kommt  es  vorzüglich  auf  diß  Bestimmung  des  Zeichens 
aPf  mit  welchem  man  die  Quadratwurzel  zu  nehmen  hat,  worüber 
das  Folgende  zu  bemerken  ist. 

Die  Gleichung  der  durch  die  Punkte  {fgh),  und  (A^iA,)  senk- 
recht gegen  die  Ebene  der  xy  gelegten  Ebene  hat  im  Allgemei- 
nen die  Form 

ilf(ar-n  +  iV(y-.^)=0.  ' 
woraus  sich 

ergiebt,  so  dass  also  die  Gleichung  der  in  Rede  stehenden  Ebene 
auch  unter  der  Form     ^ 

i»^(^-/i)+iV(y-5r,)  =  0 

dargestellt  werden  kann.    Weil  nun  aber 

U(x-f)=-  my-9)  m^-fi)==-my-9i) 

oder 
M(fi-n-=-«(9i-9)  M(fi-n^-m9i-9) 

ist,  so  erhalten  wir  durch  Division  dieser  Gleichungen  durch 
einander  ftr  unsere  Ebene  sogleich  die  Gleichung 

Theil  XXXIL  26 
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Od0t 

(^i-^)(^-A)-(A-/0(5r-^i)=O. 

Der  Punkt  (fgh)  fheilt  die  gegebene  Gerade  in  swei  Tbeile, 
deren  einem  die  Winkel  a,  ß^  y  entsprechen,  und  eben  «o  tbeilt 
der  Putakt  (fiSiki)  das  Bild  der  gegebenen  Geraden  In  swei 
Tbeile,  ?on  denen  nur  der  eine  als  das  wirkliche  Bild  des  Tbeils 
der  gegebene»  Geraden,  welchem  die  Winkel  a,  ß,y  eotspreclien, 
Bu  betrachten  ist;  diesem  Theile  des  Bildes  der  gegebenen  Ge* 
raden  sollen  von  jetst  an  die  Winkel  «i^  ßi,  fi  entsprechen. 

Sind  Q  and  Qi  die  Entfernungen  zweier  beliebigen  Punkte  in 
den  Theilen  der  gegebenen  Geraden  und  ihres  Bildes,  welcliea 
nach  dem  vorher  Bemerkten  die  Winkel  o,  ß,  y  und  cti,  ßi,  71 
entsprechen,  von  den  beiden  Punkten  (fyh)  und  (fiffiki);  so  sind 
die  Coordinaten  der  beiden  in  Rede  stehenden»  durch  die  Ent- 
fernungen Q  und  ^1  bestimmten  Punkte  respective 

f+QCOsa,    g  +  QCoaß,    /i-\-QCosy 
und 

/i+^|COs«|t    gi+QiCOBßi,    A|-f^cosyf 

Wenn  nun  das  Auge  nicht  zwischen  den  beiden  Punkten  (fgh) 
und  (figihi)  liegt,  so  liegen  die  durch  die  vorhergehenden  Coor- 
dinaten bestimmten  beiden  Punkte  offenbar  jederzeit  auf  einer  und 
derselben  Seite,  der  durch  die  Punkte  (fgh)  und  (/i^iAi)  senkrecht 
gegen  die  Ebene  der  xg  gelegten  Ebene ;  wenn  dagegen  das  Auge 
zwischen  den  beiden  Punkten  (fgh)  und  (figihi)  liegt,  so  liegen 
die  durch  die  obigen  Coordinaten  bestimmten  beiden  Punkte  offen- 
bar jederzeit  auf  verschiedenen  Seiten  der  durch  die  Punkte 
(fgh)  and  (figihi)  senkrecht  gegen  die  Ebene  der  xg  gelegtes 
Ebene.  In  diesen  beiden  Fällen  haben  also  nach  einem  bekann* 
tan  Satse  der  analytischen  Geometrie  die  Grossen 

(^i-^)l(/'+^cosa)-/|-(/i-/>l(y  +  ^cos/J)-.^| 

und 

(l7i— ^)l(/i  +  ^|CO««i)-/'»-(/i-/)t(iri+^cosA)-.^}, 

also  die  GrSssen 

(ffi— ^)ces«— (A— /)cos/l   und   (^i— ^)cos«,— (/i-/OcesA 

oder  die  Grdssen 
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neM  0imer  Mirm^  wtuenuk.  JktntM.  der  PenpeMn  üiierkm$pL$79 
respective  gleiche  und  oDgleiche  Vorzeichen.    Nach  22jt  ist  aber 

aieö 

(/,— /)c©«p-(|7i— ^)coiio=-p^l{F— /)coejJ— (C— ^)co««} 

and,   wenn  man  die  obigen  Werthe  Ton  coeai  und  cönßi  einflibrt: 

(/i-/)co8ft"(^|-fl')coeii=-  p^(P-p)K^-/)co8Jj-(G-^)coei|i) ; 
und 

(Ä —/)««•/*— C^j—^)««»«  nn*   (A— /)<»«A— (^i— f)cee«t 

haben  also  gleiche  oder  ungleiche  Vorzeichen,  jenachdem 

Sl   und  P-^p 

gleiche  oder  ungleiche  Vorzeichen  haben.  Folglich  muee,  jenach- 
dem da«  Auge  nicht  zwischen  (fgh)  und  (fiffiAi)  oder  zwischen 
(fyk)  und  (ftfgki)  liegt,  A  so  genommen  werden,  dasa  es  mit 

P  — p  =  (F—f)cwl  +  («r— ^)COSfA  +  (£f— A)cos  V 

gleiches  oder  ungleiches  VoraeicheD  hat  Weil  nun  nach  dem 
Obigen 

ar-«  =  (P-p)*|l-.2^^cosd+(p^yeos««| 
ist,  so  muss  man,   wenn  wir  der  Kfirze  wegen 

35)....  «  =  y  l-2^^cosd  +  (^^y  cosö* 
setzen, 

36)  ....   ^=±(P-p)«.  Ä=±^-p4p)e 

setzen,  indem  man  das  obere  oder  untere  Zeichen  nimmt,  jenach- 
dem das  Auge  nicht  zwischen  den  Punkten  (fgh)  und  (Ä^iA|), 
oder  zwischen  den  Punkten  (fgh)  und  (figt^i)  liegt 

Hit  derselben  Bestimmung  w^en  des  Vorzeichens  ist  nach 
dem  Obigen: 
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380 ^runert:  Neu4  jmM^Ar  tut Eniuterfmnp  penpecL  ZHekmunffen, 
^costti  =±|cosa — p-^;j-^  cos  6  i , 

37)   ...    .      <     ÖC08/Ji=J:{C0S/J  — -p-^C08Öl, 

jfj /^ 

ScoByi  =±{co8y— p~— cosö|. 

Die  zur  Bestimmung  von  fi,  ffi,  hg    erforderlichen  Formeln 
sifid  aus  22),  23),  24)  bekannt.     ;  * 

Wei^n  map  die  aus  dem  Obigen  bekannten  Crleicbangen 

cos«! 

=sÄlcosv[(Ä— A)co8a— (F~/)co8y]— C08|ii[(F— /)co8/J— (G— ^)cosa]t, 

cos  ßi 
:i=ß|co8A[(F-.'/)cosjJ-(G-5r)cos«]-cosv[(G-^)cosy-(»— A)cosfli, 

cosyi 
ssÄtcosfiRG— ^)co8y-(Ä-Ä)cos/?]-cosA[(/f-Ä)cos«— (F— /)cosy]; 
quadrirt  und  zu  einander  addirt,  so  findet  man : 

Ä-«=     l(G-5r)co8y— (J^— Ä)eos/5P8iiii» 

« 

+  t(/f— A)co8«— (F-/')co8yJ«ßin|»« 
.  +  {(F-/Oco«<3-.(G-.^)c08«|«simf« 

—  2KG— ^)co8y— (/f— A)co8/?H(ff— Ä)coßa-(F— /')cosytcosXcos|* 

—  2 1  (fl^-A)  oos«-^ -f)co8y  1 1  (F— /)co8/J— (G— ^)co6a]  cos  fi  cos  v 
— 2t(F— /')cos/J-(G— ^)cosa|l(G— ^)cosy-(/f— A)cos/S|co8vcofiX 
oder,   wie  man  sogleich  übersieht: 

Ä-ftrs     t(F-/)cos/5— (G-^)cosa!« 
+  {(G-^)cosy-(fl^-A)cos/J{« 
+  ((Ä— A)co8a— (F— /)  cos/l« 
irC-Z^coÄ/^-  (G-5r)cosa]cosv+[{G~5f)cosy-(»-A)co8/3]cosX  )- ' 
I  +[(W-Ä)co8a-(F-/}cosy]cos^l 

and  weil  nun  nach  den  Obigen 

I 
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meäii  einer  etreng  miseemeh.  Bar$iM  der  Fertpesi^e  liderJkaufii.  SSI 

aUo  8  die  positiv  geQomiDeoe  Quadratworiel  amm  dem  Brache 
auf  der  rechten  Seite  des  Gleicbheitszeicbens  ist,  so  ist:  oaoh 
dem  Obigen  0  die  positiv  geDomniene  Quadratwurzel  aus 

7  t(G-5^)co8y  — (»— A)co8/J}«sioX« 

l  +j(iy-A)cos«— (F— /^cosyl«8in^« 

I  +|(F— /)  cos /?—(€?— jy)  cos«  1«  sin  V« 

— 2i(6r— ^)cosy— (iSf— A)co8/Jl((i5f-A)co8a-(F~/)cos7)co6Äcos|» 

— 2l(Ä-A)co8a— (F— /)cosy)|(F— /)co8/3— (G— 5p)cosa)cos|iico8v 

— ^(F— /')cos/?--.(G—jp)co8«»(C?'^)cesy-(jy~A)cosi?>cosvcos; 
j(F— /)cosX  +  (G— ^)cosf*  +  (Ä— A)cosvP 

oder  ans 

((F-/*)co8/5-(G— <7)co8«|* 

+  |(/r-A)cosa— (F— /)co8y|« 

[(F-/)co8^-(G-<gr)co8a]co8V+[(G-^)cosy-  (/f-A)cos/3]cosil  |  *y 

0  +[(^-A)coatt~(F-/)co8yJcos/t^ 

((F— /)cosi+  (G— ^)co8  fi  +  (Ä—  A)  cos  v)  • 


'-1 


§.  4, 

Punkt   der    Tafel,    in    welchem    die    Bilder    paralleler 
Linien  sieb   sämmtiich  schneiden. 

Die  Bilder  paralleler  Linien  schneiden  sich  offenbar  sSmmt- 
llch  in  dem  Punkte »  in  welchem  die  Tafel  von  der  durch  das 
Auge  diesen  Linien  parallel  gezogenen  Geraden  getroffen  wird. 
Sind  nun  a^  ßp  f  die  180^  nicht  übersteigenden  Winkel,  welche 
die  Parallelen  mit  den  positiven  Tbeilen  der  Coordinaten-Axen 
eloscbliessen,  so  sind 

£— F_  y— G_  z^H 
cos«        cosjJ       cosy 

die  Gleichungen  der  durch  das  Auge  mit  den  sämmtlichen  Paral- 
lelen parallel  gesogenen  Geraden;  und  bezeichnen  wir  nun  durch 
X,    Y,  Z    die    gesuchten   Coordinaien    des    Durchsehnittspunkts 
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8M  €runeri:  Neue  Mithode  %ur  SntmerfHnff  pertpect  ZH€kmm§€n, 

dieser  GeradM  mit  der  Tafel,  so  haben  wir  zo  deren  BeetimaraBg 
die  GleldraDgen: 

eosa  coa^  cosy 

(Jl— a)cosA  +  {F— *)cosf»  +  {Z— c)co«v=0 

oder  statt  der  letzten  Gleicliuag  die  Gleichung 

(Jr— F)co8i  +  (r— C?)cosft+(Z— 10cosv  =  -P. 
Also  ist,  wie  man  sogleich  flbersieht: 

oder 

39)  jr=F-?!?^p,   F=e_^Jp.  z=Ä-^p. 

'  cosd    '  cosd  ^cos6 

9.  5. 

Länge  des  Bildes  der  Entfernung  zweier  Punkte   von 

einander. 

Die  beiden  Punkte  seien  {fgh)  und  (f*g'h'h  und  (fiffikg)  aod 
if\9i^')  s^l^n  ihre  Bilder.  Bezeichnen  wir  dann  die  Länge  de« 
Bildes  der  Entfernung  der  beiden  Punkte  {fgh)  und  (f'g'h')  ron 
einander  durch  X«|  ^  so  ist 

ln*  =  (fi'-fiy*  +  Qh'-(h)*+  (Ai'-*i)*. 
Setzen  wir  oun 

40)  ..  p'  =  (/'  — o)c<»X-Kj7'— 6)coe(»  +  (A'— c)co8v, 
abo 

41)  P— p'  =5 (F-f')eoal^{G—g')coBn+(B-h')coBVi 
«0  tot  nach  33): 

9i - G^-'p—iG-ff),    9i'-G=  - p^iG^g'). 
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neäii  eim$r  9ir9m§  wi$$emtcM,  DßfsieU.  d€r  Fer9pe€üve  üderäaupi.  988 

also: 

Pi(F-/)(P-pO-(F-/")(P-p)> 

fi-n-  (P-p)(p_p') 

Pt(G-^)(P-p')-(C-y')(P-p)l 
9i-9t  = (P-V)(P_iö  ' 

,      .,     .       P{(tf-A)(P-pO-(g-A')(P-p)>. 
*i  -*!  =  '  (I*-p)(P-p') 

« 

woraus  man  ferner  leicht  6ndet: 

-  ((#-*)  (#'-/')  —  (*—*')  (F— /)|co8v, 

- 1  (* -/)  (G  -  9')  -  C-/")  «^-») '  «»*• 

^±=1P^*LzP2  (A,' -  A,)  =  t  (If  -  *)  (F-n  -  (Ä- *')  (*■- A)  l  «••  1 

-  UG-i,)(H-Ä')-(G-y')(*-A)»«»(»• 
Qaadrirt  man  nan  4ieae  Olewbaogvn  und  addirt  sie  dann  zu  ein- 
ander, so  erhilt  man  leicht: 

42, JCEZIPHLZIOJVV 

=     |(G-i,)(lir-A')-(G-^)(i5r-A)|«sini» 

+  l(F-/0(G-^)  -  (F- n  (G-iy)»*8iuv* 
-2UG-5)(*-A')-(G-y)(»-A)} 

-iHB-h)  (F-f^  -  (H—h')  (F-f)\ 

X{(F-n(G-9')  -  (F-n  (G-y))cos,*co8v 

-21(F-/)  (G-/)  -  (F-n  (G-y)l 

Xt(G-^)(»-A')-(G-^)(//-Ä)|cosvcoei. 

mittelst  welcher  Formel  Li  immer  berechnet  werden  kann. 
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5.  6. 

Bilder   des  Anfangspunkts    der   Coordinaten    und    der 
drei  Coordinaten- Axen. 

För  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten  ist  in  den  in  §.  2.  ent- 
wickelten Formeln  f=-üf  ^  =  0,  A  =  0  zu  setzen.  Also  ist  in 
diesem  Falle  nach '24)^  wenn  wir  das  Bild  des  Anfangs  der  Coor- 
dinaten durch  (^<7o^o)  bezeichnen: 

43)  Ao=  — [Tz:^'^»  ^^0=— pdrpG,  *o=— |cr^*5 

wo  nach  20)  und  21) 

44) 
p=:^(acosA-|-6cos^'f  ccosv),    P  — p=:Fcosil-|-^cos|a.4-£fcosy 
ist.    Also  ist: 

f gcosX-fftcosfi  +  ccoBv 

'^»"'FcosX  +  Gcos/*+ /Tcosv    • 


45) 


acosA-f  6cosfA-f  ccosv 

^^  "^  Fco8  A  +  G  cos  fi  +  Äcosv  ^' 

, flCOSl-f  6cosf*-f  ccosv    „ 

''••"FcosX  +  Gcosfi  +  jycosi^' 

oder  nach  14)  auch : 

- TIF 

'ö"" Fcos X 4  Gcosfi -f- Ucosv* 

« 

40;  ...  .      ^  .9o-fcos;i+  Gcosfi  +  Äcösv' 

nH 


"Fcosil  +  Geos  jK  +  Äcos  v' 

Um  die  Bilder  der  drei  Coordinaten  -  Alen  zu  bestimmen, 
wollen  wir  fiSr  die  Axen  der  x,  y,  z  die  Werthe  der  in  §.  3.  im 
Allgemeinen  durch  B,  or|,  ß^  71  bezeichneten  Grossen  respec- 
tive  durch 

dy,        ay,        ßy,        yy\ 

0«,    «»,    ß%f   r% 
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bezeichnen  9  nnd  alte  dies4  GrOss^n  sollen  sich  aaf  die  positiven 
Theile  der  drei  Axen  beziebea,  wobei  wir  mit  Bezog  auf  $.  3. 
sagteich  im  Allgemeinen  bemerken,  dass  in  allen  folgenden  For- 
meln die  oberen  oder  unteren  Zeichen  su  nehmen  sind«  jenacb- 
dem  das  Aage  nicht  zwischen  dem  Anfange  der  Coordinaten  und 
dessen  Bilde  oder  zwischen  dem  Anfange  der  Coordinaten  und 
dessen  Bilde  liegt 

Für  den  positiven  Tbeil  der  Axe  der  x  ist  in  den  in  {.  3. 
entwickelten  Formeln  «  =  0^  /?==gOP,  y  =  909,  also  cosa=l» 
cosj3=:0,  co8y=0  zu  sotzoo.  Fdr  den  positiven  Tbeil  der  Axe 
der  y  muss  man  a=00^,  /?=0»  y=90^9  also  cosa=0,  coaß^l, 
cos7=0;  und  f&r  den  positiven  Theil  der  Axe  der  x  moss  man 
«=90®,  ßz=:90^,  y=0,  also  eosa=09  cos/?=0,  cosy=l  setzen. 
FQr  alle  drei  Axen  ist  in  den  erwähnten  Formeln  /'=0,  ff  =  0, 
A=:0  su  setzen. 

Daher  Ist  nach  21)  fär  alle  drei  Axen 

P— p=:Fco»l-|-  Gcosfi  +  Äcosv, 

*nnd  nach  den  am  Ende  von  §.  3.  gegebenen  Formeln  ist: 

_  4r<?^sin  v*-f  26'i5fco8ffCosv-f/f*sln7i^ 
l  ?*- T  (Fcosil+GcosfA  +  Äcosv)»        ' 

47)        S  ^4/"^*^^°^'  +  2HFco8vcoal  +  F?sinv« 


'»"".▼  (Fcosi+ Gcos^+.  Äcosv)* 

r  aTf^sid ft^ T^FG cos X cos fi -f  G«s 

*»  '^  If  (Fcos X  +  Gcos  fi  +  Hco8  v)* 


oder 


aTg^  +  g« — (G  cos  V — ^cos  ft)» 
.  *■"  W     (Fcos  H  -f  G  cos  fi  -f  Äcos  v)»  ' 

AR^  J  ^        4/  g^  -I- F^=^(^cos  k  -  Fcos  vj^ 

4ö;  ...^#y  =  ^     (FcosX+Öcosfi  +  JSTcosv)«  * 

AfF^-f  G»  — (Fcos ^—G cos I)^ 
®»-"\     (FcosX+Gcosfi  +  Äcosv)«  ' 

Fernw  ist  tSLr  die  positiven  Theile  der  Axen    der   x,y,  t 
nach  33)  reflipective 

cesOstosX,    'eos6:7co6fi,    GOsd=scosv; 
also  nach  37): 
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A%) 


80) 


_  1         Cc<w|t-f  JSfeo»» 

_         - GcosX 

^  _3. Hcwk 

^ Fcoaft 

*'»*""P»-*Fcwi+  GCOS^  +  ÄCOBV 


Fcosv 


BI) 


C08V 


FcosX-l-Gcosi 


^  ,  J'COSA-l-CjrCOSli 


G06V 


Die  Bilder  der  drei  Coordinaten-Axen  wollen  wir  die  Axen 
des  Bildes  oder  die  Bild-Axen  nenneo,  indem  wir  sogleich 
jeder  Bild-Axe  einen  positiven  und  einen  negativen  Tbeil  beile- 
gen» jenachdem  diese  Theile  die  Bilder  der  positiven  oder  nega- 
tiven Theile  der  drei  entsprechenden  Coordinaten-Axen  sind. 
Die  von  den  positiven  Tbeilen  der  Bild -Axen  eingeschlossenen, 
180^  nicht  übersteigenden  Winkel  sollen  durch  (^Q,sro)*  (Sfo>6)*  (<e^) 
bezeichnet  werden.    Dann  ist  nach  einer  bekannten  Formel: 

cos(jrQ3ro)  =  cosn^coswy  4-  twßgCfmßy  *f  cosj^xcpsyy» 
cos(yo2o)  =  cosoycosas  -f  coBß^eoBß»  -f  eoBYyComyn, 
cos(3o^o)  s=eos«sCosa,  -f  cos/7sCos/}«*f  cosy^os^s; 
und  folglich  nach  den  obigen  Formeln: 

52) 

FG  +  (G  cos  V  -  ^cos  ii)(HcobX  -  Fcos  v) 

'    '     9«6y(FcosJl-|-Crcosfi4-£fcosv)*        ' 

GH+  (gcos  A-- Fcos  v)  (Fcos  ^  —  C  cos  X) 

eye^CFcosX-f^^GOSfft-fi'eesv)»        ' 
£fFf  (Fcosfi— Ccos  AXGcosy  —  gcos  i») . 

e»0siFwMk+  &cosfi i  Hcosv)^        • 


cos(jroyo)=^- 
cos(3fa«o)=' 
€os(vPo)=- 
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ne^Bt  einer  tireng  wissetach.  Dar$teii.  der  ^erspeeH»e  tider haupt.  380 

wo  die  Qnadratwaraeln  in  deir  'Z&hlem  auf  keinen  Fall  wirkrtcb 
ausgezogen  werden  dürfen ^  wenn-  dte  den  Tangenten  zukommen** 
den  Zeichen  nicht  alterirt  werden  sollen,  oder  man  miisste  schreibent- 

val.  abs.  (FcosA^-Gcosft-f /fcoSv)if    ■ 
tang(dro3^o)—  i^C-KGcos  v-Äcos^)  (^cosX-Fcosv)' 

»"71   ^  *       /       \— '       val.  abs.(FcosA  -t-  Ge(m(A+Hco9iß)F 
^^^  .] !angXyQ^)---^Är^(jyco8X-^^cosv)(Fcos^--GcosX)' 

Tal.abs.  (FcosJl4  Gto»ii,-\-Bco9v)G 

**"*^*^'"'7ÄF+(FcO8f*-ecO8;i)(Gc08V~ÄC08fL)' 

Auch  erhellet  aus  dem  Obigen  leioht,    dass 

58) 

cot(aro^„) 

F^\G^-^  H^  Fcosft  +  GcosA 

''  vaLabs.  (Fcos ;L+  acosfi+Hcosv)  fl«<>»*«^^T     yaLabs.//    ' 

.     cot(yo«d) 

F*^G^+H^ Gcosv+^fcosfi 

=  val.ab8.(FcQ«i+Gcos^  +  ^co8t/)F^'^®'*^''®*'+    val.abs.F    ' 


t 


cbt(zoiro) 

F«+G«+^« '     jycosX+Fcosv 

"-  val.  abs.  (FiSsT+  G cos/*  +  Äcosv) G^""^ "^  ^''®*  ^      val.  abs.  6 

ist 9  wenn  man  in  diesen  Formeln  die  oberen  oder  unteren  Zei- 
chen nimmt,  jenachdem  die  Grosse  FcosA  +  (Srcosfi  4*  ^cosv 
positiv  oder  negativ  ist. 


$.7. 
Die  drei   Fundamental-Punkte. 

Die  drei  Punkte,  in  welchen  die  Tafel  von  drei  durch  das 
Auge  parallel  mit  den  Coordlnaten-^xen  gelegten  Geraden  ge- 
schnitten  wird,  sind  die  Punkte,  durch  welche  die  Bilder  aller 
den  Coordinaten-Azen  parallelen  Geraden  gehen,  und  sollen  im 
Folgenden  die  Fundamental-Pankte  genannt  werden.  Dass 
auch  die  Bilder  der  Coordinaten-Azen  selbst  durch  diese  drei 
Punkte  gehen,  und  die  drei  Fundamental- Punirte' daher  jeder^it 
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aiiO^runert:  Nette Meik^de %urWIUmer/kng persßecf.Zsickmm§em, 

io  den  drei  Bild^Axen  liegen»  TQrslekt  sieb:  yqd  ftelhst  So  wie 
die  FuDdaiaental^Punlcte  durch  die  Durchecbnitte  der  durch  das 
Auge  parallel  mit  den  Axen  der  x,  g^  x  gelegten  Geraden  mit 
der  Tafel  gebildet  werden,  wollen  wir  dieselben  der  Reihe  nach 
durch  Xo9  Iq»  2o  beaeichnen« 

Die»  jenachdem  die  Fundamental -Punkte  X^,  Fq»  Zo  in  den 
poaitiTen  oder  negativen  Theilen  der  Bild- Axen  liegen»  ala  posi- 
tiv oder  negativ  betrachteten  Entfernangen  der  Punkte  JQ>»  F^,  Zq 
von  dem  Bilde  des  Anfangs- Punktes  der  Coordinaten  sollen  respec- 
tive  durch  Aq*  Bo»  Cq  bezeichnet  werden»  und  wir  wollen  nun 
diese  drei  Entfernungen  zu  bestimmen  suchen. 

Weil  die  Gleichung  der  Tafel 

(x — <i)cosit  +  (y— 6)cosfi  +  (z— c)cosv=0 

Ist»  so  sind  die  Coordinaten  der  Punkte  Xq,  Fo»  Zq  offenbar 
respective : 

^      (g-ft)cos/i+(ff— e)co8v 

a 1^— j ,  G.  H; 

F    h  _  ^^"^  "^  cos A  -f  (g—  c)  cos  V 

*  COSf»  *  * 

(F-a)cosX  +  (G-^6)cosft, 
^'    ^'   ^ i^ * 

oder,  wie  sogleich  erhellet: 

p 

^— ^,    Gf   H» 

cosi 


F»    G.    Ä. 


cosv 

Offenbar  sind  diese  Coordinaten  aber  auch,  mögen  nun  Aq»  Bo»  C^ 
positiv  oder  negativ  sein»  wobei  man  nur  immer  festzuhalten  hat» 
dass  die  Winkel  a«,  /?«»  y«;  ay»  ßy,  yy\  o«»  jS.»  y«  den  positiven 
Theilen  der  Bild -Axen  entsprechen»  in  völliger  Allgemeinheit: 

^•^AoCOsaJr»    jTo-f  Aocos/?,»    Ao-f  AoCos^r«; 

/^•fBoCosfl^»    jTo^BoCOs/Jy»     Ao-fBoCOsy^; 

/o  +  CoCosa«,    ^o+CoCDs/}«»    Ao+^o^^sy»; 

und  wir  haben  daher  die  folgenden  Gleichungen : 
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P 

P 

p 

F=/i  +  CoCOs«.,    C=^o  +  CoC08/J.,    Ä— ^^  =  Ao  +  CoCOßy.; 

aus  dene«  sich  die  folgenden  Formeln  ergeben : 

p 

p  i 


COSfl   . 

p 


also,  weil  nach  45)  offenbar 


PF 

'^^ ^<>  ^  Fcosi  -f-  Gcos fi  -f  iff cosv  * 

,,     „ Pg        

^     ^<>"~FcosX+Gcosf*+J^cosv' 

«.. Pg  

"     '^■"Fcosi+GcosfÄ  +  J^cosv 


ist: 


_  PfGcosfi  +  ^cosv) 

Aocos«,-  — ^^^^^^  Gcos|i  +  iSr C0*V)C08X* 

R  ...Ä  -  P(Fcos^4>lfcosy)  , 

nocospy  —  -  (i;'cosi+Gcos|*+  iyco8v)cos^V 

P(FcoBX+Gcosfi)  . 

I^ocosy.  =— (f'eösi+  Gcos^  +  Äcosv)cosv* 

folglich,   wenn  man  filr 

cos  om  f    cos  ßy ,    cos  Y% 

ihre  Werthe  aus  §.  0.  einfuhrt: 

69)...    Ao=T— T.    l3o=T^^.    Co  =  T  — 
^  "      ■  cosiL        ''      "^  COSfl'      "      ■  cos» 

oder 

60)  Aos=FP6;iS«cil,  Bo=f  PSysec^,  Co=sTPe«secv;    j 
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wo  man  die  oberen  oder  unteren  Zeichen  zn  nehmen  hat,  jenacb- 
dem  das  Auge  nicht  zwischen  dem  Anfange  der  Geordinaten  und 
dessen  Bilde ,  oder  zwischen  dem  Aniange  der  Coordinaten  und 
dessen  BiMe  liegt.  Mittelst  der 'obigen  Formeln  kOnnen  A«»  Bo> 
Co  immer  ohne  alle  Zweideutigkeit  bestimmt  werden. 


8.  & 

Die  perspeetiTischen  Coordinaten  eines  Punktes. 

Unter  den  perspectivischen  Coordinaten  eines  Punk- 
tes verstehen  wir  die  auf  den  Bild-Axen  liegenden  Bilder  seiner 
wirklichen  Coordinaten ,  welche  offenbar  die  mit  ihren  gehörigen 
Zeichen  genommenen  Entfernungen  der  Bilder  der  Endpunkte 
seiner  wirklichen  Coordinaten  von  dem  Bilde  des  Anfangs  der 
Coordinaten  sind«  Diese  perspecti vischen  Coordinaten  des  Punk* 
tes  (fgh),  nämlich  die  Bilder  der  Coordinaten  /*,  g,  h,  wollen  wir 
respective  durch  fs,  gy,  h%  bezeichnen ,  und  nun  zu  bestimmen 
suchen. 

Die  Coordinaten  der  Endpunkte  von 

sind  respective: 

A  0,  0;    0,  g,  0;    0,  0,  h. 

Also  sind  nach  22),  wenn  wir  der  Kürze  wegen 
ps^=(/'-*a)  cos  il -^  6cosf( -«  c  cosy , 
py  =s*-aco4  A  +  (^^  6)  cosfft— ecosv, 
p»  =  —  acosil — b  cos  I»  +  (Ä  —  c)eos  V 

setzen,  die  Coordinaten  der  Bilder  der  Endpunkte  der  Coordinaten 

f>    9»    ^ 
respective : 
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QffeDbar  sind  dia^ . CooidinateD  aber  auch: 

^+^cos«,,    ^o  +  /«co6i3s,    Ao-fAcosy«; 

^4AsCoso^,    S^o  +  Ascos/?«,    Ao+Ascos}'.; 

woraus  sich,  wenn  man  dies  mit  dem  Obigen  vergleicht^  eine 
Reihe  von  Gleichaogen  zur  Bestimmung  von  f»^  g^,  h%  ergieb^ 
von  denen  wir  zu  dieser  Bestimmung  der  Symmetrie  wegen  die 
folgenden  wählen  wollen: 

9—p^^(G^g)=zgo+gyCOBßy, 

A-p^(fl-»)=*o+A.cosy. 
oderi 

Acosa^^/^^/o-p^CF-/^), 
gyCOBflySig^go-p^^iG-g), 

A.cosy.=Ä-Ao-p^^(Ä~A). 

Setzen  wir  der  Kürze  wegen 

61)    ...     .     ^  =  Fc08l4-CrCDSf»-J-J7c0SV« 
00  ist  nach  45)  und  14) : 

Ä  =  2-F,    gQ=-jG^    hQzsz-jH; 

und  nach  dem  Obigen  ist  offenbar: 

pjr=/*cosA — il, 
Py^S'cosf»— JT, 
PbssAcosv^JT 

P— p#=?//— /"eosA,  :  ,    . 

P-*Py=S2f— ^COSfft, 

P— p^s^— Acosy. 


M^  Wie  Meh  21) : 


TktUXXXlL 
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Folglich  hat  man  nach  dlMtt^OMg«ii  siir  üfttflibnMtg  vt)fl  fst  ^^f  ^ 
die  folgenden  Gleichungen : 

woraiw  sieb  mittalM  Mühte»  Retfkmnig 

ergiebi.    Nun  ist  aber  narb  49),  SO),  61)  olTenbar: 

,  //—-Fcoat            -       .^ — 6'c«Sft 
cosa.=J:— ^g^ ,    cosft,=± ^^ . 

.  J~Hco»v 
also  Dacb  gebSrig«!*  Sabtftftattdn  in  iit  obigen  Glcficbangen : 

l*~^  J—fewl  •  *»"■*  -rf— ycosfi'  """"*  ^— *cos» 
«der,  weil  offenbar 

ist: 

PO  f  P0LO  PObA 

«0  ^'=±5i:^r  ^»^±2üÄ'  *^*2=Äi3S;' 

in  welchen  Formeln  man  die  oberen  oder  unteren  ZtiAem  aeb» 
men  muse,  jenachdem  da«  Ange  nicht  zwischen  dem  Anfang« 
der  Coordinaten  und  des»«*  Bilde  oder  Zwischen  dem  Anfang« 
der  Coordinaten  und  dessen  Bilde  liegt 

Aveh  kann  num  nach  H)  aHgsaeii| 


Digitized  by  VjOOQIC 


Wi^9i  irilMf  9ilt€i^  ülltfJlfBi.  ßttt$i$ii.  dir  F9tip€€ihl%  Mih^99pi,  M5 

«eisen. 

9.9. 

Zosammenstellang  aller  Formeln  zar  Berechnung  der 
perspectiviscben   Coordinaten. 

Am  bequemsten  scheinen  sich  die  perspectivischen  Coordina- 
ten fx,  gy,  hm  des  Punktes  (fgh)  nach  den  folgenden  Formeln 
berechnen  zu  lassen: 

J  =  jPcosl  -f*  &co8fi-f  ^cosy» 

P  =(F-«)cosJL+(G— 4)cosfi+(Ä— c)c«iv; 

^       4rG«sinv«  +  2C//cos^co8i;  +  £r<sina* 
e,  =  \  25 » 


•,=V^ 


5S  ' 


»._\  2« ' 

Acosy 


^^^^X'      ^-'^'^'      ^'o^T 


cos^'         w       ■  cosy  * 


/'--^•^-/cosA'    •^^-— "«^-^cosf**    *•— ^0^» 


<^~Aco9v 

die  oberen  oder  unteren  Zeichen  genommen»  jenachdem  das  Auge 
nicht  zwischen  dem  Anfange  der  Coordinaten  und  dessen  Bilde 
oder  zwischen  dem  Anfange  der  Coordinaten  und  dessen  Bilde  liegt. 

Man  hat  nicht  unbeachtet  zu  lassen,  dass  die  Grössen 

^,  P;    Ojf,  öy,  S%\    Aot  Bo»  Co 

sininflieli  Ooustanten  sind,  die  bei  der  Berechnung  der  perspec-« 
ttviscben  Coordinaten  aller  Punkte  In  Anwendung  kommen,  «n4 
daher  nur  ein  Mal  zu  berechnen  sind.    DiMdb«  glit  tm   den 


Digitizec>by  VjOOQ  IC 
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WiDkeln  («oyo)>  (Sh^)»  (V^o)»  ^^^  mittelst  der  In  (.6.  entvriekel- 
teD  Formeh  aar  verechiedene  Arten  berechuet  Werden  konoen. 


§.  10. 

PerepectWisohe  Entwerfung  gegebener  Punkte  oder 
Oberhaupt  gegebener  Gegenstände  durch  Construction. 

Wenn  man  die  Bilder  gegelener  Punkte ,  überhaupt  eineo 
perspectirischen  Plan  oder  Riss  eines  gegebenen  Gegenstandes 
auf  einer  der«  Lage  nach  gegebenen  Tafel  für  einen  gegebenen 
Ort  des  Auges  entwerfen  soll,  so  berechnet  man  zuerst  die  Win- 
kel (a^Q^o)«  CVo^o)»  (^d^o)  n&<^h  den  in  §.  6.»  und  die  Constanten 

if»  P;    Wjt,  0jß,  0»;    Ao,  dq,  Cq 

nach  den  in  {.9.  gegebenen  Formeln,  wobei  man  derControle  bei 
der  Berechowig  der  obigen  Wfatkel  wegen  bu  beachten  hat,  dasa 
natariieh  immer 

(*o8fo)  +  (»0^)  +  (M?o)  =  360o 

sein  muss* 

Nun  nehme  man  auf  der  Tafel,  auf  welcher  die  Zeichnung 
entworfen  werden  soll,  einen  Punkt  O  (Fig.  I.)  beliebig  an, 
welcher  das  Bild  des  Anfangspunkts  der  Coordinaten  vor- 
atellt,  und  trage  um  denselben  als  Spitze  herum  die  drei  vorher 
berechneten  Winkel  (xq^o)»  (^o^o)»  (^o^o)  neben  einander  auf,  so 
sind  die  Schenkel  dieser  Winkel  die  positiven  Theile  der  drei 
Bild-Axen,  und  geben,  rückwfirts  über  O  hinaus  verlängert»  die 
negativen  Theile  dieser  Axen,  also  die  drei  Bild-Axen  Oberhaupt. 
Die  positiven  Theile  der  den  Coordinaten -Axen  der  a,  y^  x  ent* 
sprechenden  Bild  -  Axen  wollen  wir  in  der  Figur  respective  dordi 
OX,  OY,  PZ  bezeichnen.  Hierauf  tragen  wir  die  drei  vorher 
berechneten  Entfernungen  Aq»  Bq,  Cq  mit  gehuriger  Berücksich- 
tigung ihrer  Vorzeichen  von  O  aus  auf  die  drei  Bild-Axen  auf, 
so  liefern  uns  die  Endpunkte  JTq,  Fq,  Zq  dieser  drei  Entfernun- 
gen die  drei  Fundamental -Punkte,  and  wir  haben  nun  alle  festen 
Grundlagen,  welche  noth wendig  sind,  um  die  Bilder  aller  gege- 
benen Punkte  auf  der  Tafel  entwerfen  zu  kOnnen.  Dass  auf  die- 
sen Theil  der  Zeichnung  ganz  besondere  Sorgfalt  verwandt  wer-, 
dee  muss,  versteht  sich  von  selbst,  da  er  die  Grundlsge  aller 
faigenden  Operationen  bildet 
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neM  €iHsr  Hreng  wU$^u$cA.  Danieü,  derPer^ume  ü^eräaupkilij 

Wir  wollen  nun  den  Punkt  (fgh)  als  einen  allgemeinen  Repri^ 
eentanten  aller  zu  eotiTerfenden  Punkte  betrachten,  und  Ihn  durch 
ü  (Fig.  2.)  bezeichnen.  Für  diesen  Punkt  berechnen  wir  jetzt 
nach  den  in  §.  9.  gegebenen  Formeln  die  perspectiviscben  Coor- 
dinaten  fx,  gy,  hm,  und  tragen  dieselben  mit  gehöriger  B^- 
racksichtigung  Ihrer  Vorzeichen  ^on  O  aus  auf  die  drei  Bild- 
Axen  auf,  wödureh  wir  in  Flg.  1.  die  Punkte  Äi,  Fi»  2Si  als 
die  Endpunkte  der  perspeetiviaehea  Coordinaten  erbalten.  Nun 
wollen  wir  uns  von  dem  Punkte  M  (Fig.  2.)  im  Raame  etwa 
auf  die  Ebene  der'  xy  ein  Perpendiitel  gefWIt  denken,  und  des* 
sen  Fusspunkt  durch  M'  bezetclinen.  Ferner  denken  wir  uns 
von  M'  In  der  Ebene  der  ay  auf  die  Äsen  der  x  und  y  Perpen* 
dikel  geftllt,  und  bezeichnen  deren  Fusspunkte  durch  Nx  und  JVy 
Weit  die  Linie  ßi*Ny  der  Axe  der  x  parallel  ist,  so  geht  Ibf 
Bild  durch  den  Punkt  ^o  ((^^g-  K;  «^a  aber  Ny  in  der  Linie  lU'Ny 
liegt  und  bekanntlich  F,  (Fif^.  1.)  das  Bild  Ton  Ny  Ist,  so  mus« 
das  Bild  der  Linie  M'Ny  auch  durch  F|  (Fig.  l.)  geben-,  und  die- 
ses Bild  der  Linie  Id'Ny  ivird  also  erbalten,  wenn  man  in  Flg.  L  die 
Linie  Äq  F|  zieht.  Ganz  eben  so  erhalt  man  das  Bild  der  Linie  iViV«, 
wenn  man  In  Flg.  1.  die  Linie  T^Äi  zieht,  und  der  Durehscbnitts- 
punkt  ilf^  der  Linien  ÄqYi  und  Yq^i  In  Fig.L  ist  also  dasBiU 
des  Punktes  M\  Betrachten  wir  nun  die  der  Aze  der  x  parallele 
Linie  ilf^'  (Fig.  2.),  so  muss.  ihr  Bild  durch  den  Punkt  Zq 
(Fig.  I.),  nach  dem  Vorhergehenden  aber  auch  durch  den  Punkt 
Mxy  (Fig.l.)  gehen,  und  wird  daher  erhalten,  wenn  man  In  Fig.  L 
die  Linie  Mxy^Q  zieht ,  in  welcher  Linie  also  auch  das  gesuchte 
Bild  des  Punktes  M  liegen  muss.  Ddhrh  ganz  fifanliehe  Con« 
structionen  kann  man  noch  zwei  andere  Linien  finden,  in  denen 
das  Bild  des  Punktes  JU  liegen  muss,  nSmIicb  in  Fig.L  die  Linien 
My%XQ  und  MmxVof  worauf  dann  die  drei  Linien  MxyZ^t  lUymXof 
ifssFo  In  ihrem  gemeinschaftlichen  Durchschnfttepunkte  Mi  (Fig.l.) 
das  ge.«ucbte  Bild  des  Punktes  JU  (Flg.  2.)  im  Räume  get|pn. 

Hieraus  ergiebt  sich  nun,  nachdem  man  die  Torher  berech- 
neten perspectirischen  Coordinaten  des  Punktes  (fgX)  auf  die 
Bild  -  Azen  aufgetragen,  und  dadurch  in  Figt  I.  die  Punkte  Xi,  F|,  2^ 
erhalten  hat,  die  folgende  merkwürdige  Conötruction  des  Bildes 
des  Punktes  (fgh). 

Man  sieht  die  Linien 
XqTi  und    FoJKi  mit  dem  Durchschnittspunkte  Msy 
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%9%^^tineri:  Neue MeiAode nur Bniwerfitn§ ptr$pHt  ZtMmmmffm^ 
Dano  siebt  man  die  Liolen 

MMsyZ^f      laymXof      MmxToP 

ajo  Ist  deren   gemeinAchaftlicher    Dorchschntttepiinkt        | 
ilfi  das  gesuchte  Bild  des  Punktes  (fyh)* 

Natürlich  Ist  nur  die  Construction  sweier  der  Linien  Mm^Z^, 
J(^Aof    MmmYo   sur   Beatinuttung   des  Bildes  Mg   des    Puaklas        < 
(f§k)  nothwendig;    die  dritte  Linie  bietet  aber  eine  erwflnsehte        | 
Contrela  filr  die  Richtigkeit  der  Zeichnung  überhaupt  dar;    vnd 
dass  man  bei  der  praktbcben  Ansfubning  die  ebigen  Linien  nicht 
▼ellstfindig  aussieben,    sondern  sein  Augenmerk  fiberall  bloss  auf        i 
die  möglichst  genaue  Ermittelung  der  betreffenden  Durchschnitts^        j 
pankte    richten  wird»   versteht  sich  Ton   selbst,    weil  sonst  die 
^Ichnnng  des  ganzen  Risaes  des  an  entwerfenden  Gegenstandes 
an  sehr  mit  Linien  überladen  werden  wfirde.  i 

Anmerkung. 

Aus  dieser  Construction  ergiebt  sich  auch  der  folgend«  he* 
SMrkenswerthe  geometrisch« 

Lehreaix» 

Wenn  In  einer  Ebene  durch  einen  beliebigen  Punkt 
O  derselben  drei  beliebige  gerade  Linien  gesogen» 
and  auf  jeder  dieaer  drei  geraden  Linien  ganx  wilU 
kabriicfa  swei  Punkte 

^ageeommen*   4*nn  die  Linien 

•     XqTi,   TqXiI     FoZ|,  ZqTi;    Z^Xi,  X^Zg 
gesogen,  und  die  Durchschnittspnnkte 

jedes  dieser  drei  Paare  von  Linien  bestimmt  werden; 
80  schneiden  sich  jederseit  sowohl  die'drel  Linien 

*"«y^o»    «f»-^»    Ä»»fo 
als  auch  4le  drei  Linien 

^»fZi  f     MjfuXi  ,     Mmm  F| 

In  «inem  and  demaelben  Pankte. 
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5.  11. 

Betrachtong  des  Falls,   wenn   die   von    dem   Anfangs- 
punkte der  Coordinaien  nach  dem  Ange  gezogene  Ge* 
rade  auf  der  Tafel  senirreelit  sletit 

IKe  von  dem  Anfangspankte  der  Coordinaien  nach  dem  Auge 
gezogene  Gerade  wollen  wir  als  positiv  oder  als  negativ  %etraeh* 
ten>  jenachdero  sie  mit  dem  von  dem  Anfangspunkte  der  Coor* 
dinaten  auf  die  Tafel  gefüllten  Perpendikel  gleielistimmig  oder 
entgegengesetzt  liegt,  nnd  mit  Rflcksicbt  hierauf  durch  E  !>•• 
zeichnen.    Dann  Ist  offenbar  in  völliger  Allgemeinheit: 

64)...    F=*EtonX,    GssEeoBii»    jff=EeoBv% 

also  nach  (.  9. : 

,  ^  =  £(cos l*  +  costt*  +  cos V*)  =  £, 
65) 


r  ^=:Je;(cos; 

l  P=E-<s 


[ff  cos  I + i  cos  f4 + c  cos  v). 
Ferner  ist  nach  47). oder  §•«•  offsnbac: 

8,=  V  cos  ft'sin  V*  -f  2cos  /i'cos  v*  +  sin  f»*cos  v*, 
e5=Vcosv»6lpi*  +  2cosv»cosA*+stnv*cosl^ 
^s=i:  V^cosil^sinfi*  -f2eosJl^cosf»*  -f  sinA^cos^*; 

woraus  man  leicht  ' 

Sj  :=  Veosf4*  +  cos*»*, 

By  =  VcQSv*  +  cosT«, 

e.  SS  V  cos  1*4- cos  ^*; 
also : 

66)    ....    «saeslna,    ^ysssinf»,    #.Msiiiy 

erhält 

Well  offenbar 

Fcosf»— G^osXssO»    Cfcosv—^fcosffrsO»    JSTi^osA^FcosvssO 
i«t,.  so  ergiebt  sich  aus  52)  auf  der  Stelle: 

f«os4*ta^o)  55s  ^  cqU^oI^, 
cos(3fo«o)  «— «•t^cotv, 

K%^  ^^(«•Mtfr  COtA. 
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Fern«?  ist  nach  $•  9.«  wie  raao  sogleich  fiberaieht: 

Bo  =  T(£  — (acosl-f  Aco6fi-i-<^co8y)}taogfA, 
Co  =  Tt£ — (^coaA-|-6co8fi-|-ccosv)|taogv; 

die  obeveo  oder  uoteren  Zeichen  hier  und  im  Folgenden  genom- 
men, jenachdem  das  Auge  oicbt  zwischen  dem  Aofange  der 
Goordinaten  und  dessen  Bilde  oder  zwischen  dem  Anlange  der 
Goordinaten  und  dessen  Bilde  liegt;   und: 

89) 
^—      A      /cosA  p      ^cos^  ^     Acosv    , 

Oders 

-  ,   (JE— (flcosA-f  &COSfi-l-CC08V)l/*sioJt 

'•  — *  E-'feosl  • 

I  £ — (g  COS  iL  -f  6  cos  fi-f  c  co»  v)  >y sin  ^ 


-            (£— *(acosJH-&cosfi4-gcosy)|Asiny 
*•  =  =»= £-Acosv        : ' 


oder: 


A=± 


^f=*dk 


*.=± 


.-      acosA-t-Acostt-l- ccosy,^  .  ^ 
|1 2 l/'sinl 


,-      acosil-(-6cosa-|-ccosiA.      . 

*■"      E 

.-      aco8l-fA<^osf*-f CGOsy,.   . 
1 1  — 7-^ 1  Asin  V 

-      Acosv  ' 


worans  man  sieht»  dass  für  eine  rniendlidi  gresse  Entfernung  des 
Auges  Tom  Anfange  der  Goordinaten  • 

70)*  .  ./«^Ji/'sini»    ^ysi:9sbfi»    «•»J:Ash> 
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n$M  €lmf  9$rmi§  winmmfh.  Dm$uu.  der  PmreptcU^e  1^Urka»fL4ü% 

ist  Di«  GrSMen  A«»  Bo*  ^o  TrtrAen  Qr  ein  noendlldi  grosses 
£  selbst  anendlich  gross,  wie  aus  den  obigen  AusdrGckoD  68) 
dieser  Grossen  auf  der  Stelle  erhellet 


ElnffibruDg  blosser  Winkel  statt  der  Coordinaten  deir 
SU  entwerfenden  Punkte* 

Alle  im  VorhergeheDden  entwiekelten  Formeln,  so  weit  die- 
seHbeni  die  su  entwerfenden  Punkte  betreffen»  sind  dnreh  die 
Coordinaten  f^  g^  h  dieser  Punkte  ausgedruckt  worden,  weU.dies 
einmal  der  Natur  der  äacbe  gemllss  ist,  und  dann  aueii  geHsiss 
in  fielen  Fällen  di<»  Lage  der  Punkte  der  perspectivisch  aufso«. 
nehmenden  Gegenstfinde  durch  unmittelbare  Messung  ihrer  Coor« 
dinaten  bestiromt  worden  ist,  in  der  That  also  diese  O>ordinatea 
als  die  eigentlichen,  dar  Zeichnung  des  perspeetlvischen  Risses 
Bö  Grunde  su  legenden  Data  su  betrachten  sind»  Nun  aber  (Ult 
s»f  der  Stelle  in  die  Augen,  ^ass  allen  Punkten  der  durch,  das 
Ange  {FGHy  und  den  Punkt  (fgh)  gehenden  Geraden  gans  das- 
selbe BMd  entspricht,  und  dass  man  also,  um  das  Bildd^s  Punk- 
tes (fgh)  so  oonstmlren,  fiberhaupt  bloss  das  Bild  eines  gans 
beliebigen,  in  der  in  Rede  stehenden  Geraden  liegenden  Punktes 
so  entwerfen  braucht,  so  dass  es  also  ^erstattet  ist,  in  dip  im 
CMbigen  entwickelten  Foraieln  ffir  /,  y,  k  die  Coordinaten  eines 
beliebigen,  in  der  durch  das  Auge  (FG'iT)  und  den  Punkt  ifyh) 
gehenden  Geraden  liegenden  Punktes  einsufUhren.  Hat  man  nun 
die,  180^  nicht  Qbersteigenden  Winkel  ti,  e,  w  gemessen,  welche 
die  Ton  dem  Auge  (FGH)  aus  nach  dem  Punkte  (fgh)  hin  ge- 
sogene Gerade  mit  den  positiven  Theilen  dreier  durch  das  Ange 
gelegter t  den  primitiven  Coordinaten  •  Axen  paralleler  Azen  ein* 
schllesst,  und  bexeichnet  R  eine  beliebige  positive  Länge  oder 
Entferanng,  so  sind 

jRcostt,     JZcose,    i2cosf0 

jedenfalls  die  Coordinaten  eines  Punktes '  in  der  in  Rede  stehen- 
den Geraden  in  Bezug  auf  das,  durch  das  Auge  gelegte  secnn- 
däre  System,  und  die  Coordinaten  desselben  Punktes  In  Bezug 
auf  das  primitive  System  sind  also 

F-h^costf,    Cr-I-Acoso,    H+Bcosu>. 
Daher  wenden  wir  in  onser n<  einig«»  Formeln 
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g  =1  G  ^  J^coMty^ 

h=H+RcoHw 

SU  setzen  berechtigt  sein,  wo  flir  A  jede  gans  beliebige  positive 
Länge  oder  Entfernung  gesetzt  werden  kann.  Was  aber  die 
Winkel  Uf  9,  w  betriSt,  so  ist  der  Theodolit  ein  sehr  sweck- 
ihlssiges  in«(trument,  mit  welchem  man»  wenn  nur»  1^8  ppewiM 
immer  irerstattet  und  in  allen  F&Uen  jedenfalfe  das- Zweckmls- 
sigste  sein  wird,  die  Ebene  der  jy  horizontal  annimmt»  ganz  in 
der  gewAlinllchen  W^ise  «leescfi  kann:  1.  mit  dem  HoiizeDtal- 
oder  AsimuthaHcreise  den '  von  der  Projeetton  der  von  dem  Aagtn 
(F6B)  nacfc  dem  Pimlrt»  (fyk)  gezof^enen  Geraden  %uf  der  dwicb 
das  Auge  gelegte«  seenndttren  jy- Ebene  mit  dem  pedtiMn  Tlraile 
der  eecundlren  j3:*Axe.  eiiigeeohlofisenen  Winkel  m.  Indem  mmi 
diesen  Winket  stets  positiv  von  dem  positiven  Tbeile  ider  seesm» 
diren  jr- Aze  an  naek  dem  positiven  Theife  der  senindlMli  jf-Ase 
hin  von  0  bis  360»  sfihit;  und  ±  mtt  dem  Ventikal-  oder  Höhen- 
kteise  den  00»  nicht  liberstieigewlen  NbigungswMikel  der  von  dem 
Auge  (FGH)  nach  dem  Pwnkte  (fgh)  gezegenen  Geraden  fp^pen 
die  durch  das  Auge  gelegte  eecundine  orjr* Ebene»  Indem  «Mm 
diesen  Winkel  als  poaitiv  oder  «Is  «egaliv  betraelitet»  jenaciid^m 
der.  Penkt  (fyk)  auf  der  positiven  oder  auf  der  oe^ativen- Seile 
der  durch  das  Auge  gelegte«  secnndfiren  ^-Elieiie  liegt»  «nd 
mit  Rficksioht  hierauf  durch  o  besetchnet.  Hat  mwm  idiase  Jbei- 
den  Winkel  durch  Messung  mit  dem  TbeodoMen  besttmaU«  sni 
findet  fna«  die  Winkel  n»  e»  m  mitteist  der  Mgeodee  gans  «Ug«* 
mein  gültigen  Fermeln« 

!COi^tt=:COSOCOSS» 
cosv  s5sinmeoa9» 
cosm  ;s:sinS; 

oder  kann  in  allen  fHlheren  Formeln  für  ein  Mleb%etf  pertllves 
R  Immer 

i/ssF-f  iZcos  ttcos  cS » 
j^^G+jesin^cesS» 
A=£r-|-i2sin3 
setzen« 

Hieraus  sieht  man»  dass  ein  möglichst  kleiner»  aber  sweck- 
missig  eingMiehteter  TfreedoM  4m  bet|umnst«  InstimMnt  zu  per • 
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neHi  Hlier  Urtng  wmtmek.  ßmr$$eii.  der  iTtr^ecmt  §>^^kmpt,  40S 

•peetiviacb*!!  Aafnabiiien  ist»  nod  mittelst  desselben  wi#d'  ttisii 
durch  blosse  WinkdoiessangeB  wom  einem  einsigbi  Standpankte, 
dem  Prte.des  Auges»  von  jedem  Gegenstande  einen  per^pectiri; 
scben  Riss  eder  Plan  nacb  der  im  Obigen  entvrickelten  Metbodö 
entwerfen  kOnnen. 


{.  1». 

Weitere  Betracbtong  der  LSnge  ^9%  Bildes   der  Ent* 
femeng  sweie?  Punkte  von  einander. 

Ks  würde  biet  zn  weit  f&bren,  wenn  leb  in  alle  im  Obigen 
entwiekelle  Ansdricke  und  Formeln  die  naeb  Anleitung  des  ▼or- 
bergebenden Paragraphen  mit  dem  Theodoliten  gemessenen  Win* 
kel  Wtatt  der  Coordinaten  der  betreffenden  Punkte  einfahren  ivislHec 
Daher  begnOge  ich  mich»  nur  noch  einige  Betrachtungen  fiber  des 
in  {.  6.  entwickelten  Ausdruck  42)  ftlr  ^die  LSnge  Li  des  Bildes 
der  Entfernung  zweier  Punkte  (fgK)  nnd  (f'g'h')  von  einandec 
folgen  sn  lassen. 

Die  \W^  nicht  fibersteigendeo  Winkel«  welche  die  von  dem 
Avge  (FGff)  nach  den  Punkten  (fgh)  und  (f'g'hf)  gezogenen 
GeradieB  mit  4en  pesitivett  Theileo  der  Coordinalsf^*  A}(en  ein- 
sehliessen»  «eien  respective  »»  e»  w  und  u',  e'»  ts';  so  k5onen 
wb  navb  dem  vorhergehenden  Paragraphen 

f=F+Rco9u,       /•'  =  F+Ä'cosii', 

ysGiAcose,        ^  =  €r-|-iZ'cose'» 

A=si7+iZcosto;      k'=Il+ R'eoBw'i 


F-/=s— Äcosi«.       F—f'rs^We^u\ 
Cr-(7=:— Äcose,       G— y  r=_J2'cose'» 
J7— A=^Acosw;      ^— A'ss-A'costo' 
setzen«    Dadurch  erhalten  wir 

P-PT*p»-H|{<eesilaisii -f-eofficosr -l-coswcosip)^ 
P— p'=— JZ'(cosVcostc'-4-cosficose'4cosycosü/)t 
also»  #enA  wft  der  Kürze  wegen  ^ 

tcosW  ^cosileosti  «|-cosficose  -f  eosvcosto»  ^ 
cos  W'sseosit  eosai'  -f  eosf»eese''  -fees^sisi/ 
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SU  seilen  berechtigt  sein,  wo  fflr  R  V/ifl     f 

Länge    oder   Entfernung   gesetzt   ^^y///    jf 

Winkel  II,  s^  «  betrifft,   so  ist  '  ////    ^ 

ihlssiges  Instrument,   mit  welche     Uff 

immer  irerstattet  und  in  allen  ^    /*  '  v^^^x       , 

sigste  sein  wird,  die  Ebene  ^        '  *^  «<»«)€«•  i cos |» 

der  gewAbftlichen  W^se  w  —  costf'oo#9)eosfieos« 

oder  Ai*muthalkreise  den  cos«'— coä»'cos»)cos»cii«i 

iF6B)  «ach  dem  Pimk*  «»»cosl. 

dss  Auge  gelegte«  mt  ^a  mit  (ß^O*  llkultipUcirt.    Setzt  man 

der  secnndären  jr*/ 

diesen  Winkel  sIr         ^^t^    sinfi«,    sinv« 

diren  jr-Axe  an 

hin  von  0  bis  '  ,•      i  «      i      ^      « 

kreise  den  gr^    /^^^^^    ^-^V^^^    »-«<>•-• 

Auge  (FG'  ^  trie  man  leicht  findet, 

die  dnre*     ^^* 

diesen      /        ^/^eosl>'costc)*  + («oswcosV— costo'cos«)» 

diir.  F         (^'  +  (cos  u  cos  ©'  —  cos  vf  cos  p)* 

--«4-C0St)*+C0SW*)  (C0SU'*+  COSü'*+COSf©'«) 

^{t^  ... 

cos  K*  CO«  «'*  —  cos  ©•  cos  r'*  —  cos  fO*  COS  €©'• 

'cospcosü'— Scosrcost'coswcosw'— Scostccosto'cosacosa', 
^  «n  man  der  Körze  wegen 

'       g^aF=cosi«co8ii'  +  cosecos©'  +  coswcosfe' 

7»  ••• 


der 


r«s5(cosecostr'— cos©'cosic)*+  (coswcostf'  —  costs'cosic)« 
**.  -|-(costc  cos©'  — cosic'  cose)* 

go  erhellet  auf  der  Stelle,  dass  der  Ausdruck  auf  der  rech- 
'**' Seite  des  Gleichheitsseichens  in  der  Formel  42)  das  Prodod 

J(cosecosis'-cose'coste)cosl+(coswcosii'-^osis'cosii)co8rt« 
iin^  — I  *|-(cosiic(MieVcosi«'cose)eosvi 

Ist    Folglieh  Ui  nach  42) :. 
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V 


%y  .      .      .      .       p,= 


5^ 


'C08t9)cOSil-|-(cO8l0CO8tt'— C0Sw'C08tf)cO8m  * 
■f(C08tlC08t>^— C08tt^C08p)  C08 14 


"^^-O^IL   ^  tte  nach  dem  Auge  gesogeDa 


s: 


i6t  nach  66): 

A  -h  6cOSfl  +  C  C08  ¥), 

L^ 


((cOSVCOSto'— COSV'COSt0}cOSJl-|-(COSfOGO8t('-CM«0'CO«M)cOSfti  * 
COgW«C08W^  ^^' 

In  diesem  letzteren  Falle  erhSIt  man  aus  42)  mit  Rflcluicht  auf 
f.  11.  aocb  iMcbt : 

♦  78) 

''~ £ '  '*~ E J_^, 

,      aco8i-t-6cosff|-cco8»^,  * 

(•  E  ^ 

=    l(y-^)co8.r— (A-A')co«ji— 2*l^^|«sinit 
+  |(*—A0co8Jl —  (/'-/•')«<>•»'- ^-J^  )•«««»  »^ 

XU*-A0«>»A-(/'-/'0eo8v-^^i^^'|ee«iloe«^ 
-g|(A-A0co8l-(/~/0co8v-^'~^'r 

-2l(/'-/0co8,*-(jr-^0co8A-Ö:^J^|   . 
X<C»— S^eo"»— (A— *0«»M--^^— ^-^1  CO«  *  eo8l. 


Digitized  by  CjOOSI^ 


Mtaem 

(P_p)  (P^pO  tsRW  eo»^Wco0  W. 

Ferner  ist  der  Ausdruck  auf  der  rechten  Seite  de«  Gleichheit»- 
seichens  in  der  Formel  42): 

(cos  ©  cos  w' — cos  ©'  cos  «?)*  sin  A* 

-f  (cos  w  cos  11 '  -^  eos  w'  cos  tf)*sin  yfi 

+  (cos  tf  cos  v'  —  cos  «'  cos  »)*  sin  v* 

— 2(cosecest9' — co6o'cosfo)(eost9co^ti'-*eoato'eosti)€e0lcosfi 

•>-*2(costocosti' — costo'costi)(cosaccoso' — cosu'  0099)  cosfiees« 

— ^  (cos  ti  <fos  v'  -*  costi'  cos t^)  (cos  e  cos  «' -^  cose'  cos  to)  cos y eos A, 

wenn  man  diese  Grltose  noch  mit  (RR')*  llkaltipUcirt.  Setzt  man 
aber^iar 

sinil^>    sinfi*»    sinv* 
respectite 

1  — cosl*,    1— COSf**,     1  — cosv* 

nnd  fiberlegi,   dass,   wie  man  leicht  findet, 

(cost)  cösfo'  — •  cos  t'  cos  wy*  +  (cosfo  cos  V  —  cos  u/  cos  »)* 

+  (cos  u  cos  v'  —  cos  11'  cos  r)* 
=s  (cos  II* + cos »* + cos  w*)  (cos  «'•  +  cos  ©'*  +  COSfs'*) 
—  cos  tt'cos  «'•  —  cose*cos  r'*  —  cos  w'cos  w'* 
—icosncoau'costcosv'—^cosvcosv'coBwcoew'—icostocoBu^coBucomi', 

also,  wenn  man  der  Kurze  wegen 

76)  ...  cosFsscosMcosii'  +  cosecost'  +  costccDSfe' 
setxt, 

sin  F* = (cos  »  cos  le' — cos  ©'  cos  w)*  +  (co®  »  cos  tf '  —  cos  ts'  cos  «)• 

+  (cos  tc  cos v'  —  cos «'  COSü)* 

Ist,  so  erhellet  auf  der  Stelle,  dass  der  Ausdruck  auf  der  rech- 
ten Seite  des  G^eichheltBseichens  in  der  Formel  42)  das  Pirodact 
Ton  (RJfiV  in  die  Grösse  ^ 

t(cosocostr'-cosv'cosf^cosH(costocostc'--4;osio'cosii)cos|»l  * 
«{-(cosiicost)'— costt'coso)cosi4 

ist    Folglish  Ui  Mcb  42)  r 
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7« .f!?= 

I 

•f  (costicosp^—costt^cQgp)  cos  vi 
cosW'cosW»  '  ' 

Steht  die  i^on  dem  Anfangspunkte  nach  dem  Auge  gesogene 
Gerade  auf  der  Tafel  seokrecht»  so  ist  nach  66) : 

Pss£ — (acosX-|-Acos|i-^ccosv), 

also  nach  76): 

77)    . ^ 

8lnF«- 


|£ — (acosl-|-6co8f»-f  cco8v)|* 

i(C08t)C08tp'— COSV^O8t0)cO*l-|-(COSWCO8i('— c<M«r'co8t()eosf»i  * 
^J 4(C0»  MC08  C*— C08lt^C0Sr>C08»t 

C08W«C0gW'« 


In  dieaem  letzteren  Falle  erbSlt  man  aus  42)  mit  Rflcksicbt  auf 
i.  11.  ancb  Idcbt: 

■     78) 

,,      /'co8l+yco8ft  +  Acoev.,.,     /^coel-t-y'c<Mi|»-|-A'<!08»., 

"~  £  '  '*" £ }_^^ 

0C08 l+b COgft  -f-  cco«»^,  * 

(1  —  ) 

=  l(y-^)coev— (A-A')coe(4  — 2^^^^J«8lDi« 
+  {(A— A0e««A-(/'-r)co»»'-^^^^^'l«8in^« 
+  l(/-/'Oc<w/i-  (i^-i70co8l-^äl^fi£^,«g|„v« 

■■  ^8Kf-S^oe.»-(A-A0co8^-,2*^^| 

Xl(A-A0«o8i-(/'-/0«o*»-5^i^^'|cMioeB|* 
-^l(A-A0co8t-(/-/*)co8v~^^'~^'| 

,     >«(/'-/'0co8(t— (jr-^Ocowl— ö-J^)co8f»coe» 

oh'— ha* 
Xi(S—S^eouv—(h—h*)ewfi-'^ — =r^j  C08  V  eosl. 
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md  far  «in  oamdlieb  groMM  B  «kiid  also : 

;      +|(A-*0co«i-(/'-/0eo«*P«»n»»* 

— 2t(A-A0co«i-(/'-f0eoM')  I  (M')tWfi-<9~g')toiatomfKMmp 

oder,  weil 

IC7— ^coe»— (A— AO*!»»<*l«o«i  ) 
•f  ((A— A0co«i-(/>-/'0co8i')eos|»  I  =0 
+  J(^— /"Oc««^— (y— ^)co»i)eoev  ' 

ist,  offeDbar: 

79) 

i.=\/   }'</'-/')«•«'» -(^-^0«»«ill'+l(ff-^)«»*-(A-AOeo«H*l 
^      t    /  +  lA— AOcoei— y— /O«»»')*  I 

•der  auch,  wie  leiciit  erbellet: 

80) Ii  = 

V(/'-/'0H(sr-y0*+(*-*0*-l(/=-/>>^+<y-^0«>«f«+(A-40ei5»?. 

9.  13. 

Das  Aage   als   Anfang  der  CoordioateDe 

Es  erhellet  leicht ,  dase  die  FormeiOy  auf  denen  die  in  Ohi- 
gen  entwickelte  Methode  xnr  Entirerfung  pevepeettHieher  Riese 
oder  Plfine  beruhet »  unhesttmnit  werden,  wenn  die  Coordioaten 
des  Angee  vevech winden,  und  deee  es  also  bei  dieeer  Methode 
nicht  verstattet  ist»  das  Auge  seihet  als  Anfang  der  Coordinatea 
ansonehmen.  Iii^ess  bietet  hei  eehr  vielen  praktischen  Aawen* 
düngen,  ja  wohl  bei  den  meisten,  die  Annahme  den  Auges  als 
Anfang  der  Coordhiateil  besondere  Vortheile  dar»  und  wir  wellen 
daher  jetat  teigen,  anf  welche  Weise  man  sich  an  verhalten  hat, 
wenn  man  von  den  Voltheilen  Nutzen  sieben  will»  welche  die 
Verlegnag  des  Anbiigs  der  Coordinaten  in  dae  Auge  in  derPrails 
gewährt. 
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'gitmmwHmmrik^mi9ia.^»^m9time  mtrkmßtm 


OemimMgtf  MiiiMiiii«»  «Iso^  j«tst  ät^  daM  aU»  «rnkKldi  gch 
liMMeii\ei»  CoMMiiteti  «nmI  WibM»  wehrbe  d*n  |«v0fcetWMcl|«« 
Operationen  ab  Data  m  Grunde  »  kfren  «ind^  «ick  auf  d«s  Aj^ 
als  Anfang  der  Coordin^ten  beziehen,  iat  dann  aber  O  ein  an- 
derer ganz  beliebiger  ^unkt  fan  Räume,  ao  denke  man  sich  dureb 
dflbselb«*^»;  den  duHsll  da»  Auge  gelegten  CoerdiMlenayatewa 
paralleles  Coordinateaayateiii  gelegt»  oad  bezelcbae  die  Coordiaa^ 
ten  des  Angea  in  Bezug  auf  dieses  letztere  System  dureb  F,  GfH, 
wobei  man  zu  beacbten  bat,  dass.  Hell  der  Punkt  O  ein  ganz 
«tiUkArKe^r  is4,  in  der  Thal  aoeb  F^  G,  H  ganz  willkubfKcbe 
Grössen  sind,  filr  die  man  sieb  also  alle  beRebigen.  Wertbe  ge- 
setzt denken  kann.  Zu  heacbten  bat  man  jedocb  jederzeit,  dass 
die  liKP  niebt  fibersteigenden  Winkel  iL,  ft,  v  sieb  auf  den  Tbeil 
elti€r  auf  der  Tafel  sewkreebt  sCehendeii  Geraden  btesMieir  infis- 
sen,  welcber  von  einem  beliebigen  Punkte  dieser  Geraden  ans 
mit  dem  von  dem  Punkte  O  aus  auf  die  Tafel  gefällten  Perpeh« 
dikel  gleicb  gerichtet  ist,  fiobel  naa  $.  1.  zu  vergleichen  hat 

Sind  nun  /,  ^,  A  die  geoieasenen  Coordioateif  eines,  gewis- 
sen  Punktes  in  deoi  dureb  das  Auge  gefegten  Coonlinatensysteme, 
so  sind  nach  der  Lehre  von  der  Vertrandiong  der  Coordinaten 
f'{'Pt  9+G,  A  +  H  die  Coordinaten  desselben  Punktes  in  Be- 
zug auf  das  durch  den  Punkt  O  gelegte  Coor^dinatensystem ,  fior^ 
ans  man  also  siebt,  dass  man,  um  die  im  Vorhergehenden  ealr 
wickelte  Methode  zur  Entwerfung  perspeetiviscber  Risse  oder 
Pläne  auch  anwenden  zu  können,  wenn  alle  gemesseAeir  Coordi- 
naten sich  auf  das  Auge  als  Coordinaten- Anfang  beziebepv,  zu 
allen  diesen  gemessenen  Coordinaten,  unter  Beaditung  des  oben 
wegen  der  Whrfcel  i,  ^f  v  Bemericteti,  nur  dieselben  drei,  sonst 
übrigens  an  sieh  ganz  willkfihrlichen  Grossen  F,  G,  H  hinzuzu- 
legen braeclit.  Gewts8«  Speetaiisirangen  dieses-  bier^  ganz  im 
Allgemeioen  dargelegtan  Ver&farens  gewiihren  aber  besondere 
Vortheile,   von  denen  jetzt  weiter  die  Rede  sein  soll. 

^  Wir  wollen  nämlieh  den  Punkt  O  in  die  durch  das  Auge 
aeaftreeM  geg^a  die  Tafet  gelegte  Gerade  legen^  Bezeiebnea 
wir  dann  die  nicht  verschwindende  Entfernung  des  Punktes  O 
von  dem  Auge  durch  JE,  und  durch  X,  fc,  v  wie  gewöhnKdk  die 
180^  nicht  tibersteigenden  Winkel,  welche  das  von  O  aus  auf 
die  Tafel  geiUlte  Perpendikel  mit  den  positiven  1'beilen  der  CJoor^ 
dkmtea-Azea  eiaschliesst;  so  M  «lleabsr 

81)  .  .  F:=z±EcobI,    CrsdtÄcoilfr,    ir=i:£cosv; 

weaa  maa  die  oberen  oder  anferea  SSeicben  nimmt,  jeaaebdem  O 
aieht  swischea  dem  AxtUB  Mi  dbf  TnlM  eder  swiscbea  der  Tafel 
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imd  dem  Avg^  lieft   Juso  aibw  mm  jtM  etetl  der  fai 
auf  das  Airge  als  Atifaiig  gemeseeneii  CoerdinateD  f,  g,  k  m 
jeden  Puoktee  in  die  Rechnang  die  CrSeeea 

/"iUcoal,    ff±Ecoa^,    hJs:Eeosv; 

natSrtich  anek  fBr  die  gleichfalle  auf  das  Auge  als  AdCh^  sich 
bexiehenden  CooFdInaten  a,  ä,  c  die  GrOsseu 

adk-^cosX,    irbfcosfi»    e±,EcoBv 

eififiihren,  wobei  immer  dieselbe  Bestimmnag  wegen  der  Y«rzei- 
eben  wie  vorher  gilt. 

Nach  den  in  §.  9.  gegebenen  Formeln  Ist  nun 

^aFeesX+  Gcos^^i5rcosv=i:iE(eosil*^eosfi.*-|-eesi^» 

also: 

82) Jss±K 

Ferner  ist 

Pss    (db£cesil-^(adb£eosl)|€esi 

•|- { J:  £cos|i  —  (6i:£co8fi}  icosfft 

+tJ:iBcosv— (c±-Bco«y)lcosv, 
also: 

.  83),    •    .    •     P  =  — (aco8l  +  6cosf»  +  ccosv). 

Weiter  ergiebt  sich  leicht: 

Ö*s5»  V^cosfi.*8in  V*  4-  2eosf*>*cosv*  -f  siaffc^eesi^» 
.  0y  =s  Vcos  V*  «in  i*  +  2  cos  v*  cos  i*  +  sin  v*  cos  !•, 
6s=r  V^cosX'sin  fi*  -f  2co8l*  cosf4^-f-  sinl^cosfi*; 
also«  wie  man  sogleich  fibersieht: 

©,=iVc0S^«+COSV»,      ey=sV^C08V*+C08i«,     O.sVcösFf^Sf^ 

fblgUcb : 

8^ 6x  =  8inA,    6y  =  8inft,    9s==sinv.' 

Femer  ist  nach  dem  Obigen: 

FCOS fft— *  Cr cosl  =s 0, 
Gcos  V  —  jETcos  fft =0, 
^oosX  —  f*cosir=:0; 
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mM  €i0ef  $ir$n§  tHnemeh,  O^rnteH,  der  PenpeeHte  %iöerkmipt  409 
also  nach  54): 

1C0S  (oToyo)  =— CO*  ^  <?ot  <* » 
C08(yo<o)  =  — COtflCOtv, 
cos  (Sq^o)  =  —  CO  t  V  eot  it. 

Wir  wollen  nun  zuerst  den  Fall  betrachten,  wenn  der  Punkt 
O  nicht  zwischen  d>&ni  Auge  und  der  Tafel  Hegt,  wo  nach  dem 
Obigen 

F=zEcosX,    G=^Ecp8ii,    Hz=iEco^v 
ist,  und  ^f  f»  Qf  h  die  Grossen 

/-ffcosily    ^-|-£cos^9    A  +  £cosv 

gesetzt  werden  mSssen. 
Nach  §.9.  und  84)  ist: 

Ao=TPtaogi,    Bo5=TPtangfi,    Co=TPtangv; 

die  oberen  oder  unteren  Zeichen  genommen,  jenachdem  das  Auge 
nicht 'zwischen  dem  Punkte  O  und  seinem  Bilde,  oder  zwischen 
dem  Punkte  O  und  seinem  Bilde  liegt,  also  offenbar  im  vorlie- 
genden Falle,  jenachdem  die  Winkel  X,  ^,  v  sich  auf  den  von 
dem  Auge  aus  nicht  nach  der  Tafel  hin,  oder  auf  den  von  dem 
Auge  aus  nach  der  Tafel  hin  gerichteten  Theil  der  durch  das 
Auge  senkrecht  gegen  die  Tafel  gelegten  Geraden  beziehen. 
Ferner  ist  nach  63)  und  dem  Obigen : 

(/+JEcosX)cosir 
/'-     ^^E-(f-\-Eciml)cQBk' 

_     |.       (^  +  £cosfi)cosfi 

9y---^0  E^(g^Ec08(IL)C08ll' 

, p       (A  +  £cosv)cosv     . 

'^•'"     ^'^E--{h+Eco8v)co8v' 

also: 

/x--Ao  Ea\nl^--fco8X' 

—      R  ^cosfi*-f  lycosft 
^^""""**«£;sinf*«  — ^cosf»' 

L  r  Ecosv'^-i-heosv 

Theil  XXXII.  SS 
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und  folglich  naob  dem  Vorhergehenden: 

h—±y  £;8i„;tsinX^/*cosr ' 

^£J8in|[iC08ft4-  ^sitift 
Ou  =s  i: "  "-my  1 — = —  •  9 

^ä'      •*•    £s]n|ii6inft — ^cosfi 

.  ...JEsinvcosv  +  Äsinv 
•^     j&siDvsmv — Acosv 

die  oberen  oder  unteren  Zeichen  genommen,  jenachdem  die  Win- 
kel X,  fi,  V  sich  ai^f  den  von  dem  Auge  aus  nicht  nach  der  Tafel 
hin,  oder  auf  den  von  dem  Auge  aus  nach  der  Tafel  hin  gerich- 
teten Theil  der  durch  das  Auge  6eokroeh4  gegen  die  Tafel  gelös- 
ten Geraden  beziehen. 

Die  Gleichungen  der  durch  das  Auge  senkrecht  gegen  die 
Tafel  gelegten  Geraden  in  dem  Systeme,  dessen  Anfang  das  Auge 
ist,  sind 


cosA  "*  coS|*  "*  cbsv' 

und  die  Gleichung  der  Tafel  in  demselben  Systeme  ist 

(r  —  o)€0B  A*f  (1^«- A)  oe«  j»  -f  <f -^e)  oosi'  a  0. 

fiexeichnen  wir  also  in  diesem  Coordinatensysteme  die  Coordinar 
ten  des  Durcbscbnittspunkts  der  durch  das  Auge  senkrecht  gegen 
die  Tafel  gelegten  Geraden  mit  der  Tafel  durch  X,  P>  S;  so  hat 
man  su  der  Bestimmung  dieser  Coordinaten  die  folgenden  Glei- 
chungen : 

cosl      -cesf*       cosv' 
(X— a)cosi-|-(]|p— A)eos^*f-  ($  — c)cosv=0; 
woraus  sich  die  folgenden  Formeln  ergeben: 

Xs  (acDsA  -f  6cosft-|-freosi')eosA, 
y  =  (acosA-f6cosfi-f  ccosv)co8fi, 
$  =  (acosA  -f  6cosfi  -|-  ecos v)cos v ; 

und  beseichnet  nun  P  die  Entfernuoig  des  Auges  von  der  Tafel, 
so  Ist 

also  nach  vorstehenden.  Glelchnngen: 


Digitized  by  VjOOQ IC 


neMjHMer  Hr4nfmfnen»ch.  Bnr%ieN  äer  Ferffßet4hfe  merhaupL  411 

1^  sa  (W  CO«  A  +  6150^  ft  +  <?  CO»  1^* , 

woraus 

P  5^  Jb  (flCo«A  +  6cfi6f»;-f  ci^oBv) 

Mig^9  MT^üMi  mati  da«  ober^  od«r  ^hHm^  Zdebcm  »iniinft,  J0«4ipi^ 
dem  die  Ctnd«««  /i<Oi»A-f  6owf<.-|-c€0«ii'  |)oi«ifiv  oder  negativ  i«t* 
Dfote  6ru«««  ist  nbof  oCeRbar  i)«M>h  f  ^^  P^ii^'i^  <iMd(ßr  aegaitjr, 
jeiiachdem  die  Winkel  l,  fi,  v  sicli  auf  d^o  von  4^19  A«9B  mi« 
nach  der  Tafel  hin,  oder  auf  den  von  dem  Auge  au«  nicht  nach 
der  Tafel  hin  gerichteten  Theil  der  durch  das  Auge  senkrecht 
gegen  die  Tafel  gelegten  Geraden  beziehen;   also  ist 

yc3:^(<IC0«]l-f  6  cos  ft -f  C  cos  v) 

nnd  nach  83)  folglich 

P  =  J:P    oder    P  =  ±P, 

wenn  man  die  oberen  oder  unteren  Zeiebien  nimmt ^  jenachdem 
die  Winkel  l,  (i,  v  sich  auf  den  von  dem  Auge  aus  nicht  nach 
der  Tafel  hin,  oder  auf  den  von  dem  Auge  aus  nach  der  Tafel 
hin  gerichteten  Th^it  der  durch  das  Auge  «enkrecht  gegen  die 
Tafel  gelegten  Geraden  beziehen.  Folglich  ist  nach'  dem  Obigen 
allgemein  in  diesem  Fa)h{ 

''  "^Esm k «in A  — /cos A ' 

,         _     Esinficos^  +  ^sinfi. 
/    '  '  *  '     \    Jy     ^  Esin^Binji  -^  ffcos^' 

-        ^£J«invcosv +/i«in  V 
^  Esmvstuv  —  ÄCOSV 

und  zur  Bestimmung  von  A^,  Bq,  Cq  hat  man  nach  dem  Obigen 
die  folgenden  Formelo  :  . 

87)    Ao  =  -PtangA,    B^^— Ptang^,    Co  =  — Ptangv. 

Wir  wollen  nun  auch  den  Fall  betrachten,    wenn  der  Punkt 
O  zwischen  dem  Ange  und  der  Tafel  liegt,  wonach  dem  Obigen 

F=— £cosA,     G=— jBcos^,    Ä==— Ecosv 
i«i,  und  Skf  ff  g,  h  die  Groesen 

/*— £co&A,    y-^EcoBiip     k^Ecosv  .      '  ' 

gesetzt  werden  müssen. 
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Da  iu  diesem  Falle  das  Auge  nicht  swiscben  dem  Punkte  0 
und  seinem  Bilde  liegt»  so  ist  nach  {.  9.  and  84): 

Ao=-PtangA.    Bo=-Ptangfi,    Co=  — Ptangv; 

wohei  man  in  bemerken  hat»  dass  in  diesem  Falle  die  Winkel 
l»  fft»  V  sich  auf  den  von  dem  Auge  aus  nach  der  Tafel  hin  ge- 
richteten  Theil  der  durch  das  Auge  senkrecht  gegen  die  Tafel 
gelegten  Geraden  besiehen. 

Ferner  ist  nach  63)  und  dem  Obigen : 

(/— £?co8X)cosA 
A  =  -  Ao  _  js_  (^_£;cosi)cosA ' 

—     R        (y  — JEcosfi)cosfi 
^J'— ""<>— E-C^— £cosf*)cos;i' 

A  —     r         (A — iSco8v)cosy 
^-"~^-£-(A^iS;cosv)co8v' 

also: 

^*"~     ^Esinfi*  +  5^cosfi* 

r  ^co8v*-*Acosv, 
A.--i^O£3inv«  +  Acosif' 

und  folglich  nach  dem  Vorhergehenden: 

^     £?sin  l  cos  l  -—  ftnn  l 
'f  ""*^  J^sinXsinX  +  Ao«^  ' 

_^  p  Esin  ftcos  |n  >—  y  sin  fi 
^*  ""     £stn-fi  sin  f*  +  y  cosf* ' 

Q  £  sin  V  cos  v  —  ä  sin  v 

fsmt'Sinv  -f  Acosv 

Ganz  wie  im  ersten  Falle  erhält  man  auch  hier: 

9*  =:  (a  cos  l  i-  6cos  f»  -|-  c  cos  v)^, 

und  folglich»  weil  in  diesem  Falle»  wo  die  Winkel  i»  |ft»  y  siek 
auf  den  von  dem  Auge  aus  nach  der  Tafel  hin  gerichteten  Theil 
der  durch  das  Auge  senkrecht  gegen  die  Tafel  gelegten  Geradea 
hesiehen»  nach  $.1.  die  Grosse  acosl-l-Acosfi-i-ccasy  ofen- 
bar positiv  ist» 


Digitized  by  VjOOQIC 


neM  Hn$r  Ur€n§  wiaemek.  Danieii,  der  PertpeeUve  überhaupt  41S 

l^ss  acosA-f  6co8^-f  ccosv, 

also  nach  83): 

)I=:--.P    oder    P  =  -  >. 

Folglich  ist  in  dieaem  Falle: 

^'  •"  ""'  £:8in  Isin  X^fco^X  * 

88)  ;o  _     j^gsinftcosfi-^ainfi 
^^*         *^£8inf»8lDfft-f^coafA' 

1  —     »I  ^'sinycosv — ^einv , 
""  ""  *^ -E  sinv  81  n  v-|- A  ce^v  * 

und  Eur  Beatlnimung  von  Aq,  Bq,  Cq  hat  man  nach  dem  Obigen 
die  folgenden  Formeln: 

89)  . . .  Aq  =^  9  tang l,    Bo  =:  P  tangf»,    Co  =  9  taog v. 

LSast  man  aber  die  Winkel  X,  n^v  sich  auf  den  von  dem 
Auge  au8  nicht  nach  der  Tafel  hin  gerichteten  Theil  der  durch 
das  Auge  aenkrecht  gegen  die  Tafel  gelegten  Geraden  beliehen, 
80  werden  diese  Formeln: 


'*^*^i:8lni8lnX— /'cesA' 

j^  £?siofiC08fi+y8inf* 

/  ^^9     ^£;Binf4»infi— ^cosfi 


_     E8invcosv  +  Asinv 
^^"  EsmvBinv  —  Acosv 

und 

9J)    Ao=— PtangA.    Bo=-Ptangfi,    C(v=— ptangv; 

die  Ausdrücke  84)  und  85)  von 

0x,  0y,  ©,    und   co8(X(iyo)>    cos(yo«ö)»    co8(xoaro) 

werden  aber  durch  diese  andervreitige,  rficksichtlich  der  Winkel 
k,  fi,  V  getroffene  Bestimmung  gar  nicht  alterirt. 

Aus  86),  87)  und  90) ,  91)  erhellet  nun,   dass  man  allgemein 

92)     Ao=— PtangX,    Bo=— ptangft,    Co^-Ptangv 

und 
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f   A  _4^iEsinvco8v-f  Afeinv 
V      *"~*^J5JsiDvsinv — Acosv 

setzen,  und  die  Winkel  A>  yiy  v  beliebig  auf  den  von  dem  Auge 
aus  abwärts  von  der  Tafel,  oder  auf  den  von  dem  Auge  ans  nach 
der  Tafel  hin  gerichfettfn  Threil  der  durch  das  Auge  senkrecht 
gegen  die  Tafel  gelegten  Geraden  beziehen  kann.  Hat  man  die 
Winkel  A,  fi,  v  auf  den  yon  dem  Auge  aus  abrärts  von  der  Tafel 
gerichteten  Theil  dtet  durch  das  Auge  senkrecht  gegen  die  Tafel 
gelegten  Geraden  bezogen ,  so  heisst  dies  im  Allgemeinen  so  viel, 
das3  man  aicb  den  Punkt  O  auf  derselben  Seite  des  Auges  w  ie 
die  Tafel  liegend  gedacht  hat;  und  jenachdem  man  die  willkuhr- 
liche  positive  Grösse  E  kleiner  oder  grosser  als  P  angenommen 
hat,  ist  der  Punkt  O  zivisehen  das  Auge  und  die  Tafel  oder 
auf  die  entgegengesetzte  Seite  der  Tafel  gelegt,  also  mit  dem  Auge 
auf  einer  und  derselben  oder^uf  entgegengesetzter  Seite  der  Tafel 
angenommen  worden.  Hat  man  dagegen  die  Winkel  X^  f«,  v  auf  den  von 
dem  Auge  aus  nach  der  Tafel  hin  gerichteten  Theil  der  durch  das 
Auge  senkrecht  gegen  die  Tafel  gelegten  Geraden  bezogen,  so 
heisst  dies  so  viel,  dass  man  sich  den  Punkt  O  nicht  mit  der 
Tafel  auf  einerlei  Seite,  sondern  auf  der  entgegengesetzten  Seite 
des  Auges  liegend  gedacht  hat,  wobei  es  ganz  gleichgültig  ist, 
wie  gross  E  im  VerbSKiMSs  2u  P  angenommen  wird.  Alles  die- 
ses ist  natürlich  vollständig  veretattet. 

Die  zur  vollständigen  Anfertigung,  des  petspecti vischen  Ris- 
ses erforderlichen  Farmein  sind  nach  dem  Vorhergehenden  nun 
die  folgenden,  wobei  die  Winkel  A,  fi,  v  beliebig  auf  den  einen 
oder  den  andern  der  beiden  Theile  bezogen  werden  können.  In 
welche  die  durch  das  Auge  senkrecht  gegen  die  Tafel  gelegte 
Gerade  ven  dem  Ange  getheilt  wird:- 

cos  ( J^o^o)  =  —  cot  A  cot  fi , 
cosC^^o'^o)  =  — cotftcoti/, 
cos  (xo.To) = —  cot  V  cot  X ; 
Ao=— PtangA,     Bo==:— Ptang^tt,  '  Co=— Ptangv; 
94)     l  f  Esin  A  cos  X-{-fs\i\X 

^  ^'~"£;sinA8inl---'7cösl' 

^fsinucosa-f-osinu 
*^'  jEsin  (Lisin|x— ^cosfi 
.        _Esinvcosv+ /isinv 

/<-  =  P  ^r-. . X . 

^  l:<sinv8in  V  —  Acosv 
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Siod  «,  V,  fo  die  180P  aicbl  überstoigMiden  Winkel,  welche 
die  von  dem  Auge  nach  dem  Paolcte  (fgh)  gezogene  Gerade  mit 
den  positiven  Theilen  der  Coordinaten-Axen  eiiischliesst,  so 
kann  man 

ft=:  Ecoau,    gssBcoav,    A=a:£co«ic 

setsen,  und  erhält  daon  zur  BestimmuDg  von  fx,  g^,  h%  nach  94) 
die  folgenden  Formeln: 

(coa  k  -f  cos  u)  sin  A 

''"~*^sinX^  —  cosAcosm' 


1       ^^(cos^-f  coso)sinfi 
95)     ...     .     W»-*^.lrt^»-cosftcose' 


,        ^  (cos  V  +  cos  to)  sin  v 

As  =  U  -; Ä 

'^  6in  V* — cos  V  cos  w 


oder: 


(cos  k  -f  cos  «)  sin  A 

'  *      "  1  —  (cos  A  +  cos  tt)  cos  A ' 

y^)    •    .    .     ^  ^v- J'  i_(cos^  +  co8e)cos^' 

A  ^  ffl     ("COS  V  4-  cos  tt?)  sin  v     , 
*  "^     1  —  (cosv  -f  costr)  cos  V ' 

also,   wenn  nir 

ikz  =  2  cos  1(A  +  ii)  cos  i(A — ii) , 
Ay = 2cos  i(|* -I- c)  cos  i(f*— ») » 
Az=2co6^(v-t-ii7)cos|(v — w) 

setzen : 

AxPsinA  AyPsinfi  A^gsinv 

^^  ^'-1— fccosA*    ^»^l-i^eosft'    '^•'^1— A,cosv' 

Also  sind  die  der  Anfertigung  des  perspectivischen  Risses  zu 
Grunde  zu  legenden  Formeln: 
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cos(yo^)=— cot^cotv, 

üos  (zo^o)  =  —  cot  V  cot  k ; 

Ao  — -PtaDgA,    Bo=— Ptangft,    Co=— Ptangv; 

^)    ^  *,=2cosi(A  +  tt)co»ia^ii), 

^^  =  2  CO«  i(fi  + 1>)  CO»  l(f* — ©) , 

kz  =2co8i(v  +  w)cosl(v— «>); 

1     ^_^  faPgJPJt  AyPsin^  Ar»P8ipv    , 

\   ^'""1— A,C08A'     ^«'""I'-ityCOSfi'     '**'"1  — it.cosv' 

WO  (Ä^yo)»   (yo*o)>   (*oJ^o)   und  ^o.  Bo>  C©  CoDstaoteo  sind. 

§.  14. 

Construction  der  im  Torhergeheoden  Paragraphen 
durch  (dTo^o)»   (^o^)»  (^o^o)   bezeichneten  Winl^el. 

Wenn  man,  wie  Fig.  3.  zeigt,  nach  einem  gewiaaen  Maaaa- 
stabe  mit  atnA*,  ain  fi*,  ainv'  als  Seiten  ein  Dreieck  ABC  con- 
atroirt^),  und  dessen  Winkel  A,  B,  C  halbirt^  so  schneiden  sich 
die  Haibirungsliuien  in  einem  gemeinschaftlichen  Punkte  O,  und 
schtlessen  an  demselben  drei  Winkel  q>»  ^f»  %  ein,  von  denen 
wir  jetzt  etwa  den  Winkel  q>  bestimmen  wollen«  Nach  bekannten 
trigonometrischen  Formeln  ist: 


*)  Dum  diM  immer   möglich  ist,    folg:t  leicht   aus  der   bekannten 
Gleichnng 

sin  X*  -I-  sin/u*  -f  siii  v*  =  2. 

Deon  w&re  etwa 

8liiA*-|-sin/ti*<siny*,  ^ 

•o  wäre 

sie  l*  +  sin/s«  -I-  sin  v*  <  8  sin  v* , 
also 

8<8einv*f   and   folglich   •iny*^!, 
was  nngeretBil  ist.    Also  ist  äberhaiipt 

•lnA«-fsin^*>sinf«,     sinil« -J-sin»'«>sln^«,    sin^^-t-siny«  >sinjl*; 
wie  erforderlich  ist,  wenn  das  Dreieck  möglich  sein  soll. 
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«  .    ,  ^*       (8iiiÄ«+«lDv«-»ini«)(8in|**-8inv*+8inX«) 

l  sin  i^*  =  ir-i — r=-; = $ 

jj  .        ..      (8in  X*  4-  sin  ft* + 8in  v*)  (sin  A*  -f  sin  v* — sin  ft*) 

2  C08  .a  =r  asns^n;^*  • 

folglich,   wie  leicht  erhellet:  "    . 

»     ,    Mm  COSA^COSV*    ,  ^.  CO8U* 

•  Bin  A*  810  V*'  •  8inA*8ID1^ 

und  ganB  eben  so; 

•     iwt        C08A«C08fi«  ,  _^  C08V* 

sinA'sinfft''  '  sinA'sInfi' 

also : 

sin  \A^  sin  \B^  =  cot  A«  cot  ^*  cot  v* , 
cosiil*co8li8*=cosecA^cotfi*cotv*;  • 
und    folglich : 

B\filAsm\B:=^  db  cotA*cotfiCotv, 
cos  i^  CO8  i  A  =5  Jb  cosec  A*cotfftCot  V ; 

wenn  i|ian  die  oberen  oder  unteren  Zeichen  nimmt,  jeoachdem 
cotfftcotv  positiv  oder  negativ  ist.    Weil  nun 

co6i(il-|-^)  =  cosi2lco8  9£ — siDiilslniA 

M,  80  erbellet,  wenn  man 

cosec  A*  =  1  +  cot  A*  ' 

setzt,  auf  der  Stelle  aus  dem  Obigen,  dass 

cos  \{A  -f  JS)  s  ±  cot  fi  cot  V 

Ist    Nun  ist  aber,  wobei  Fig.  3»  zu  vergleichen: 

also  cos  9  =  --  cos  \{A  -f  A),  und  folglich  cos  9  =  =F  cot  ft  cot  v, 
also  nach  85)  co89  =  dbcos(yo^),  woraus  {y^ßo^^^^  oder 
(yQZ^=:J80^ — 9  M^it  jenachdem  cot  ^  cot  y  positiv*  oder  nega- 
tiv Ist.  Eben  so  ist  (20^0)  =  ^  ^^^^  (^^0)  =  1^0^  -^  ^»  jenach- 
dem  cotvcotA  positiv  oder  negativ  Ist;  und  (^0^0)^=  X  ^^ 
(d:oyo)=l80^  —  %>  jenachdem  cotAcotfi  positiv  oder  negativ  ist. 
Man  sieht  also,  wie  man  die  Winkel  (Xi^^),  (y^fy)),  (20^0)»  und 
folglich  auch  die  positiven  Theile  der  Bild-Axen  und  diese  Axen 
überhaupt  construiren  kann. 


Hmckfehler.  Ich  bitte,  in  der  Einleitung  su  dieiem  Aufsätze 
„Farieh**  statt  „Fariach"  %u  aetsen,  alio  das  c  in  diaaem  Namen 
EU  ttreichen. 
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lieber  einen  allgemeinen  Satz  aus  der  Kurvenlehre. 

VOD 

Herrn  Doctor  A.  fV eiler ^ 
Lehrer  der  Mathematik  an  der  höheren  Bürgerschule  so  Man nh ein 


In  dem  Slsten  Theiie  di^seft  Journals  (S.  449.)  hat  Herr  Doc- 
tor Voller  den  folgenden  Lehrsatz  aufgestellt: 

,, Zieht  man  in  einer  beliebigen  Kurve  eine  Sehne,  so  ist, 
wenn  die  letztere  unendlich  bkiiu  wird,  4«s  Verhältaiw 
des  Flächensegments  zu  dem  Dreiecke,  welches  von  der 
Sehne  und  den  dazu  gehurigen  Tangenten  gebildet  wird, 
gleich  !/' 

Um  diesen  Sat2  zu  beweisen ,  werden  dort  die  Coordioaten 
zweier  beliebigen  Punkte  der  Kucre,  dere»  GUichiiBg  i^^=f{x) 
ist,  durch  Xiyi  und  x^^g^  bezeiehnet  Es  ergiebt  sich  alsdann  der 
Inhalt  des  Tangentendreiecks  aus  der  Gleichung: 

*_t  (ya—  Vi  —f'ip^ (j?g — J^i)) (ytf— yi —f'(^t> feg» ^ ^)) 

Ferner  wird  abkürzend  ff(x)dx=^q>{x)  gesetzt,  und  dfes  Hefert 
fSr  das  Fßchensegment  den  tVerth: 

Da  nun  aber  die  oben  ausgesprochene  Bedingung  eingeführt 
wird,  wornach  die  beiden  Punkte  Xiyi  und  x^^  unendlich  nahe 
beisammen  liegen,  so  findet  sich  erst  nach  viermaliger  Dilleren- 

tiatidn  ton  ZShler  «nd  Nentter  der  Werth  r  ^ !. 
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lu  dem  Gegeowärtigen  will  ich  den  Versncb  machen,  densel- 
ben Gegenstand  von  einem  anderen  Gesichtspunkte  ans  zu  be- 
trachten» uro  den  Beweis  des  oben  aufgestellten  Satzes  durch 
etwas  weniger  Rechnung  zu  erzielen, 

Zunfichst  ist  aus  der  Kurrenlebre  bekannt,  dass  sich  fGr  jeden 
Punkt  der  Kurve,  deren  Gleichung  y=^f{a:)  ist,  ein  Kreis  findet, 
welcher  auf  eine  unendlich  kleine  Strecke  hin  so  innig  mit  der 
Kurve  zusamroenftllt,  dass  die  Abweichungen  der  Kurve  von  dem 
Kreise  selbst  wieder  verschwisden4  sind,  verglichen  mit  den  Ab- 
weichungen  der  Kurve  von  der  Tangente  oder  auch  von  der  Sehne, 
wefche  flir  die  Kurve  und  dea  Kiels  gemeinsch&ftilcb  sind».  Oa 
nSmIich  an  dieser  Stelle  nicht  allein  der  erste  Differentialquotient 

^f    sondern  auch  der  zweite  Differentialqnotient   ^^  für  Kurve 

und  Kreis  übereinstimmen,  so  hängen  die  wirklich  vorhandenen 
Abweichungen  in  der  That  nur  von  de»  dritten  Differentialquo- 

tienten  -r-^  ab,  woraus  denn  das,  was  hier  nur  In  Erinnerung  ge- 
bracht worden  ist,  auf  der  Stelle  erhellet.  Es  folgt,  dass  das 
In  Rede  stehende  Verhältniss  zwischen  dem  Flächensegment  und 
dem  Tangentemfreieek.  Rhr  Kurve  und  KtiSrnmungskrefs  übereinstim- 
mend ist 

Nun  wird  aber  Niemand  dacan  zwetfein,  dass  das  efwähate 
Verhältniss  für  den  Kreis  stets  ein  und  denselben  Zablenwerth 
hat,  wie  gross  auch  Immer  der  Halbmesser  des  Kreises  sem  mag. 
Daraus  folgt  aber  werter,  dass  dies  Verhältniss  auch  für  Jede 
andere  Kurve  in  allen  Punkten  durch  einen  bestimmfecr  Zablefri'' 
wetth  aosgedrückt  ist. 

Es  ist  eitle  bekannte  Eigenschaft  der  Pafabel,  dass  das  Ver^« 
hältnlss  zwischen  dem  Fläch ensegnient  und  dem  Tangentendreieck 
für  zwei  beliebige  Paukte  der  Parabel  jedesmal  den  Werth  {  hat 
Dieser  Werth  bleibt  auch  dann  richtig,  wenn  die  beiden  Punkte 
der  Parabel  unendlich  nahe  beisammen  liegen.  Es  versteht  sich, 
dass  fSr  diesen  Fall  der  Werth  }  auch  fSr  jede  andere  Kurve  gilt« 

Schneller  noch  gelangt  man  zu  diesem  Schlüsse,  wenn  man 
sich  anstatt  des  Krümmungskreises  eine  Krümmungsparabel  an 
die  Kurve  gelegt  denkt,  deren  Gleichung  ^  =  f(a:)  ist 
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Neue  Methode,    die    Quadratur   der  Parabel   zu   be- 
stimmen. 

Von 

Herrn  Doctor  yölUr 
Lehrer  ao  der  Realtchule  se  Saalfeld. 


Auf  meine  Uiitersacbungen  »»fiberGränzverbältnias^"  bei  ebe- 
nen Curven  mich  stfitzend,  gelang  es  mir,  eine  Methode  zu  finden, 
mittelat  welcher  sich  die  Quadratur  der  Parabel  auf  andere,  als 
die  herkömmliche  Weise  bestimmen  lässt. 

Wenn  sich  nehmlich  bei  verschwindender  Sehne  —  wie  in 
Heft  4.  des  31.  Theils  S.  449.  dieses  Archivs  allgemein  bewiesen  — 
das  Segment  zu  dem  dazu  gehurigen  Tangentendreieck  wie  2:3  ver- 
hält, so  ist,  wenn  —  unter  Beibehaltung  der  froheren  Bezeich- 
nungen —  das  betreffende  Dreieck  (Taf.  V.  Fig.  1,),  wie  an  jenem 
Orte  abgeleitet  worden,   gleich 


nunmehr : 


»•«•"•»t  = iiri:'t)-rM] 


1 


Wendet  man  Jetzt  diesen  Satz  auf  die  Parabel  an  und  i&sst  den 
Coordinatenaufang  mit  dem  Scheitel  dieser  Curve,  die  JT- Achse 
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mit  der  Achse  derselben  zluaminenfaiien ,  so  erglebt  sich  —  fvenn 
man  fiberdiess  noch  das  eine  Ende  des  Segments  in  den  Coordi- 
natenanfang  hineinschiebt»  wodurch  d:|=0>  ^i=0  nnd  /*'(jr|)=<x 
wird  —  aas  analytischen  Gründen : 

Segment  =i.|— ar^VC^Ä) +'''^«y«l- 
Beimnntiich  ist  aber  bei  der  Parabel  allgemein : 

mithin  ist  nach  Snbstitntion  dieses  Werthes : 

Segment  =:M-^  +  :raya|, 

d.  i. 

Segment  ==  J .  iarjy  t  =  \xig^ 

Der  durch  diese  Gleichung  ausgedruckte  Satz,  der  wohl  auch 
gleich  dem  weiter  unten  stehenden  in  allgemeiner  Form  hinge- 
stellt zu  werden  verdient,  heisst  in  Worten: 

„Ein  Parabelsegment,  welches  mit  seinem  einen  Ende 
in  dem  Coordinatenanfang,  dem  Scheitel  der  Parabel,  liegt» 
ist  der  dritte  Theil  von  demjenigen  Dreieck,  welches 
durch  die  rechtwinkligen  Coordinaten  des  anderen  End- 
punktes des  Segments  und  >der  dazu  gehörigen  Sehne 
gebildet  wird/' 

Will  man  nun  —  unter  Zugrundelegung  rechtwinkliger  Coor- 
dinaten —  einen  bestimmten  Parabelabscbnitt  MNO  berechnen, 
so  ist»  wie  leicht  erhellet, 

Parabelabschn.  MNO  ==  2.Segm.  +  A  MISO, 
d.  i. 

Parabelabschn.  MNO  =  i^^»  -f  ^a^i* 

Mithin : 

Parabelabschn.  MNO  ==  ^x^y^f 

was  die  bekannte  und  auch  genugsam  in  Worten  ausgedruckte 
Relation  ist. 
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422  ZeAfHSs:    H^olHüo  coHfruenUurum  i^  gr^idus 


Resolutio  congruentiarum  V"^  gradus  per  formulas  noTas. 

Aactore 

D»-.  J.  G.  Zehfuss, 
Darmstadino. 


Satifl  ootiim  est  viros  celeberrimos  Cauchy  et  Binet  me- 
thodnin  docuisse^  quae  non  pendeat  a  fheoHa  fractioTiuin  continaa- 
rmn,  solntionem  cotigruenlSaTuin  I«^  gradns  tnveniendi.  Jam  in 
sequtntibus  formcdas  quatuor  ab  cognitis  diversas  expKcare  liceat, 
qua«  eandem  ad  Snem  pertinent;  qnaram  ad  demonstratioDem 
Permati  fheoremate  ntimnr. 

1)  Secnndum  theorema  Fermatianum 

€•"•*— l  p<r  4j?,  ergo  (a«-^— l)*"  per  «* 

dividi  potesty  designante  a  Dumerum  primum,  a  namerum  quem- 
libet  noD  dWiaifailein  per  o,    GeMTfiKtiir  ^rgo  babeoiiift 

(I) 

(l—a«-i)»(l--iiM)«(l  —  ay-i)f ....««,    (mod  t^ß^ff....). 

Hinc  naDciflciniQr 

l-.(l_cia-i)«i(l— 0^-1)11(1-. oy-^)P....  =  l,    (mod  a»/J«yF....). 

Jam  elacet,  ezpressionem  ad  sinistram  signi  ^  factorem  a  im- 
plicare,  quo  sequitar,  namerum  integrum 

ar=j[l— (1— a«-i)«(l— ai»-i)»(l— «y-»)P....].    (»od  «•/?")*....) 
solutionem  esse  congraentiae 
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p&r  fonmUas  nmm$,  i2t 

ax^b,    (mod  «~/J»yJ»....). 

2)  Resolutio  alteraprobjematisresolvendi  coogriientiani  ax=b, 
(mod  te^ß^yPi,..),  hano  in  moriam  invenitiir, 

Etheoremate  Fermatl  aceleb«rrfaM»€rauss  extenifo  eraimns 

ö(«-i)i^»^  —  1=0,  (mod  ««) ;    «V-»)^*— 1  =0,  (mod  /I») ; .... 

Hinc  prodit  pro  modnlo  a>"j3>^»r».: 

(IF)    (1  -a<«*-*>«"'""'Kl-a^~*>^" Vi— fl^y-*^"*)— .^0, 
et  elucet,  pro  eodeiii  modulo  fieri  expressionem 

i-(j  -^ii(*^i)«'r*)(i--f(^-*^^"~')(i-«(y--^)>'""V.-.s  1. 

Qaae  quam  Aictor«in  babeat  o«  vidomas,  pro  modulo  cfl^ß^yP»,.. 

solntionam  aUerain  eaie  congruentiao  aamty  (füod^^ß^yp.,..). 

3)  Hetbodas  tertia  pariter  fluit  e  Fermati  tbeoremate,  si 
ponamus  ^/3"  ioco  z  in  congni^ntia 

,(a^i)««-*_1^0,    (moda«), 
designantibus  a  ei  A  numerps  inter  se  primos.    Prodit 

(^/5«)(«-»)«""*  — IsO,    (modo«), 

et  cum  «it  (Äa»)V-i)/'"'"*  =  0,  (modo»),  invenimis 

(Jj3")(«-i)«*-'*  +  (Baw)(iff-i)^"*  -^1  =0,    (mod  ««). 

Jam  8i  ^9  jB  et  or,  |S  non  balient  dlvisorem  commonem,  pri- 
mnm  hnjns  congmentiae  membrnm,  symmotriae  ipaaram  a,  ß 
causa»  pariter  factorem  babet  ß%  Qua  de  cauBa  haee  congru- 
entia  in  sequentem  abit: 

(j/j»)(«-i)«"-:*+(Äa«)(i»-^)/>""'*  — 1=0,    (mod«"i?»). 

SimiK  modo  heile  demoastratnr  esae 

{moit^ß^yf) 
et  generaliter,   modulo  nr*"/^)^.«..  posito  =f(»    obtinemns 
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424  Zehfu  $$:  KnoluUo  amtrmetauutm  /<^  irmdu»  per  tormut.  nma*. 

(III) 

(mod  «^/^yr — ) 

designantibus  A,  B,  C...  numeros  quoclibet  per  nnneros  pri- 
roos  «,  ß,  y....  noo  divisibiles. 

Unde,  si  stataami»  A^=Bss:Css,.,.sso,  coostat  esse 

*-aLw        +W        +w        +-J 

solutionem  tertiam  congruentiae  aa:^b,  (mod  afl^ß^yf,...). 

4)  Usus  fuDctlonum  Gamma.  Etlieorefdate  Wilsonianolit 

1.2.3. ...(a—l)  =  IXa)s^l,    (mod  a). 
designante  a  numerom  primum  querovis.     Denotabimus  per  Oa  re- 
sidaum  minimum  positivum  numeri  a  secundam  raodalum  a,  mide 
qunm  sit 

o  — Oa^O,   seu  potius  <ia-|-( — l).ii^O,    (moda), 

patet  esse 

ffa  -f  aT{a)  ^  Oy    (mod  a). 

Qaae  congraentia«  quam  Jn[a)  factorem  habeat  fla  <a,  per  a« 

dWisa,  io  membro  primo  numerum  1-f— —    integram    praebet. 
UIdc  fit 

l  +  a^  =  0,    (mod«), 

da 

quo  statim  seqoitor 

(l  +  a^)'»  =  0,    (mod««), 
et  porro,  per  maltiplicatioDem  congruentiarnm ' 

(1  +  a^VsO,  (mod««);    (l+a^)«sO,  (modj?-); . ...: 

0+^^)'^0+^^y'(i+^^y^  -'=0,   (mod«-/J«yi»....). 
Itaqne  si  statuamas 

,=5„-<,+.ai,.(,+„m^a+«^).....]. 

X  parit»r  erit  radix  congruentiae  crors  b,   (mod  «*"/}"}^....). 

5)  Vix  monitn  dignum  est  formulas  I>  II,  Hl  quasi  amplifi- 
cationes  Fermati  theorematis  2«-*^  — 1^0,  (mod  «),  habeodas  esse. 
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XXXTII. 

Neue  Methode,  durch  beliebig  gegebene  Punkte  Be* 
ruhrende  an  Kegelschnitte  m  ziehen. 

Von 

ißm  Herausgeber. 


Nach  M.  T.  d.  K.  *)  U.  2)  ist  die  aU^Mieipe  deichong  d«r  Ke* 
gebchnitte  fSr  ein  rechtwinkliges  Coordinatensystem : 

wo  alle  Symbole  ihre  aus  der  angefflhrteD  Abhandlung  bekannte 
Bedeutung  haben. 

Wenn  nun  (x^yi)  ein  beliebiger  gegebener  Punkt  i/st,  durch 
welchen  eine  BerQhrende  an  den  Kegelschnitt  gelegt  werden  soll, 
und  deren  BerQhrungspunkt  mit  dem  Kegelschnitte  durch  (wy)  be- 
seichnet  wird ;  so  haben  wir  nach  N.  T.  d.  K.  VUL  3)  ferner  die 
Gleichung: 

n^iAx  +  By  +0  (M  +Bgi  +  C) 

oder: 

Avs^tleii  b4iden'  Glelcfaungen  1)  und  2)  nftlssen  die  Coordfoa- 
ten  «T,  y  des  Berührungspunkts  bestimmt  werden,  welche  BöstUn- 


*)N«T«d.K.    beseichnet    immer:    Neoe    Theorie  der   Kegel« 
•  ehnitle^  wenniler  Mi  mein«  Abhandlang  Thl.XXlif.Nr.XlII.  Terstehe. 

TkeU  XXXlh  SS 
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muiig  aber  Mr  Jetzt  nicht  In  unserer  Absicht  liegt.   Indes  wir 
▼ieimebr  eine  Conetmction  der  Berührenden  euchen  woHen. 

Bemerken  wir  mid,  daee  die  Gleichung  1)  in  Bezog  auf  die 
gesuchten  Coordinaten  x,jy  Tom  zweiten^  dagegen  die  Gleicho^ 
2)  vom  ersten  Grade  ist,  so  ist  Iclar,  dass  es  im  AllgemeiBea 
zwei  Paare  von  Werthen  dieser  Coordinaten »  also  aneli  zwei 
Berührungspunkte»  und  folglich  auch  zwei  durch  den  gegebenen 
Punkt  (^lyi)  gehende  Berührende  des  Kegelschnitts  geben  wird. 
Bezeichnen  wir  daher  jetzt  diese  beiden  Berfihrungspunkte  durch 
{xy)  Und  (o/y'),  so  haben  wir  nach  2}  zwischen  ihren  Coorduia- 
teu  die  b«id^  folgenden  Gleichungen: 

»••  W^i +Äyi  +  C)  (ifar  +  i?y  +  O 

mm  denen  durah  Suhtnetioto  akh  die  Gleichung  x  : 
3)  ....  ii«(i<Ä^  +  l»yi  +  C)MOr-a:')  +  Ä(»-y)| 

ergiebt 

Legen  wir  quo  dur<;h  die  beiden  Berphrungspunkte  (j^)  na^ 
(^y)  ein^  Gerade»  so  Ist  dereu  Gleichung»  wenn  wir  di^  rerln- 
darliehen  oder  la\|r<enden  Copidinaten  durch  jr^  n  beseichiien ; 


woraus  sieh 


"^-y^bA^")^ 


schaff       jr— Ä 


und  folglich»  wem  uu^n  d^aefi  Amfl^l^  roii  ^ ^Jbi  ^  '<«  Glei- 

cbivig  3)  einl&M«  4la  bAv^^  CUMkupg  if^xM  Ked* 
Cfsrnd^  eigiebt: 

4) nHAxx  +  Äyi  +  C)  {(^(r-*)+  i?(y-y)i 
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wtlehe  GlQidn^g  mn  aber  Mcb.aof  d^  (^]tfimim  Aaisdnidf 
bringtn  küim: 

$k§o,  wM  naeb  dem  Obigeo 

»(.<«+ Ä«)  t(«i -/)(«-/)  + (yi-^)  (y-y)) 
ist,  auf  deo  Ausdruck: 

BeiteichseD  wir  die  Coordinaten  dss  Dnrchschnittspaakts  der 
dard»  dies«  Gleichung  charalctefisirten  Cieradeo,  welche  behaMkt> 
lieh  dwreb  die  beiden  BerOhrungspankte  geht,  mit  der  l>irectris 
durch  X,  Y;  so  haben  wir  zu  deren  Bestimmung  die  beiden  i^U 
geaden  Gleichungea : 

AX+Br  +  C=0, 

««(^ +1^,  +  C)  (AX  +  Jßr+C) 

=  (J*+Ä«)U:r,-/)  (X^n  +  (n-9)  ir-9)U 
woraus  sich  die  Gleichung 

6)    ....   (^»-/)(Jr-/)  +  (y,-y)(F-flr)  =  0 
oder 

7> ^-ff=-^^(^-f> 

erglebt,  welche  unmittelbar  au  dem  bemerkenewertbeo  Satse  ff&hrt, 
daas  der  Punkt  (XY)  immer  in  der.  In  dem  Brennpunkte  (fy) 
auf  die  von  demselben  nach  dem  Punkte  (f^iyi)  gezogene  Gerade 
etricbteten  Senkrechten  Hegt;  und  da  dies  nun  bei  den  Kegel- 
schnitten, welche  swei  Brennpunkte  und  zwei  denselben  ent- 
sprechende Olrectrixen  babc^,  natclrlich  von  jedeai  Brennpunkte 
und  der  demselben  entsprechenden  Directrix  gilt,  so  gelangen  wir 
überhaupt  xu  dem  folgenden  Satze: 

Wenn  durch  einen  Punkt  zwei  BerQhrende  an  einen 
Kegelsebnitt'geheu,  so  schneidet  die  durch  deren  Be- 
rfibrungspuukte  mit  dem  KegelacMilt^  gebende  Ge- 
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428    Cruneri:   ffent  Methode,  durch  beWsM§  §e§eben€  Pvnkte 

rade  d(e  Directriteti  tnPtinkt'feii,  welch«  in  den  dnrfk 
die  entsprechenden  Brennpankte  aaf  die  von  densel* 
hen  nach  dem  Pankte,  durch  welchen  die  heiden  Be- 
rührenden gehen,  errichteten  Senkrechten  liegen. 

Für  Kegel«schni tte,  die  zvrel  Brennpunkte  und  zwei  densel- 
ben entsprechende  Directrixen  haben«  also  I3r  die  Eilip«e.Dnd 
ffir  die  Hyperbel«  ergiebt  sich  aber  ITieraus  unmittelbar  die  fol- 
gende merkwQrdige  ßonstructlon  der  durch  einen  gegebenen  Punkt 
gehenden  Berührenden: 

Den  gegebenen  Punkt»  durch  welchen  Berülirende  an  eine 
Ellipse  oder  Hyperbel  gezogen  werden  sollen,  verbinde  man  mit 
den  beiden  Brennpunkten  durch  gerade  Linien,  errichte  auf  die- 
selben in  den  beiden  Brennpunkten  Perpendikel,  bestimme  deren 
Durchschnittspnnkte  mit  den  beiden  entsprechenden  Directrixen, 
ziehe  durch  diese  beiden  üurchachnittspunkte  eine  tierade,  und 
bealimme  deren  Durchschoittspunkte  mit  dem  Kegelschnitte,  weldw 
die  Berührungspunkte  der  gesuchten  Berührenden  sein 
wefdeil* 

Ob  es  zwei  Berührende,  oder  nur  eine,  oder  gar  keine  Be- 
rührende giebt,  erglebt  sich  jederzeit  aus  der  Construction  ganz 
von  selbst,  was  einer  weiteren  Erläuterung  hier  nicht  bedarC 

Für  die  Parabel  müssen  wir  eine  andere  Construction  za  fin- 
den suchen. 

Zu  dem  Ende  wollen  wir  den  Durchschnittspunkt  (Jt(^)  der 
durch  die  Gleichung  5)  charakterisirten  Geraden  mit  der  Axe  des 
Kegelschnitts,  deren  Gleichung  nach  N.  T.  d.  K.  IV.  I),  ivenn  immer 
die  laufenden  Coordinaten  durch  jr»  9  bezeichnet  werden, 

8) fi(jr-/)-/l(t)-5^)=0 

Ist,  bestimmen. 

Nach  8)  und  5)  habien  wir  auf  Bestimmuag  von  JT»  |»  die*  bei- 
den folgenden  Gifeichungen :  . . 

^(P-5r)=ß(]P-/), 

=  (^«Hh  Ä»)  l(:ri -/)  (^-/)  +  (yi-^)  (y-^)| 
oder 
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und  erhalten  vm  deasellimi'n«lAil«fcc||t<r  B^eohiMiag: 

Beseicbnen  irir  die  Entrernang  des  Punktes  (Xy)  von  dem 
Brennpunkte  {fg)  durch  Ot;   so.  ist 

also  nach  9):      *  '  *'     .      ' 

lu;    «  -(^+i?«)j4/4i»^^.C+(««-l)(Jj:,+^,+C)|»* 
Pflr  die  Parabel  ist  n  =  1,  also: 

« 

find  folglich  offenbar  C  der  Entferiinng  des  Punktes  (xijfi)  von 
der  Direotrix  gleioh,  «rois  zn  d^m.  folgenden  Satze  liibrt: 

Wenn  durch  einen  Punkt  zwei  Berührende  an  eine 
Parabel  gezogen  sipd,  so  ist  der  Diirchschnittspuukt 
der  durch  die  beiden  Berührungspunkte  gehenden  Ge- 
raden mjt  der  Axe  von  dem  Brennpunkte'*ebeii  se  freit 
entfernt,  wie  der  Punkt«  durc^i.  welchen  die  beiden 
Berfihrenden  gez'ogen  sind,  >on  der  Directrix. 

Die  Gleichung  der  Directrix  ist  bekanntlich: 

12) At  +  Bt^^C^O. 

Die  Gleichung  der  durch  den  Brennpunkt  parallel  mit  der  Direc- 
trix gezogenen  Geraden,  welche  wir  die  Brennpunktslinie  nennen 
wollen,  ist 

oder 

Die  Gleichung  der  durch  den  Scheitel  parallel  mit  der  Direc- 
trix gezogenen  Geraden,  welche  wir  die  Sdieitellinie  nennen  wol- 
len, ist,  wenn  wir  den  Scheitel  durch  if'g')  beseichn^o,     . 

Ax 4  fi*+  €*- (iV  +  /y  +  C)=0. 
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480   0rvnert:   Ifme  getkoäe,  ämtr*  HUm§  «cfeAmc  fmMe 
Nun  wt  aft«r  Mt«h  N;>T'.<I.K.IV.-10)% 

also: 

Ar+Bg'  +  Ct^iiAjr+Bs^Oi 
folglich  die  Gleichung  der  SchdtelHiiiet 
14)    .    .    .    4>r+Äv  +  C--i(J/'+/J:y+C)=a 
Ffir  die  Parabel  ist  nach  9): 

■ 

'^-^ A*+B»     ■    ' 

als^: 

16)  .     i«  +  Ä|>+C=tiV+*^+C-(Jiri4*Ä  +  C). 
■ad  /oiglidi  t 

;«+Ä|l'+C'-i(4/"+%+0=-li4ri+Äyi+C-i(il^+fi^+Ol. 
i)«  hiemnoh 

^«  +  ÄJ»  +  C  -  i(^/'+ Ä^  +  C) 
und 

^»  +  Bgj,  +  C-i(J/-+  /?^  +  C) 

entgegengesetzte  Vorzeichen  hüben,  so  liegen,  wegen  der 
Gleichung  14),  die  Punkte  (Xf)  und  («jy,)  immer  aaf  ent- 
gegeogesetztea  Seiten  der  Scheitellinie. 

Nach  16)  iüt 

AX+BVi-  C-(Af+Bg+  C)  =  -(Axi  +Bji+C). 

Wenn  nun  Af+Bg  +  C  positir  and  Axi+Byi  +  C  negativ  ist. 
so  ist 

^1+^*1  +  C-(Af+Bg^  C) 
negativ,  nad  na«h  den  Vorhergebenden  ist 

M+Bf^C^(Afi^Bg^O 
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positiv.    WenD  Af-^  ßg+C  negativ  und  Axi  -t-ßgi-t-C  |MaUf«( 
iat,   ao  iat 

Ax.^ßgi  +  C'-lAf+ßg+C) 
positiv  y  und  nach  dem  Vorhergehenden  ist 

JX  +  BJf  +  C'^iAf+ßgi^C) 
negativ«    Wenn  also 

Af+ßg+C  Qod  Amt+ß»i  +  C 

c>tttgie^engeaet2te  Vorsetchen  haben,  so  haben  anch 

M  +  %i  +  C^(Af+ßg+0 
und 

AM  +  BviC'-iAf'^Bg't-C) 

entgßf;etti&^izt0  Vorseichen,  vras  tvegen  der  Gleichungen  13) 
oad  13)  an  dem  folgenden  Satze  Ql)irt:     . 

Wenn  der  Brennpnnkl  (fg)  nnd  der  Pnnlit  (J^tyi)  auf 
eii4gctgen|(e»etztett  fi^eiten  der  Directriz  liegen,  so  lie* 
gen  dfv  P»nkte  (^ijfi)  und  (JBf)  auf  entgegengesetaten 
Sioilen  de^  Brenap«nlkt#lini#b 

•Wenn  (fg)  und  (^i^i)  auf  einer  Seite  der  Direotriz  nnd  auf 
entgegengesetzten  Seiten  der  Scbeiteliioie  li^en ,  so  haben  nadi  13) . 

Af+B^+C  nnd  Axi  +  Bgi  +  C 

gleiche  Zeicbes,  und  nach  14)  haben 

Af+Bg  +  C^l(Af+ßgi^O:=tl(Af+Bg+C)  ' 

nnd  r 

Ax^+ßg^  +  C^KAf+ßg^O 

en^^egengesetsle  Vorseicben.    Also  hat  olTenbar 

^i+*Ä  +  C-i(J/+J^+C)--l(4^+/»Sr  +  C) 

=*/4^+liS^+C-(J/^+l»y  +  C) 
eberlei  Vorzeichen  mit 

^i  +  Bgi  +  C-4(i</+  Bg  +  C). 

nach  dem  Obigen  folglich  entgegengesetztes  Vorseicben  mit 
Af+Bg-i-  C,  also  auch  entgegengesetztes  Vorseichen  mit 
Axi  -i-  Bgi-i-jC.     Und  weil  nun  nach   16) 
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438  Brunert:  Nmemt^.,  dnreh  b^ÜHipet^.fitmkie Berühr,  ttc.  tm  %t€u 
ist;  M)  hat'  ..'•.<.•-.        '   •  .  ;  »  "    . 

einerlei  Vorzeichen  mit 

woraue  sich  Hegen  der  Gleichung  13}  der  folgende  Satt  ergiebt: 

Wenn  der  Brennpunkt  {fg)  und  der  Punkt  (a^ifi)  auf 
einer  Seite  deir  X^i«!-^ citri x  Whd  auf  vent'^e^engeaetsten 
Seiten  der  Schejtellinie  liegen^  00  liefen  der  Punkt 
{xiyi)  und  {3lcp)  auf  einer  Seite  der  Brenupunktslinie. 

Mit  Hfilfe  der  'drei  Torhergebenden  Sätze'  Jäset  sich  immer 
'  sicher  heurtbeilen ,  nach  welcher  Seite  von  dem  Brennpunkte  ans 
hin  der  Punkt  (Jf]p)  1n  der  Axe  der  Parabel  liegt,  und  wir  haben 
i^n  die  folgend^  Coqstruction  der  Berührenden,  de^  Parabel: 

In  dem  Brennpunkte  errichte  man  auf  die  von  demselben  nach 
dem.  Punl^tCi  doneh  .^«ielehett  die  Berührenden  gesdgen :  werden 
soll^p,  gezogeiiie»  Gecade  ein  PerpeiHÜkel,  und  faestinune  dcMen 
P^rcbsdinitt^punkt  mit  der.iDirei^trix;  dann  trage  man  von  dem 
Brennpunkte  aus  auf  die  Axe  nadi  der  Seite  bin«  wdehe  öareb 
die  drei  vorhergehenden  Sätze  sicli  jederzeit  leicht  becCtimmeo 
lallst,  eine  der' Enifetnung  des  Punktes,  durch  welchen  die  Be- 
ribretiden  gebogen  werdefi  Collen,  von  der  Directrix  gleiche  gerade 
Linie  auf,  und  zielte  . nun -durch  deren  Endpuakt.und  den  vorher 
bestimmten  I>urchscbnittspunkt  des  in  Rede  stehenden  Perpen- 
dikels mit  der  Directrix  eine  Gerade,  so  sind  die  Durchschnitts- 
punkte  dieser  Geraden  mit  der  Parabel  die  .Beriihniiigspunkte 
der  gesuchten  Berührenden  mit  der  Parabel,  welche  also  nun 
leicht  construirt  werden  können.  Uebrigens  sieht  man  auf  der 
Stelle  ein,  dass  man  der  erwähnten  Beurtheihing  nicht  weiter  be* 
darf,  wenn  man  nur  von  dem  Punkte  (oti^i)  auf .  die. Directrix  ein 
Perpendikel  fallt,  und  durch  dessen  Durchschnittspunkt  mit  der 
Directrix  eine  der  von  dem  Brennpunkte  nach  dem  Punkte  (xi^i) 
gezogenen  Geraden  parallele  Gerade  zieht,  deren  Durchschnitts- 
punkt mit  der  Axe  der  Parabel  den  Punkt  {Iftf)  jederzeit  bestimmt. 
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ß       ....      . 


»  J 


\ 


.,"1  >.  .!•...'!.'     j  ••  j      I    ii.    .»■  " 


Ueber    eine   Aufgabe   röm   Schwerpunkte,  .  über   i(xi 
GausBische  Auflösung  d^s  Keplc^r'schen  Problems 
road  ober  dessen  Methode  der  Q«uidralurefir    "^ 


Von 


e^^  JHer4;9.  ^iX^Qc^r  Professor  Dr.  S.trehlke 
,,"     -^^      mTV  Blutig. 


1.  Aufgabe,  Man  sucht  den  Schwerpunkt  eines 
dreieekig^iK  glei«4iBä»sig  be$chw0«ten  Rabmeusi  .«ii. 
welcbeiP.  idi^rdr.^l  .parallelen.  Seiten,  ^^u  Abstand  m 
haben.    (Tar.y.:Fig.iL)i  .  1     ..      p, . 

Auflosung.  Wenn  h  die  Hohe  des  äusseren  Dreiecks»  r 
der  Radius  des  einbeAchriebenen  Kreises 9  y  der  Abstand  des 
Schwerpunkts  von  der  zu  h  gehörigen  Grundlinie,  so  ist 

km* 

y  (2r— m)  z:z(r-m)  (A— r  +  in)  +  -^  . 

SetEt  man  mssr,  bo  erhSU'SM»  -den  Schwerpunkt  der  gleich- 
mSssIg  beschwerten  Dreiecksfläche;  wird  m  =  0  genommen,  so 
erhält  man  2y  =  k — r,  oder  den  Schwerpunkt  des  Dreiecks,  wenn 
die  drei  Seiten  gieichmässig  beschwert  sind.  Die  beiden  bekann- 
ten  Aufgaben  vom  Schwerpunkte  des  Dreiecks  erscheinen  also 
hier  als  besondere  Fälle  einer  allgemeinen  Aufgabe. 

2.  Die  Betrachtung  der  Gaussischen  indirecten  Auflösung 
des  Kepler'schen  Problems  brachte  mich  auf  den  Gedanken, 
die  Correction  a:  (S.  11.  der  Theoria  motus  c.  c.)  nach  den  auf- 
steigenden Potenzen  von  (itf-fesine  —  e)  zu  entwickeln.  Man 
erhält: 
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*-       (I— ccoee)       -*«•""      (l-eco8c)S 

/e^ainc*        (I  —  gco8c)gco86^  (ilf  -|-  g  sing  —  g)» 
"■"V      2        -  6  /       (1— ecwg)» 


Nimmt  man  in  dem  S.  12.  nnd  S.  13.  behandelten  Beispiele 
mit  Gau 88  den  Näherangswerth  g=:320<',  so  erhält  man,  ohne  neue 
Logarithmen  anfzoschlagen,  das  erste  Glied  von  dr=:—  P43'  30^49; 
fflr  das  in  die  zweite  Potenz  vqn  (if -fesin g  — g)  mnitiplieirte 
f  16^,185,  fOr  das  dritte  Glied  VMS7,  folglich  xs-P  43' 3(^^49 
und\B  =  324«  16' 29^,51. 

3.  Giebt  es  ein  bequemes  Mittel,  die  Constanten  bei  der 
Ganssisehen  Methode 4er  Quadratnren  tu  beetlmnieii?  Ftt' iiss9 
lassen  sich  noch  die  Wurzeln  der  dabei  In  Betracht  kommenden 
Gleichung 

^'^-a-^    +1.2.2ii(2ji-I)-*^  ^1.2.3.2«(2ii-l)(2ii-.2)*'*"^ 

(-l)».ii.(ii— l)(n--2).,.,l 
•■••  +  2«,(2«-l)(2ii-2)....(ji+l) 

durch  die  Auflllsung  einer  Glelehung  des  vierten  Grades  teden. 
(Crelle's  Jeurn.  Tbl.  I.  8. 305.  und  Bret8chneider  in  dem  Pro- 
gramm des  Realgymnasiums  zu  Gotha,  Ostern  1849.)     ' 
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.  '•   I 


Um  Auflorang  ider  cobischen  Gleicfaiittgöii;        ' 

f       •       »  - 

Voo 

Herro  Dr.  Carl  SpiUj 
Lehrer  ftm  Polytechnikum  so  Carltruhe. 


Sind 

ü=0,     Ü'^O 

die  sw^i  Gletcbaqgen  xweier  Kegelschnitte,  so  redncirt  sich  die 
AufBodong  der  vier  Dorchschtiittspnnkte  derselben  auf  die  Anf; 
losuDg  einer  cubischen  Gleichung.  Da  es  uns  aber  frei  stebt, 
Bwiel  beliebige  Kegelschnitte  der  Schaar  ' 

so  wählen,  welche  jene  vier  Dnrchschnfttspvnkte  gemeieichaA^ 
lich^baben,  so  liegt  di^  Fr^age  wAp,  ob  sieb  dieselben  nicht  so 
bestimmen  lassen,  dass  jene  kubische  (S^eicbpsg  in  fi  eine  rein 
cnbische  werde* 

Nachstehend  wollen  wir  diese  Ihrage  einer  nSiräreb  Erorte« 
Tung  uater^eilem  and  hIeras  eine  sich  aus  der  Dntersncbling  er- 
gebende Aafl5sun^smetbode  dercubiscben  Gleicbungen  anreihen. 


■     «-2. 

.  Die  den  swei  Kegelscbnitteii  ^     • 

r  =%«  +  2Äyx  +  Gr«  +  2Dy  +  2JSar  +  F  =0, 
Tr=iAy^2S'2fä:+C'a:*^i£yjf^iPx  +  Fr=:0 

entsprechende  GMcbmig  ie  fi  ist  vM  der  Form 


Digitized.by  VjOOQ  IC 


486  SpU%:    Zur  Amß99Ufig  dtr  euHK^en^eteicAuaffem. 

fl»  +  Lf*«+»f*+^=0,     .    .         .     .    (I) 

wo  L,  M,  N  bekannte  Functionen  der  Coefficieoten  A,  B»  C-», 
A',  B',  C...  sind. 

Eff^seien  nun 

ü  +  «t7'=0, 
ü  +  ßü'=0 

die  Gleichungen  irgend  zweier  «»derer  Kegelschnitte  der  Scbäar, 
und  die  Werthe  von  fi,  welche  eben  diesen  Kegelschnitte«  lu- 
kommepidofc^^^bi^seichBeti  so  ist  zuo&ehst  ißo  zu  b^tlnupen,  dass 

l7+aü'  =  ilo(ü+jJÜ')  =  0 

das  System  zweier  Geraden  darstellt. 

Diese  Gleirhnng  lässt  sich  auch  schreiben : 


P+T?t"-«. 


and  da 

Ü+Mot^'=0 
das  System  zweier  Geraden  ist^)».so  muss  offenbar 

;■/;      -  •,=-T±f  .............. 

sein. 

Die  Gleichung  in  k  wird  also  erhalten,  wen«  man  In  die  Glei- 
chung (1)  den  Werth  von  ft  aus  (2)  einführt,  die  Brache  weg- 
schafft und  nach  l  ordnet.  FShrt  man  die  angedeutete  Operation 
ans  und  Sfitat  der  Kdrae  halker-  

so  nimmt  die  Gleichung  in  X  die  Form  an : 

Soll  nun  aber  diese  Gleichung  zu  einer  rein  cubischen  werden, 
60  müssen  folgende  Beziehungen  stattfinden: 

3alJ«+L(iS«+2aiS)  +  Jir(a+2/J)+3iV=0,     .    .    (3) 

3a«/J+Ir(o«+2a/J)  +  iir(2«+/J)+3iv=U      .    .    (4) 


*)  Mao  vergleiche  de^ h^lb  $.  2<  neinQi  Aaf«atze«j  »,  Ueber  die  Be* 
•timmang  der  vier  gemeintchaftiicheo  DurchtchnitUpankte  zweier  K«gd- 
•choitte<«  in  9.  Hefte  44«  iSdb  Baadei  dteMt  Afdiive. 
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Aas  Toratehendeo  OMchtng^n  folgt : 

Nach   der  Relation  (2)  dfirfenirk  a  aicht  gleidi  ß  ai^oebm^Qn, 
weil  sonst  foliren  wQrde: 

somit  die  Bestimmung  von  a  und  /}  von  der  AoflSsung  cler  Glel- 
chang  in  fi  abhinge.     Wir  haben  daher: 

3«/J  +  L(a  +  /J)  +  iir=:0.      .....    (6) 

Au^  den  Gleichoqgei^  (3>  upd  (B)  ergibt  sich 

L«/J  +  MÄ+Ä  +  3iV^0,   .  .    .    (8)  ^ 

und  wir  erhalten  demnach  zur  Bestimroutig  von  a  und  ß  die  zwei 
vorstehenden  Gleichungen  (5)  und  (6>.  ^    .  .j 

Lost  man  dieselben  nach  den  Unbekannten  a  +  ß  und  aß  auf» 
so  folgt 

'.'♦•..•,) 


Diese  Auno^oog  ist  immer  möglich»  .sobald,  nicht  die  Bi^jei^ng. 
stattfindet:  -       ,     > 

Ist  dieses  aber  der  Fall»  so  hat  die  Gleichung  in  fi  die  Form 

L  Ir» 

uDd  ist  alsoisdbsl  schon •  eine  rein  toibische. 

Her  Theorie  der  algebraischen  Gfeichinigen  zufbige  sMd'hün' 
nach  (7)  dhd  (8)  er  und  ß  die  Wurzeln  der  quädratischieit  Glefchfangr 

Vorstebei»d.e  Eotni^^^ehifg  hat  nnsisamit  a^f  eine  A1lf)i5sllsgs^. 
methode  der  cubischen  Gleichungen  geführt,  welche  den  Vortheil 
gewährt,  dass  das  zweite  Glied  nicht  erst  weggeschafft  zu  wer- 
den braucht. 

Ist  nAmKeh    ' 
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die  vorgelegte  caMeche  Gleichqiig^  so  he^tiniia^  maa  nit  Hilfe 
der  quadratischen  Gleichung  (9)  die  tVertbe  von  a  nnd  ß,  atsdann 
KSee  man  die  rein  eabiscbe  Gleftchang 

[/J]X»  +  M=0     ......    (10) 

nach.  J^  aof  und  aucbe  endlich  jnittelat  der  Relation  (2)  die  Wertbe 
▼on  fk 

Bei  näherer  Betrachtung  ergibt  eich,  daee>  wenn  e  nnd  fi 
reell  sind,  man  fär  1  aua  der  Gleichung 

ud  hiernaeh  auch  filr  ji  au»  der  Relation 

eini^n  reellen  und  zwei  Imaginäre  Wertbe  erhält;  dagegen, 
wenn  a  und  ß  imaginär  eind,  drei  reelle  Wertbe  von  fc  resul- 
tiren.  Je  nachdem  aleo  die  Gleichung  (9)  ffir  x  zwei  reelle  oder 
zwei  imaginäre  ]¥urzeln  liefert,  hat  die  Gleichung  in  (i  bezOg» 
lieh  eine  reelle  und  zwei  imaginäre,  oder  drei  reelle  Wor* 
zeln.  In  letzterem  Falle  wird  man  aläb  auch  durch  die  oben  an- 
gegebene Methode  auf  die  Aufgabe  gefilhrt,  aue  einem  complexen 
Ausdrucke  die  Kubikwurzel  zuziehen,  was  bekanntlich  die  Schwie- 
rigkeit beim  irreducibeln  Falle  ausmacht 

{.  4. 

> 

Nebst  der  eben  angefOhrten  Anfldsungsmethode  cubiscber 
Gleichungen  ist  in  obiger  Bntwickelong  noch  dae  intereesanle  Be» 
si||fa|t  entiialteoi  daaa  in  einertSchaar  von  Kegelschnitten  es  ipiner 
aweliT  eiid  nur  zif  ei  solche^  gibt,  welche  die  Eigenschaft  lialien« 
dass  die  zugehörige  Gleichung  in  fi  eine  rein  cubische  Ist  Beide 
Kegelschnitte  stehen  llb  eSgetothamllohem  2«iisammenhange,  auf 
dessen  Dnterauchung  wif  .jedoch  hier  nicht  aäher  eingehen  wol« 
len.  Zum  Schlüsse  mag  noch  eine  Anwendung  der  obigen  Auf* 
Iteengsmötbode  auf  ein  Sahleabeispiel  hier  Platz  finden. 

^     Essql  ."/,'/ 

*»— 3x«— Äa?— 8=6 
die  vorgelegte  Gleichong,  so  geht  dafiBr  die  Gleichp^g  (9)  fiiiir  in 
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»«—«1+4=0. 
worus  sieh  fflr  «  and  />  di«  Werthe  ergel»ni : 

Fi^hriffg^  Tfir  di«#eU><eii'iii  die  qieidiaDg  (10)  ^.  89  fvlgt: 

(«O^aOv«)!*^  40^9l>V5s». 
nnd  hieran« 

Somit  wird 

«+^i      3  +  V5+(3-V6)V9  +  4vS        „ 
.    ***  1  +  V»+4V5 


XJL,      . 

Ueber  j^osste,  einem  EUipsoide  eineeschriebene  eckige 

Herrn  Sihi^n'SfiUtr^ 

ProfetMr  m  ^  iUadfl^-ilkiiaBkiia  la  Wien. 

Hat  man  ein  geometrischi^  GebU^e,  )^estehend  aos  Pankten, 
Ebenen  nnd  Kngeln,  und  verw^nd^U  man  dieses  geometriache 
Gebilde  in  ein  anderes  dadurch,  dass  man  sXmmtliche  Coordi- 
naten  ar,  y,  t  ersetit  dcrth  .andere  Oo^rdlnaten  {»  if»  t«  welche 
mit  den  ersteren  dorch  die  Glefcliangen    * 
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die  vorgelegte  caliische,  Gleiehoiig,  -bo  be«f|nmy  '^  \ 
der  quadratischen  Gleichang  (9)  die  tVerthe  vor^  ^  j 
KSee  man  die  rein  eabfoche  Gleichang  |  ^1 


nach,  l  auf  nnd  ancbe  endlich  mittelst  der/ 
▼on  fi. 


«pr^ 


Bei  näherer  Betrachtong  ergr 
reell  sind,  man  fär  1  aop  der  T 

\ß\V''  .i  Gebilde  entspriclit  eio 

imd  biernacb  auch  für  ^  aae  •-**•  »«  "^•'*«°  ^^cbilde. 

.,  ,  ab,^^'  jener,  n-elche  im  Punkte  dPiihZi 

einipn  reellen  nnd  zv      >^'         "  *^'* 

wenb  a  und  /J  imagir      ^'"* 

tiren.    Je  nachdem  p  ^J+j^  +  s^ssr« 

xwfi  imaginäre  y  .^  Gleichung  der  ihr  entsprechenden  Flieke 

Heb  eine  reelle  '  j^ß'^ 

sein.    In  letxterr^>^'       Äi  .  23l   .  &  --  j 

gegebene  Metb  «•       A«       c* 

Ausdrucke  di^  ßteicbaDg  jener  Ebene,  welche  im  Punkte  feiht 

rigkeit  beim      ^^'* 


fc^^"'^  is+4»+^  =  l 


'  oM^ic''^  sonach  jeder  die  Kugel  berührenden  Ebene 
n  •  f         41^'*  Ä^i^**  ®'°®  ^*"  ßflipsoid  berahrende  Ebene  im  iwei- 

^  h0i^  ^^"  '^^^  parallelen  Ebenen  im  ersten  GebBde, 

Jiß  ^^^   fflr  das  zweite  Gebilde : 

a    *    0    ^  c         r 
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^  *'eler  Ebenen  im  ersten  GeMIde  entiipiMht 

f   ^^a       ^  '^  ™  zweiten  Gebilde. 

''Sa^.  V-.                      •  ****** 


der  bekaantlidi  ans 


^* 


aer,  welche«  dareb  die  Pankte 

.>  kiA'  &%&*  iti^it« 

.nhalte  > 

1  li  %  & 

1  li  %  {. 

1  &  %  & 

Nun  liest  sich  aber  %  vermSge  eines  bekennten  Satses  Aber  De- 
terminanten aaf  feigende  Weise  schreiben: 

I    y|i    ^Vi    Hl 
a       b       c 

l    rk   13^    Tk 
abe  ]         a       b       c 


»  =  dbl 


»  = 


±5? 


rS|    r^    r& 
a       b       c 

Tk  Vh  ^h 

a       b  .     c 

oder  mit  Berficksiehtignng  des  Zosammenhanges  swischen  den 
Coordinaten  des  ersten  und  zweiten  Crebildes: 


% 


=±S^ 


1       «1       Sfi        »I 

1      «•     y4     n 


TImUXXXIL 
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(1)  ;r=^|,    •'     ^:^JiJ.    •     t^lt 

verbunden  sind,  unter  r»  a,  fr,  e  positive  constante  Zahlen  ver- 
standen, 60  bat  dieses  neue  geometrische  Gebilde,  das  ich  dem 
ersten  „enfdprech^tid'*  nenne,  höchst  merlt würdige  Eigenschaften, 
die  zu  untersuchefei  der  Gegenüa^d  fieser  Mittheilung  ist 

1.  Es  sei 

die  Gleicliuog  einer  Kvf^l,  so  ist  die  Gleiphung  der  ihr  entspre- 
chenden Fläche 

d.  h.  der  Kugel  vom  Radius  r  i^  «isten  Gebilde  entspricht  ein 
EUipsoid,  das  die  Ualbazen  a,  6,  c  hat,  im  zweiten  Gebilde« 

2.  Es  sei 

die  Gleichung  einer  Ebene,  z.  B.  jener,  welche  im  Punkte  ^ifiii 
die  Kugel,   deren  Gleichung 

«»+^  +  s»c:r« 

ist,  berflhrt,  so  ist  die  Gleichung  der  ihr  entsprechenden  FUehe 

Hl  j_  22i  •  &  —  I 
„•+   Ä«  +  c*  — '* 

und  diess  ist  die  Gleichung  jener  Ebene,  welche  im  Punkte  &ih& 
das  EUipsoid 

V   ,    -.  •    j  .  .  *  '  '  ,  •• 

l>erClhrt  Es  entspricht  sonach  jeder  die  Kugel  berfihrenden  Ebene 
im  ersten  Gebilde  eine  das  ^psoid  berührende  Ebene  im  zwei- 
ten Gebilde. 

3.  Seien 

die  Gleichungen  von  zwei  parallelen  Ebenen  im  ersten  Geiiiide» 
so  hat  man  fQr  das  zweite  Gebilde: 

a  ^   ö     ^  c         T 


a    V  6    ■    c  •        T, 
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d.  h.  doMB  Systeme  paralleler  Ebenen  im  ersten  GeMIde  entnprfekt 
ein  System  paralleler  Ebenen  im  zweiten  Gebilde. 

4.    Das  durch  die  vier  Punkte 

^xVxH*    ^yA>    ^y%Ht    «4^4*4 
gebende  Tetraeder  hat  einen  Körperinbalt»   der  belcanntiieb  aus 
folgender  Formel  gefi^nden  wird: 

und  ebenso  bat  da«  Tetraeder,  welche«  dnreb  die  Punkte 

li«h&>    Itihfii'    &%&'    it?«£t 
gebt,  mn  KSrperinbalte : 

1       &        %        & 

.  .      1        «i       %       {e 

1        &        1b        & 

Nun  lässt  sich  aber  %  vermSge  eines  bekannten  Satses  Aber  De- 
terminanten auf  folgende  Weise  schreiben: 

1     üll    ÜÄ    ?& 
^      a       b       e 

j  r^  ra»  tfe 

,-^w   ,  a        6       c 


=*=«^^        rfc    rgj    ^ 
a       A       c 

r|4    r3*    ?*§ 
a       b  .     c 

oder  mit  Berfieksichtignng  des  Zusammenhanges   swischen   den 
Coordinaten  des  ersten  und  zweiten  Crebildes: 


% 


=±ST 


1      «1      yi      »1 

1  *4  »4  «4 


Tk«U  XXXIL 
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%       abe' 
Sind  nun 

'  mehrere  einen  Körper  bildende  Tetraeder  des  ersten  Gebildes, 

ki,    ^»    *ti  •••• 

mehrere  entsprechende  Tetraeder  des  zweiten  Gebildes ,  so  hat 
man  auch: 

*+*i  +  *a+---         **^*       ,   *  . 

d.  h.  die  Kiirperinhaite  «vreier  eotsprechenden  Körper  veiliaiteB 
sich  Sil  einaoder  wie  r'  za  abe. 

&    Sei  K  ein  der  Kngel 

eiogeschriebene  Körper,  der  unter  alleip  seiner  Art  ein  Maximnm 
ist,  s.  B.  K  sei  ein  reguläres  Dodeltaeder,  welches  also  einen 
grösseren  Körperiobalt  hat,  als  alle  abdereo  Dodekaeder,  die  sich 
der.  Kugel  einschreiben  lassen.  Ich  behaupte  nup,  der  dem  Kor- 
per K  entsprechende,  dem  Ellipsoldd 

5i  +  ji  +  ii=l 

eingeschriebener  Körper  %  im  zweiten  Gebilde  ist  ein  grösster 
unter  allen  seiner  Art ;  wenn  beispielsweise  %  der  einem  regnlS- 
ren  Dodekaeder  entsprechende  Körper  ist,  so  hat  er  einen  gros* 
seren  Körperinhalt,  als  wenn  er  der  entsprechende  Körper  eines 
der  Kugel  eingesohriebenen  unregelniäasigen  Dodekaeders  wftre. 
Denn,  es  seien  JT  und  ATj  die  Körperinhalte  zweier  der  Kogel 
eingeschriebenen  Körper  und  K"^  Ki\  ferner  seien  %  und  %i  die 
Körper,  welche  den  Körpern  K  und  K^  entsprechen,  so  hat  man 

n  ^ö5e*    n^  "*  übe* 
folglich 

Ist  also  JK  >  JB^i ,  so  ist  auch  H  >  »i ,  und  somit  unsere  Behaup- 
tung gerechtfertigt 
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(i.  Der  Kugel  lassen  sich  anendlich  viele  reguläre  Kfirper  (s.  B. 
liVfirfel)  einschreiben»  die  alle  sich  vou  einander  bloss  durch  ihre 
Lage  im  Räume  unterscheiden.  Jedem  bestimmt  gelegenen,  re- 
gulären Körper  des  Kugelgebildes  entspricht  ein  bestimmt  gele- 
gener grosster  Korper  im  Ellipsoidgebllde»  uud  alle  diese  Ter- 
scfaiedenen  grössten  Korper  des  Ellipsoidgebildes  haben  einerlei 
KOrperlnhalt. 

7.  ^  Man  kann  daher  folgenden  merkwfirdigen  Satz  ausspre- 
chen:  Den  f&nf  regulären  Korpern,  die  sich  In  den  verschieden- 
sten Lagen  der  Kugel  einschr#ibeD  lassen»   nämlich  * 

Tetraeder;  Hexaeder,  Ootaeder»  Dodekaeder»  Ikosaeder 
Mtsf^re^hen  Rinf  Gattungen  vaii  Kr»ipern»   ^le  sich  je^enl  ttWip» 
HQid  einschreiben  lassen;   diese  sind: 

Tetraeder,  Parallelpipede»  Octaeder,  Dod«>kaeder,  Qcosaeder, 
und  sind  die  grössten  ihrer  Art»  d.  h.  alle  die  Tetraeder  in  eineni- 
Ellipsoide»  welche  den  te^söhMden  gelegenen  regulären*  Tetrae- 
dern» die  einer  Kugel  eingeschrieben  sind,  entsprechen»  haben 
gleichen  Korperinhalt,  und  sind  itugleich  die  grGssten  Tetraeder» 
welche  sich  einem  Ellipsoide  einschreiben  lassen;  so  auch  alle 
die  Paraltelepipede  in  einem  Ellipsoide»  welche  den  verschieden 
gelegenen  Würfeln ,  die  einer  Kugel  eingeschrieben  sind»  ent- 
sprechen» hat>en  gleichen  Körperiuhalt  und  sind  die  grSssten 
Parallelepipede»  welche  sich  einem  Ellipsoide  einschreben  lassen» 
U4  Bi  w. 

&  Es  sei  auf  der  Kugel  vom  Radius  r  ein  sphärisches  Drei- 
eck MAB  (Taf.  V.  Fig.  3.)  gezeichnet,  ferner  durch  den  Punkt  Jf 
und  die  Punkte  C,  D,  welche  Gegenpunkte  zu  A  und  ß  sind»  ein 
Kreis  gelegt»  so  sind  bekanntlich  alle  die  sphärischen  Dreiecke 
MAB,  deren  Grundlinie  Aß  fest  ist»  deren  Scheitel  beliebig  wo 
in  dem  Kreise  MCD  liegt,  gleich  gross. 

Constrnirt  man  das  diesem  entsprechende  Gebilde»  und  be- 
deuten A',  B,  C»  ly,  O'»  M*  die  den  Punkten  A,B,C,  D,  0,M 
entsprechenden  Punkte,  so  sind  alle  die  Pyramiden,  welche  die 
krumme  Oberfläche  ^'iB'ür  zur  Basis»  die  Ebenen  O'A'B'.  (yjlM\ 
Ö'B'M^  zu  Seitenflächen  und  somit  O'  zur  Spitze  baJben»  von 
gleichem  Korperinhalte,  mag  der  Punkt  M'  sich  lietiebig  wo  in 
der  Ellipse  M'C'iy  befinden. 

Man  kann  nun  auch  ibergehen  zur  Betrachtung  der  kleinsten» 
einem  Ellipsoide  unseliriebene^  Körper.  Da  aber  hier  auf  gami 
demselben  Wege  ganz  analoge  Resultate  gefunden  werden»  sd 
halte  leb  eu  ntiiefea  Bingeben  flir  iberMasIgi 


ae* 
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Xlil. 


Ueber  eine  aaf  die  Bestimmaiig  der  Lage  der  Punkte 
in  einer  Ebene  durch  ihre  Entfernungen  von  zwei  ge- 
gebenen festen  Punkten  gegründete  analytische  Geo- 
metrie^ mit  Rücksicht  auf  niedere  Geodäsie. 


VOB 

dem  Herausgeber. 


§.  1. 

Die  groMseii  Vorzdge,  i^elche  die  in  der  analytischen  Geo- 
metrie allgemein  gebräuchliche  Bestimmung  der  Lage  der  Punkte 
durch  rechtwinklige  oder  polare  Coordinaten  vor  anderen  Metho- 
den der  Lagenbestimmung  hat,  kunuen  nicht  in  Abrede  gestellt 
werden  9  wenn  es  sich  namentlich  um  Betrachtungen  und  Unter- 
suchungen von  rein  theoretischer  Natur  handelt  Wenn  mau  aber 
in  der  niederen  Geodäsie  bloss  mit  den  einfachsten  Instrumenten 
zum  Ziehen  und  Messen  gerader  Linien  yersehen  ist  und  die 
Aufnahme  auf  blosse  Alignements  grQndet,  ist  man  lediglich  da- 
rauf hingewiesen»  die  Lage  der  aufzunehmenden  Punkte  durch 
Ihre  Entfernungen  von  zwei  gegebenen  oder  aus  anderen  Messnn- 
gen  als  bekannt  zu  betrachtenden  Punkten  zu  bestimmen,  iiobel 
.  ra  bemerken  ist,  dass  solche  kleinere  Aufnahmen  durch  blosse 
Alignements  auf  ebenem  Terrain  bei  gehöriger  Sorgfalt  eine  sehr 
genflgende  Genaaigkeit  gewähren.  Daher  scheint  mir  in  prakti- 
scher Beziehung  eine  etwas  weitere  Ausbildung  einer  auf  die 
Aestimmung  der  Lage  der  Punkte  in  einer  Ebene  durch  ihre  Bnt- 
femongen  von  zwei  gegebenen  Punkten  gegründeten  analytischen 
Geometrie  nicht  ohne  Interesse  zu  sein.  Ich  glaube  aber  gefiin- 
den  zu  haben,   das«  anf  diesem  Wege  sich  auch  manche  fiHr  die 
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r»iae  Tbeori«  bemerkemwertfie  Resultate  ergeben  9  die  s«  weite« 
ren  Folgeninj^en  führen  können»  and  vrill  mir  daher  erlanben.  In 
dem  vorliegenden  Aufsatze  einige  die  in.  Rede  stehende* Methode 
der  Lagenbestimmung  der  Punkte  in  der  Ebene  betreffende  Be- 
trachtungen ancuetellen. 


S.  2. 

Wir  nehmen  an»  daas  zwei  Teste  Punkte  O  nnd  0|  gegeben 
seien,  deren  also  gleichfalls  gegebene  Entfernung  OOi  Ton  ein- 
ander wir  durch  a  bezeichnen  wollen.  Ist  nun  A  ein  beliebiger 
Punkt  in  der  Constructionsebene »  in  welcher  natürlich  auch  die 
Punkte  Q  und  0|  liegen»  da  wir  hier  aHe  unsere  Betrachtungen 
Überhaupt  nur  auf  eine  Ebene  beschriinken ; '  so  wollen  wir  die 
Entfeiiiungen  des  Punktes  A  von  deii  beiden  festen  Punkten  O 
und  0|  respective  durch  r  und  r] »  und  den  Punkt  A  selbst»  wenn 
•s  die  Bequemlichkeit  der  Darstellung  fordert»  durch  (rr|)  bezeichnen. 

Dm  nun  znnSchst  auf  die  recbtwinicligen  Coordinaten  des  Punk- 
tes A  oder  (n*|)  zurückzugehen»  wollen  wir  O  als  den  Anfang  und 
die  von  O  aus  nach  0|  hin  gebende  6erade  als  den  positiven 
Theil  der  Abscissenaxe  eines  rechtwinkligen  Coordinatensystems 
annehmen»  und  der  Abscissenaxe  wie  in  der  gewöhnlichen  ana- 
Ijrtischeo  deometrie  eine  positive  und  eine  negative  Seite  beUe- 
gen»  welchen  beiden  Seiten  dann  bekanntlich  auch  die  positiven 
nnd  negativen  Ordinaten  entsprechen.  In  Bezug  auf  dieses  recht* 
winklige  Coordinatensystem  sollen  die  Coordinaten  des  Punktes 
A  oder  (rr|)  durch  x  und  tf,  dieser  Punkt  selbst  aber  mag  wie 
gewöhnlich  durch  {xy)  bezeichnet  werden;  und  die  recbtwinkli- 
gen  Coordinaten  x^  y  durch  die  Entfernungen  r»  Tx  auszudrücken» 
soll  jetzt  unser  erstes  Geschäft  sein» 

Zu  dem  Zwecke  liefert  uns  die  analytische  Geometrie  flir 
rechtwinklige  Coordinatensysteme  unmittelbar  die  beiden  Glei- 
ebiingen  i 

r«=j:«+y«,    rx«=(a— ar)«  +  y«=a*— 2iiar  +  ar«+y«; 

durch  deren  Suhtraction  man  auf  der  Stelle  die  Gleichung 
r»— r|*  =  2tfa?-o«, 

also  zur  Bestimmung  von  x  die  in  völliger  Allgemeinheit  gültige 

Formel 

ya.^r,^-fe^ 
^^         2a 
erhält 
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.\  Dn»  nun  y  sil-  fi«4eii»   nüiulte  man  den  v^rstelMiidk«  WeHh 
irpn  ^  1q  ei«e  dtor  beiden  Gleichuni^ 

einfahren,  und  dann  ^  bestimmen,  wodurch  man  fBr  y  einen  Aus- 
druck mit  doppeltem  Vorzeichen  erhalten  würde ,  was  auch  gans 
in  der  Natur  der  Sache  liegt,  da  bloss  durch  die  beiden  Entfer* 
nungeo  r,  r^  offenbar  die  Seite  der  durch  die  beiden  festen  Punkte 
O  und  0|  bestinci^ten  Geraden,  auf  welcher  der  Punkt  A  oder 
(iT|)  Ii<^gt,  nicht  bestimnxt  wird.  Diese  Unbesfimmtheit  wird;,  wie 
es  mir  s^fieint,  bei  diesen  Untersuchungen  am  besten  und  xweck- 
mlssigsfcp  auf  folgende  Weise  gehoben. 

h\$  eine  üiilCigffosse  ftbre  man  in  die  hier  vorkoromeMien 
Reebniingea  und  Fornein  den  ans  den  Gr&ssen  «»  r,  r^  leicht 
bestiVBwbaren  Flicheninhalt  des  Dreiecks  OAOx  en»  betrachte 
diesen  Flücheniniialt  aber  als  positiv  oder  aU  negativ,  jenaehdoi 
der  Punkt  4  anC  der  positiven  oder  negativen  Seite  der  dnreh 
die  Punkte  O  und  0|  gehenden  Geraden  liegt»  und  bezeichne 
denselben  mit  ROcksicht  hierauf  durch  />;  dann  hat'man  snr 
Bestimmung  von  y  offenbar  die  ganz  allgemein  gültige  Formel 

nfMl  daher  flberhavpt  flir  die  befden  reehtwhikligen  Coerdinaten 
a^  y  d«tft  Punktee  A  die  hehlen  folgenden  mit  völliger  Allgeneln- 
.-holt  geMenden  Ausdrffcke: 

r«— ri*  +  fl«  2Ö 

*> *=— 2i — >  y=T- 

Was  die  HiilfegrSsse  D  betrifft»  so  kann  dieselbe  aus  den 
Entfernungen  a^r^  tx  in  allen  Fällen  mittelst  der  bekannten  Formel 

2)    />==J:iV'(a  +  r+rg)(r+ri--a)(a+r,^r)(a+r-r|), 

In  welcher  man  das  obere  oder  untere  Zeichen  zu  nehmen  bat, 
jenachdem  de^  Punkt  A  auf  der  positiven  oder  pegativen  Seite 
der  durch  die  Punkte  O  und  0|  bestimmten  .Geraden  liegt,  Mcht 
berechnet,  «ferden. 


5.3. 

Die  Gleichung  der  geraden  Linie  für  rechtwinklige  Coordina« 
ten  ist  bekanntlich,  wenn  jetzt  x,  y  die  verSnderlichen  oder  laa- 
fenden  Coordinaten  bezeichnen: 
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4ir  läge  Him  fHiiMv  m  der  Umt.  4iT 

3)  .......    .    f^Ax^B^ 

wo  A  unä  B  swei  willkGhrliche  Coostaoten  sfnd. 

Werden  non  aiicb  r^  Vi,  D  ak  ver^iiderlicti  betrachtet,  seiet 
nacb  dem  Torhergehenden  Paragrapbeo,  anter  der  VoraoBsetaung, 
dasa  das  Zeicben  von  D  immer  ricbtig  bestimmt  wird»  allgemein: 

*= ^5 •    »«T^ 

also: 

woraus  stcb  aogleieh. 

und  folglicb,  wenn  der  Kürze  wegen 

4) A  =  M,    B  =  ia(iJa  +  B) 

gesetzt  wird,  wo  nun  ancb  A  ond  B  zwei  willkObrlicbe  Constan- 
teo  bezeichnen ,  als.  allgemeine  Gleicbong  der  geraden  Linie  zwi- 
•di0n  r  und  ti  die  Gleichung 

5)....  JaÄA(r«-ri«)  +  B   oder   i)-^A(r*-fi*)ip B 

ergiebt 

{.4. 

Wenn  die  Gleichungen 

D  =  A(r«--ri«)  +  ß,    l>sA'(r»-ri«)  +  B' 

sweier  geraden  Linien  gegeben  sind,  und  r,  Ti  dem  Durchschnitts* 
punkte  dieser  beiden  gerades  Lsnieo  entsprechen  sollen,  so  hat 
man  r,  tf,  indem  man  dieselben  nicht  mehr  als  TeründerUcbe» 
sondern  als  algebraisch -unbekannte  Grossen  betrachtet,  aus  den 
beiden  gegebenen  Gleichungen  durch  gewöhnliche  algebraische 
Elimination  zu  bestimmen.  Zuerst  erhält  man  aber  aus  diesen 
Gleichungen  leicht: 

«        «         B-B'      ^      AB^-^BA^ 

wodurch  zuvorderst  die  Grussen  r*  —  r^^  und  D  ohne  alle  Zwei- 
deutigkeit gefunden  sind.    Nun  ist  aber  offenbar: 
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I 


7) 


mittelst  wefcber  Formeln  nan  aach  r  und  Vi  berechnet  werden 
können*  Auf  welcher  Seite  der  durch  die  beiden  Punkte  O  and 
0|  hesfimmten  Geraden  der  Durchechhittspunkt  der  beiden  gege- 
benen Geraden  liegt,  wird  durch  das  Vorzeichen  von  /l  in  der 
zweiten  der  Formeln  6)  unmittelbar  bestimmt 


§.  6. 

Wir  wollen  nun  die  durch  die  beiden  Punkte  (tti)  and  (wi), 
ffir  welche  die  aus  dem  Vorhergehenden  bekannten  HfilfsgrOssen 
respective  durch  D  und  J  bezeichnet  werden  mögen ,  gehende 
Gerade  betrachten. 

Die  rechtwinkligen  Coordinaten  der  Punkte  (tri)  »nd  (^^) 
seien  respective  o;,  y  und  |,  i/;  so  ist  die  Gleichung  der  in  Rede 
stehenden  Geraden,  wenn  jetzt  Ä,  T  die  veränderlicbcD  oder 
laufenden  rechtwinkligen  Coordinaten  bezeichnen,  bekanntlieh: 

oder 

r=AX+B, 

irenn  wir 

Mtsen.    Nach  I)  ist  aber : 

*= — 25 —  »=ir' 

«= 25 '    "»-  «• 
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alao : 

und  folglich : 

4(Z>--J) 

Bezeichnen  wir  den  180^  picht  flbereteigenden  Winkel,  noter 
welchem  die  durch  die  Punkte  (iti)  und  (^p|)  gehende  Gerade 
▼on  O  ans  nach  0|  und  von  OOi  aua  nach  der  positiven  Seite 
dieser  Linie  hin  gegen  die  durch  die  Punkte  O  und  0|  gehende 
Gerade  geneigt  ist,  durch  fp\   so  ist  bekanntlicb 

tsng9  =  il, 

also  nach  dem  Verhergehenden  t  * 

9) tangv-(^_^^.)_(^a^^a) 


«reiche  Formel  Wohl  hin  und  wieder  praktischen  Nutzen  haben  kann. 
Zur  Bestimmung  von  B  bedient  man  sich  am  besten  der  Formel 

aus  welcher  sich  mittelst  des  Vorhergehenden. 

also,  wie  man  nach  einigen  leichten  Reductionen  findet: 

-     (r*-^rt«  +  a«)^-^(g«-i>,«-|-a»)/l 
10)  .  .  .   iJ  =  i        «,(^_^^a)_(^i_^^«), 

""''i>l(r  +  ri)(r-ri)-(^  +  <>i)(^-ft)) 

ergiebt 

Bezeichnen  wir  die  Gleichung  der  durch  die  Punkte  (jnri)  und 
(e^)  gehenden  Geraden,  indem  R,  Ri ,  D  verinderliche  GrSasen 
bezeichnen,  durch 
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D  =  A(R«— R|>)-fB, 

00  haben  vrir  cur  BentioiinuQ^  der  Coo^tantea  A  und  B  die  bei- 
deo  Gleichungen: 

/)=A(f«-n«)  +  ß. 

aus  denen  sich  leicht : 

,1)  A-  ^"^ 

"^ ^"('•-»•,«)-(v»-ft») 

ergiebt 

§.6.  ~     • 

ßeseichnen  vvir  die  Entfernung  der  beidea  Pqnkte  (rri)  und 
{qqi)  von  einander  durch  E,  so  ist  bekanntlich: 

'  £==(^^|)«+(y-i?)*. 

Nun  ist  aber  nach  dem  vorhergehenden  Paragraphen: 

(r«-r,«)-(g«-ft«)  ^  _2(fl-^0. 

*-«  =  — ^-"15 — -^»  y^S'^ — ä — » 

also : 

oder: 

oder  auch: 

15)    JB=s * jj -. 
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DiM  «llefle  P^nriiioln  in  4er  Priqte  vieUadbeii  rtetien  Mien  kfi«'* 
■€»,  ktMcbt  kawn  noeb  biiMo4eB#  bewierkt  «a  werden« 
Seist  man 

lö)  .  .  .    tang«  = 4(j>_^) ' 

und  nimmt  in  der  fplneodeo  GleiobiNig  bloes  auf  den  absoluten 
Werth  der  Grusae  auf  der  recbten  Seite  des  Gleicbheitaseicbens 
Rflckaicht,   ao  iat: 

17) E  =  ?^?=^. 


mittelat  welcher  Formeln  E  ebne  groaae  Weitläufigiceit  berechnet 
werden  i^ann. 

5.7. 
Wenn' 

(r'V),    (r^O,    (f^rn,    (r'Wn,-'(f<'^t^) 
oder 

(x'^h  i^yT).   (^jT),  (jr'VO.*-.(*'->»«^>) 

die  Eclcen  eine«  beliebigen  Vielecks  von  n  Seiten  sind,  dessen 
Inhalt  wir  durch  F  bezeichnen  wollen;  so  ist  nach  einer  bekann* 
ten  Formel»  wenn  wir  nur  den  absoluten  Werth  der  Gr5sse  auf 
der  rechten  Seite  des  Gleichheitszeichens  in  der  folgenden  Glei- 
chung berficksichtigen : 

....  +  x(-»)(yC)  -y(-«))  +  dfC)(y'  ^y(— »)). 
Nim  ist  aber,  wenn 

/y,  /)*,  tr^  />^^.,..zx«) 

ihre  liekannte  Bedeutung  haben»  nach  1): 


U.     S.      IV. 

^  ^ To  *   ^^  — "IT* 


Digitized  by  VjOOQIC 


452  Grümtrt:   Oeber  ettu  buottttrt  Battmwntnt 

•Im,  wenn  Mob  Iq  der  rolg<Mi4en  deiefanng  bloM  der  ahMhfe 
Werth  der  GrilMe  auf  der  rechten  Seite  des  GMchheitsseicIieM 
berficksichtigt  wird,  wie  iiberbaupt  in  allen  folgenden  AusdrIekeB 
des  FiScheDinbalU  F,  was  wir  bier  ein  flir  alle  Mal  bemerken: 

2a«F=    (/«— r,'»  +  ««)  (D*  -  /X»)) 

Q.      V.      W. 

+  (r<")*-r,(»)«  +  o«)  (/>*  — ZX«-»). 
Weil  aber  die  Svmme  der  GrOssen 

D»— /)("),    Df—iy,   Dtr-iy , /)(«)-D(— •),    Df—Df^i) 

offenbar  verschwindet;   seist: 
18)  .  .  .  2a»F=     (r^-n'^XC-ZX-)) 
+  (r'*-r,«)(D*-D') 
+  (,*«-.r|"»)(D"'— jD^ 

IIa     8«      Wo 

^  (r(ii-i)i  _  ri("-')*)  (ZX«)— ZX«-«)) 

^.  (|4ii)«_rt(«)«)  (/y  -  IX—»)) 
oder: 

19) 

2o«F=r  (r'  +  n')(r'-r|')(ß'— ^"0 
+  (r^+n'')(r'-0(/>*-^) 
+  (>* +n-)  (r*-r,«)  {Dtr-Df) 

Oe    8e     W. 

+  (ff«-») +ri  (•"»))  (r(«-«)— r|(«-»)  (/X«)— ZX«-«)) 

+  (rW+r,C))(rW-ri(«))(Z>'-i!X«-»), 

welche  Formel  bei  der  Beetimmang  dee  FlficheniDhalte  Id  ihrca 
Inneren  schwer  xogftngiicher  Figuren»  s.  B.  bei  der  BeefiuuDaag 
des  Flftcheninhalte  von  Wäldern,  praktiech  nützlich  eein  kann. 

Wftre  etwa 
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eioe  mit  Wald  bestaodeDe  FIficbe,  und  alle  Eckten  des  Theil« 

aus  zwei  Punkten  O  und  0|  zngSngllch»  alle  Ecken  dea  Theils 

aber  aus  zwei  andereii  Punkten  O'  und  Ox  zagfinglich;  ao  kSnnte 
man  die  Flächeninhalte  dieser  beiden  Theile  mittelst  der  obigen 
Formeln  bestimmen ,  und  durch  deren  Addition  dann  den  Flächen- 
inhalt der  ganzen  gegebenen  Figur  erbalten. 

FOr  n  —  Z,  d.  h.  fär  ein  Dreieck,    ist 

20) 2a»F=     (r'+n')(r'-r/)(D^-Z>-0 

+  (r*' +r/)  (f»-r/)(/>^-/>') 

+  (r^+ri-')(i^-r|^(/>'-D''). 

j.  8. 

Sollen  drei  Punkte 

ij^T^'),    (rW).    (^rx") 

ia  ein«r  und  derselben  %vnAvik  Linie  liegen,  so  mOssen,  wenn 
Df ,  If ,  Df  ihre  bekannte  Bedeutung  haben,  nach  5)  die  drei 
feigenden  Gleichungen  Statt  ÜDden: 

D'=A(r'«-r,'«)   +B, 

Z)«'=A(r'«-r/*)+B, 

D*=;A(r^— r,*«)+B. 

Multipßcirt  man  dies«  Gleichungen  nach  der  Reibe  mit 

(r"-ri*«)-(»«-ri*«),    (r^-ri-^-d^'-r,'«). 
(W'-r,'«)  — (r"«— r/^ 

und  addirt  sie  dann  zu  einander,  so  erhfilt  man  die  folgende  Glei- 
chung, durch  wekhe  bedingt  wird,  dass  die  drei  in  Rede  stehen- 
den Punlite  in  derselben  geraden  Lhie  liegeto: 

81).  .  .      Ur**-n'*)-('**-»-i"*)J^  ) 
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oder: 

(r'«_r,'«)(I>«_/)*)+(r«'«-r,'«)(i)*'— Z)'H(»7-ri*")(ß'-l>^=0, 
oder  »«ch: 
23) (r'-t-r^')  (r'-r,')(0'-/r) 

+  (r*  +  r,')  (r'  -  r^')  (/)-'-. l^)  J  =  0. 

+  (»*  +  r,*)  (r-  -  r,*)  (iy  -  Lf) 


f  9. 

Dm  efne  zn-eckmSg.^igö  Anvrenddng  der  itn  vorherg^faendeo 
Paragraphen  gefuod«neD  Bedmgangagleiohung  su  xeigen,  wolleo 
wir  mittelst  derselben  den  Satz  beweisen,  dass  die  drei  Punkte, 
in  denen  die  an  je  zwei  von  drei  Kreisen  gezogenen  fiusaeren 
Berührenden  sich  schneiden,  jederzeit  in  ein  und  derselben  ge- 
raden Linie  liegen. 

Die  Mittelpunkte  der  drei  Kreise  seien,  wie  Taf.  V.Fig.  4. 
zeigt.  Cm,  Cbf  Ccf  und  ^c,  ^*,  p«  seien  ihre  aufsteigend  nach 
ihrer  Grosse  geordneten  Halbmesser ;  die  Seiten  ChCc,  CtCm*  CaCh 
des  durch  die  drei  Mitt^punkte  als  Ecken,  bestimmten  Dreiecks 
CmCkCt  mugen  respective  durch  a,  6»  «  bezeichnet  werden.  Die 
Mittdpunkte  Ck  und  C«  «(olfen  die  Stelle  der  bisher  immer  dnrch 
O  und  0|  bezeichneten  Pankte  vertreten.  Die  Dilrchschnttts- 
punkte  der  vorher  nfiher  bezeichneten  berOhrenden  seien  A* ,  A'^^  A^^ 
und  deren  Entfernungen  von  den  Punkten  Q,  C«  sollen  durch 
t^^TiX  t" t  Ti"  \  i" t  Ti^  bezeichnet  werden,  indem  fibrigeos 
ly ,  Df  y  D^  auch  jetzt  ihre  bekannte  Bedeutung  behalten. 

Zuvfirderst  fallt  auf  der  Stelle  iil  die  Augen,  dass  im  vorlie- 
genden Falle  />^=zO.  ist,  wodurch  sich  die  Bedingungagleichnng 
21)  auf  die  Form 

oder,  was  Daaselbe  ist»  auf  die  Form 


reduclrt,  welche  Gleidkiag  w<r  ako  m  rechtfertigen  suchen  miAtoB. 

Nun  erkeiHii  man  über  Auf  dof  Stell«  die  ftlchtigkeit  der  fol- 
genden Formelii  aus  gaiii  ffaifetlketo  Sitae»  vtaii^n  ProportioBen: 
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und 


Ferner  fibeneugt  inan  liieb  nrttteUt  «Itfes  bekfnnten  trigonoroe- 
trUcben  Elementarsatzes  ^itf  4er  Steife  von  der  RIcbtigkeit  der 
folgenden  Gleicbungen:  ^   ' 


ddcr: 


woraus  sogleich 


folgt.    Nach  dem  Obigen  ist  aber: 
PdlgiiebMi 

woraus  man  mittelst  einer  nicht  der  geringsten  Schwiorigkett  tti»- 
teriiegenden  Rechnung  sogleich  findet: 
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Folglich  ist: 

und  die  obige  xa  TerlfidreDde  Gleichung  erhält  daher  die  folgeode 
sehr  einfache  Formt 

Nun  aber  verhalten  die  Dreiecke 

sich  wie  ihre  Hohen «  weil  sie  die  gemeinschaftliche  Gmndlinie 
ChCt  haben»  und  diese  Höhen  sind,  wenn  wir  die  an  C%  und  C% 
liegenden  Winkel  des  Dreiecks  C^CkC^  respective  durch  /I  und  y 
bezeichnen,  offenbar: 

so  dass  man  also  die  Gleichung 

ly*  __  n^^siny  _  6slny    g>(p»->^a) 
!>*'""  r^sin/J  "^  csin/J*^»(^,— e«>' 

folglich,  weil  In  dem  Dreiecke  CaCftC«  nach  einem  bekannten 
trigonometrischen  Elementarsatxe  6:c=sin/7:siny,  6sin/=esin/} 
ist,  die  Gleichung 

erhält,  welches  eben  die  an  rechtfertigende- Gleichmig  war. 

Unser  Satx  Ist  daher  auf  diese  Weise  vollständig  and  ohne 
alle  Schwierigkeit  bewiesen. 

Ist 

D==A(R«— Ri«)  +  B 

die  Gleichung  der  durch  die  drei  Punkte  J^  A*^,  JP'  gehettdes 
'  Geraden,   so   ist  nach  11)  und  12),   weil   Im  Torfiegenden  Falle 
i>'sO  Ist: 

oder: 
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FolgUcb  ist: 

D        (r«— rt«).-(R«— R,«) 

J^  _  (r«—r,^ -(R^-Ri«) . 
ir  -  (r'«— rj«)  -  (r"'2-r,"2) ' 

also  nach  dem  Obigen,  wie  man  mittelst  leichter  Rechnung  findet: 

D  _  g.— g.    (gt-f  »<,)«'-(»>— pcHR'-Ri*) 
2F'-     g.     •a»(<.»+g«-2g«)  +  (6»-c«)(p»-g.)' 

J) gt-pg     (gt+  gc)a'  -  (gt  -  g.)(R'-R,«) 

/)"'-       gA      'o«(g»  +  f.-2ga)+(6«-C«)(g»-g.)' 


Weil 


oder 


fw/_i      //   •  gftgesiny 

•^       2(g6— go) 


^0  — ^a  2  ^ft— *?«  2 


nnd,   wenn  wir  den  FlächeDinhalt  des  Dreiecks  CaC^Ce  dnrcb  J 
bezeichnen^ 

ii=;ia68iny=|ac6iDj3, 
also 

ist;   so  ist  nach  dem  Vorhergehenden: 


oder 


welches  man  als  die  vollständig  entwickelte  Gleichung  der  durch 
die  Punkte  A^,  A"y  A"  bestimmten  Geraden  betrachten  kann. 

V 

Entsprechen  die  Grossen  R,  R|,  D  und  R^  R]^  D^  den 
beiden  beliebigen,  in  der  durch  die  Punkte  A' ^  A",  A'"  geben- 
den Geraden  liegenden  Punkten  P  und  1^>  so  ergiebt  sich  aus 

IHitil  XXXII.  31 
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dem  VorbergebendeD  auf  der  Stelle  die  sehr  beme^iDemwertk 
Gleichung : 

D'  —  p*(a*-R'«  +  Ri'*)  +  M«*  +  H'»-R,«)* 

und  bezeichnen  Wir  fciun  die  an  den  t^unkten  Q,  Ce  llegendeD 
Winkel  de«  Dreiecks  CkPC,  durch \B,  C;  die  an  denffelbeu  Punk- 
ten  liegendeD  Winkel  dee  Dreieck«  ChP'Ct  durch  Ä',  C;  »o  i«t: 


*^«*=== 2SR-'    ^^^=^— SR.— 


und 


^^•^      äoR' '    cosC-         ^^t       '9 

also  nach  dem  Vorhergehenden: 

D  ^    QhRj  cos  C-f  gcRcosi? 
D'  ■"  ^ftRi'cos C"+  pcR'cös Ä'' 

Dergleichen  bemerkenswerthe  Relationen  auf  diesem  We^ 
mehrere  zu  finden,  würde  ein  Leichtes  sein,  was  wir,  weiter 
aussuRlhren,  fuglich  tiem  LeMr  überlassen  können. 


§.  10. 

Die  Bedingungsgleicbung,   dass   drei  gerade  Linien,    deren 
Gleichungen 

D  =  A(R*-R,»)    +B. 

D=Ä'(R^-Rt*>  +B', 

D  =  A"(R»-Ri«)  +  B'' 

sein  mdgen,  sich  in  einem  Punkte  schaeidten,  vrfH  man  erhal- 
ten, wenn  man  ans  den  drei  vorhergehend^Hi  Gleichuogen  die 
Grössen  R**— Ri^  und  D  eliminirt.  Multiplicirt  man  zu  dem  Ende 
die  drei  in  Rede  stehenden  Gleichungen  nach  der  Reihe  mit 

A  •■"  A    ^     A     ■"  Af     A  ""^  A 

und  addirt  die  drei  Gleichungen  dann  zu  einan4er^  so  erhUt  man 
sogleich  clie  gesuckite  fiedingungsgleichung; 

B(A'— A'O  +  B'(A"-A)  +  B"(A— A0=:O 
odei : 

A(B^-«B")  +  A<(B''-B)  +  A^'(Bu*.BO*=ft- 
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oder: 

(AB*— BAO  +  (A'ß''— B'A'O  +  (A"B  -  B"A)  =  0. 


{.  11. 

Um  eine  Anweodvng  der  im  vorhergehende  Para^paplien  ge- 
fundenen Bedingangsgleichung  za  zeigen,  wollen  wir  mit  Hülfe 
derselben  den  8i(ts  beweiten »  des«  die  drei  Traneveraalen  dee 
ebenen  Dteiecke,  weiebe  die  Spitzen  deeeeiben  mit  den  JHif«ei- 
pnkilctett  der  (Segeneeiten  Torbinden «  «ieb  in  einem  nnd  demselben 
Popkte  eobneiden* 

l^äs  gegebene  Dreieclc  eei  ABC  in  Taf.  T.  Fig.  5.  Seine  den 
Spitzen  A,  JB,  C  gegenüberstehenden  Seiten  werden  wie  gewohn- 
lich durch  a»  b,  c  bezeichnet ,  und  seinen  FIScheninhalt  wollen 
wir  D  nennen.  Die  Spitzen  ß,  C  sollen  die  vorher  im  Allgemei- 
nen Immer  durch  O,  Oi  bezeichneten  Punkte  vertreten.  Die  Glei- 
chungen der  durch  A,  B,  C  gehenden  Transversalen  seien  respec- 
tive : 

D  =  A(R«— R|«)   +ß, 

D  =  A'(R«-Ri«)  +B', 

D^A^(R«— Ri*)-|-B". 

Für  die  Längen  der  durch  A,  B,  C  gehenden  Transveraalen 
erfaiüt  man  sogleich  die  folgenden  AmsdrOek»  dureh  dl«  <drei 
Seiteu  des  gegebenen  Dreiecks: 

und  mittelst  der  Formeln  II)  und  12)  erhält  man  nun  leicht: 
^  =     dTZ^'  B  =0; 

A'-     ^ ß'-         "^ 


Wegen  B  =  0  ist  die  zn^  eri^eode  Bedingungsgleicbung  in 
diesem   Falle : 

B'(A''-A)  +  B"(A- A0  =  0, 

und  weil  nun»  wie  man  leieht  findet, 

3l^ 
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^   —^ (c«-6«)(3aH6*-c»)'    ^"^^  —  (c»-^«)(3a«-6Hc*) ' 

aUo : 

_^  3a«D*     

3rt*l)* 

ist;  «0  Ist  klar,  das«  die  obige  Bedingung^gleidiang  wkkliGh  er- 
füllt Ist«  die  drei  in  Rede  stehenden  Transversaleo  sieh  folglick 
in  derThatin  einem  Punkte  schneiden»  ivie  bewiesen  werden  seilte. 
Bezeichnet  man  die  Entfernungen  des  gemeinschafUichen  Darch- 
schnittspunkts  der  drei  Transversalen  von  den  Spitzen  A,  S,  C 
des  gegebenen  Dreiecks  respective  durch  Ra,  Rb$  Re*  und  die 
Flächenräume  der  drei  Dreiecke »  welche  den  Durchscbnittspunkt 
der  drei  Transversalen  zur  geiueinschaftlichen  Spitze  und  die  Sei- 
ten a,  b,  c  des  gegebenen  Dreiecks  zu  Grundlinien  baben,  respec- 
tive durch  jDay  Db»  .De;    so  ist  nach  6): 

Kt-Kc- ^_A/»     ^'»—     A— A'     ' 

also,  weil  B  =  0  ist:- 

H'  AR' 

tU*-Rc*=~^,,    Z).=^^=A(Ä»«-i?.«). 

Nm  i«t  aber  nach  dem  Vorhergehenden : 

also: 

Ri*-Rc*  =  i(c«-  6»),    2).=  JJ>. 

Folglich  ist  flberhaoptt 

Ä.«-Ä»«=«(6«-o«),    Ä»*-Äe«=i(c»-Ä»).    Äc*-Ä.*=i(«*-«") 

und 

also: 

Ferner  ist  nach  7);  - 
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nvd'Weil  nan  nach  dem  bekannten  Anedraek  dee  FläcbenlDliall* 
dea  Dreiecks  durch  «eine  drei  Seiten 

^^~  16 -• 


also 


4Z>a<      4ID«  _  AaVfl  -  {a*-\-  b^—e*f 
a«    ""90*""  36a«  ' 


and  nach  dem  Obigen 


.2a  ""  6a 


ist;   so  ist 


-, ,     4aW—(aa.+  6«-e«)«  +  (3o«-6«  +  c«)« 
woraus  man  nach  einigen  leichten  Reductionen  sogleich 

«6«= 9 

erhält,  so  dass  also  Oberhaupt 

„,    2(6«-|-c«)-~a^      p._2(c«-ha»)--&«  _2(a»+6«)-^c« 

/(a"= g »      Ä**  — ' ^ »     Äo*  — g 

ist,  woraus  durch  Addition  sogleich  die  bekannte  Relation 

l?a«+Ä*«+Äc«=l(aa+6«+c«) 

folgt 


$.  12. 

Indem  wir  jetzt  auch  den  gemeinschaftlichen  Durchschnitts* 
punkt  der  drei  Hohen  des  Dreiecks  ABC  betrachten  wollen,  m5gen 
alle  im  vorhergehenden  Paragraphen  gebrauchten  Bezeichnungen 
die  ihnen  dort  beigelegte  Bedeutung  behalten,  mit  dem  einzigen 
Unterschiede,  dass  alle  betreffende  Zeichen,  die  sich  auf  den 
gemeinschaftlichen  Durchschnittspunkt  der  die  Spitzen  des  Drei- 
ecks mit  den  Mittelpunkten  der  Gegenseiten  verbindenden  Linien 
beziehen,  jetzt  dem  gemeinschaftlichen  Durchscbnittspunkte  der  drei 
Hohen  entsprechen  sollen.  Die  drei  auf  den  Seiten  a,b,  c  senkrecht 
stehenden  Höhen  werden  wir  respective  durch  hath,  Ao  bezeichnen, 
indem  wir  Aa,  so  wie  den  Flächeninhalt  D  des  Dreiecks  ÄSC, 
immer  als  positiv»  dagegen  hh  und  he  als  positiv  oder  als  negativ 
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b«lMicll««n,  jMaebdeM  dies»  HSlMn,  waton  «k  da«  OiiAeek  ABC 
selbst  oberhalb  von  £C  ilegebd  BBnehniMi,  oberhalb -«der  natet- 
halb  von  der  Linie  BC  liegeu. 

Dies  vorausgesetzt,  erh&lt  man  nun  znvOrderst: 


B=- 


J(^-A.«)-(6«-A.«)|I> 


(c»_A«)_{(ca_A.«)_(6»-A,«>}  -«' 

woraus  man  sieht,   dass  die  in  {.  10.  gegeben«  Bedingnngsglei- 
diung  in  dem  vorliegenden  Falle  ihre  Aanreodbarkeit  verliert 

Daher  wollen  wir  uns  jetzt  direct  mit  der  Bestimmung  des 
Dnrchschnittspnnkts  der  zw^  USben  A»  und  k»  mittelst  der  im 
Obigen  zu  diesem  Behufe  entwickelten  allgemeinen  Formeln  be- 
schSftigen. 

Nach  11)  und  12)  ist: 

^  — _a»— I A»*— (a»- A»*)l~"  4*»       ' 


-ia«A>Va«-A>«  a«V^^=^« 

•*   — ~a»-{A»«-(a«-A»«))~  lÄi 


und 


„,,  ;a«A.VriSZ:Ä;«  a»Vo«-AcV 

"   — o*-Ko«-Ao*)-A,*J-  4A. 

so  dass  also 

B'  =  a»A',    B"  =  -a«A" 

ist    Mm  erhSit  leieh«: 

^,_^,,_    A.V<t»-A>«-fAtV:gI-Ä? 


und 


y     p.        A.V5?rv-AtVa«-A.' 
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Also  Ut  naeb  0)e  . 

folglicb : 

2D«  aV^fl*-A»«.'V^a«— üc» 


und 

2a  '^  Ä.VS53:Ä?+ÄtVä*-i.^* 


2a  '"^     ÄeV  a«— A»« + A»V  a«-A,*' 

Daher  ist  nach  7): 


£t«<s 


lA.  Va«— *»•+*»  Vd5^«J« ' 

a*(««-A>«) 
^''       t  A.V  a«^«»«  +  A»  VÖ^^I-Ti?  \f ' 


Bdcanntlicb  ist 


«•  -  A»«  =  ^ — 5g — )  .    Ä«-  A.«  =  \       2c   "  ) ' 

und  nach  den  Lehren  d«r  gewOhnlicfaeo  ««latytischen  Geometrie 
erbellet  sehr  leicht,  dass  unter  den  oben  gemachten  Voraus- 
«stanagsn  In 


.    a^^^ü^—t^      .        ^   a»-A«^-c» 
A»    und    2g ,    A«  um   -g^ — — 

gleiche  Voraeichen  haben,  Sind  als«  A»  un^  ^  beide  positiv  *),  so  ist 

A^4r»-*^+A»V  a«-Ae««=— g* +  T'     '    2c        . 

2a«I> . 

*)  8<«^4l-«  iMg«d¥  iftuMn  dieM  HMen  iiidi^  teia. 
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haben  aber  h  und  he  entgegengesetzte  Vorzeichen,  so  tat 

Also  ist 

indem  man  das  obere  oder  untere  Vorzeichen  nimmt,  jenachdem 
hb  und  Ae  gleiche  oder  ungleiche  Vorzeichen  haben.  Immer  ist 
aber 

Sehr  leicht  findet  man  jetzt: 

„,     6«(a«c«-4J)2)                  c«(a«Ä«— 4D*). 
^*  = 4^2- '     ^^«'= 4]p«  » 

oder,  wenn  man  abc=P  setzt: 

^*  "^ 4fä '     ^«  —        4D« 

Die  Quadrate  der  Entfernungen  des  Durchschnittspunkts  der 
Huh^n  ha  und  hb  von  den  Punkten  A  und  J^  sind  al^so  offenbar 

4^2 «ö<l    450 • 

also  das  zweite  r=Rb*;  und  eben  so  sind  die  Quadrate  der  Ent* 
fernungen  des  Durchschnittspunkts  der,  Höhen  A«  und  A«  von  deo 
Punkten  A  und  C  offenbar 

P«-4o2D«        .    p«_4c«i:)2 
5^5 «nd  4D«       • 

also  das  zweite  =  tie^,  woraus  man  mittelst  einer  elb&chen  Be- 
trachtung schliesst,  dass  die  drei  Flohen  sich  nothwendig  in  einem 
Punkte  schneiden  müssen. 

Sind   überhaupt   /2a,  Rh,  Re  die  Entfernungen  des  gemem- 
schafflichen  Durchschnittspunkts  der  drei  Hohen  von  den 
A,  B,  C  des  Dreiecks;  so  ist  nach  dem  Vorhergehenden: 
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also: 


V/'«-4flnD*      „       VP«— 46«ID«      ^      V^P*— 4c2»» 


Nach  den  vorstehenden  Fonneln  ist: 
Aach  erhält  man  aas  dem  Obigen  leicht  s 


I>a=± 


41) 


indem  man  das  obere  oder  untere  Zeichen  nimmt,  jenachdcm  dift 
Hohen  kb  und  Ac  gleiche  oder  ungleiche  Vorzeichen  hüben.  Fasst 
man  aber  die  Dreiecke  Da»  Ih$  De  bloss  absolut  auf,  so  kann 
man  setzen : 


4©  .      ' 

4D 

V  c«g*-4|D».  VA^c«  -■  4D« 
45  • 


woraus  sieh  die  Relation 

f.  #if>  ^  (r»<6*-4D«)(6«c«~4D«)(c««a-4p«) 
UaU^Uc^—^ gjjp         ^ 

oder 

641I)»/)a/)ftDe  =  (a«6*-4D»)(6«c*— 4D«)(c«a«-4I>«)      • 

ergiebt.  * 

Multiplicirt  man  die  Ausdrücke  von   Da,  Db,  De  im  Zähler 
und  Nenner  respective  mit  bc,  ca,  ab,  so  erhält  man: 


^•= 4ÄdD * 

_       V  P«-4a*D«.  V  P*—4cnif» 
0*= 432D • 

"'-  4HÄiÖ  ' 
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also  Meli  dem  Obigen: 

'*'=-5F^'  '^=—cir^'  ^•=-SÄ-»' 


oder 


folglich : 


t^  —    bc  '     ©—    ai'D"-e*' 


DgDhDe  _  Rm^Rh^R^^_  fRaRhRc\ 

D»      ~     aVfle^     "^  V     P     )  ' 
Ffir  da«  gleidbfNsilig^  Dreieefc  ist  ^  B.  bekanntlich 

und  folgfich  nach  dem  Obigen  in  diesem  Falle: 

also  D«=  il>,  wie  es  nach  §.  11.  in  diesem  Fi^lle»  wo  die  Hoben 
sogleich  die  Transversalen  awischen  den  Spitzen  des  Dreiecks 
und  deren  Gegeißelten  sind,  seio  mesf* 

Ffir  das  rechtwinklige  Dreieck,    in  welchem  a*=:A*-f  c*  sein 
mag,  ist  ID  =  i6c;   also  na^th  dee  obigen  Formeln: 


^       V^6«c«(6»-|-c«)— *«c*.V^A*c«(Ä*+c«)— 6*r«      6»c»       ,. 
folglich  D0  =  ]D,  wie  es  i^ein  mass.    Well  fener 

ist,  so  M  />ft«:0  eod  J94^Q,  wa»  friMBnfallf  gena  d^Br  Natur 
der  Sache  gemäss  ist. 

Aus  4«m  Obigen  erhglt  miip  aqch  die  Aelation : 

a  o  fi  a     o      e 

aber  ich  will  der  Kürze  wegen  diese  Rechnungen  nicht  weiter 
fortsetzen,  so  sfbr  diese|t»«0  iilich  geeignet  sind,  zu  noch  mao- 
chen anderen  interessanten  Resultaten  au  f&hreii^  Es  scheint  mir 
aber  wünschenswerth  zu  sein,  auch  noch  andere  geometrische  Sitte 
nach  den  hier  in  Einwendung  gebrachten  Methojen  weiter  zu  un- 
tersuchen. 


Digitized  by  VjOOQIC 


(«0r  iA9€  Trtm^  /nmüAfv  fn  ärr  ß^em,  4ffl 


f.  1*. 

Ein  gewisses  praktisches  Interesse  bietet  noch  die  folgende 
Au^abe.dar: 

Wenn  die  Entfernungen  r,  r^  und  0,  qi  zweier  Punkte  ^  und 
Ai  Ton  den  beiden  Punkten  O  und  Q|»  deren  ^Entfernung  von 
einander  a  ist,  und  die  Entfernungen  r',  Ti  eines  dritten  Punk- 
tes A'  von  den  beiden  Punkten  A,  Aj  gegeben  Mndt' soll  nnindlW 
EatfeKnungeo  i?»  di  d»%  |f^n\i^09  A'  \sm  d^o  beiden  Punkten 
O,  Og  b^ütimfpeq. 

Far  jetzt  mögen  die  folgenden  Andeutungen  Aber  die  AuflS^ltg 
dieser . Aufglühe»  welebe  als  eine  Art  voa  Coordinatei^- Veiwand- 
lung  zu  betrachten  ist,  genügen. 

Bezeichnen  wir  d«s  gehörig  als  positiv,  ^(l^r  i^s  negativ  be- 
trachtete Dreieck  OA'Oi  durch  D,  und  lassen  D  und  A  Das- 
selbe fSr  die  Puukte  A  und  ,At  in  3^zug  auf  die  Punkte  O  und 
Ol  bedeuten,  wie  früher |  so  haben  wtf,  da  W  und  Ti'  die  Ent- 
fernungen des  Punktes  A'  von  den  Punkten  A  und  Ag  sind,  nach 
13)  die  beiden  folgenden  Gleichungen  {  .    -    > 

'    -'  2a  '  +        «»        ' 

»■i    —  l ^ I  + J» — ' 

oder ; 

,(r'-n')-(fi'-ig,«)    ..MO-^)^^i 
i—        _,       — l«+l    V    '^=^'' 

.(g*-g.*)  -  («»-iZi«),. ,  ,äf^-D),     , 

Hiernach  i^t  es  algoVer^tatt^t: 

81119»  = 2iP •     «>»9'  =  — S77"' 

zo  setzen,   woraus  die  beiden  Gleichungen 
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oder,  wenn  wir  der  Körze  wegen 

f-         25         '  ^- — r~ 

setzen,  wo  /und  ^bekannte  Grossen  sind,  die  beiden  Glelcbongeo 

>,  r'siuqo  —  r/sio^rs/', 

r'cosgo — r/co8^=:<7 

folgen,   anf  deren  Auflösung  es  nun  ankoi^mt 

Unter  den  verschiedenen  Verfahningsarten,  welche  sich  da- 
bei in  Anwendung  bringen  lassen,  wollen  wir  jetst  nur  die  fol- 
gende hervorheben. 

-     Wenn  man  die  beiden  Gleichungen  quadrirt  und  dann  za  ein* 
ander  addirt,  so  erhält  man : 

r'«  +  rj'«^2r'f/cos(9>-if^)  =  /'+^», 
also : 

wodurch  ^— 'if^  gefunden  ist« 

Stellt  man  nun  die  beiden  aufzulosenden  Gleichungen  ferner 
auf  folgende  Art  dar: 

r'sin^— r/slol^  — (9 — ^)|s=/', 
r'cosqp— r/coslg?— (g>— if;))=j7; 
so  werden  dieselben  naqh  gehöriger  Entwickelung : 

\t'  —  Ti  COS (9— if^) ) Sin ^  +  r^  sin (9  —  if;)cos <p=f, 
{r' — ri'co8((p — ^)\co8tp — ri'sinC^ — ^)sin9=^;^ 
also,  wenn  man  dividirt: 


Ir^— i-t'cos(y— '»)|tangy4-r/sin(y— ^)        f 
t'  —Ti'  cos  (9 — **) — fi'  sin  (9-Ti(/)  tang^        g  ' 


woraus  sich 


oder 


„/(Z— r/cosCy  — '»)|— ^i^sin(y-i») 
«ang9-^,^/_^^/eos(9-.tf;)|  +  /rj'sio(9-tf;) 

/y^— (/•cos(4p— »)+j7sin(y-^;)iri^ 
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ergiebt«  mittelst  welcher  FormelD  tp  gefunden  wird ;  and  aus  9—*^ 
und  9  ergiebt  sich  leicht  tp. 

Hat  man  aber  q>  und  tf;^  so  ergeben  sich  R^—Ri^  und  D 
mittelst  der  unmittelbar  aus  dem  Obigen  fliessenden  Formeln: 

fi«  -  Äi«  =  (r*  -  rj «) — 2flr'  sin  9  =  (p*— Pi«) — 2ari'  sin  ^ ; 
I)  =  />  — iar'cos9=^  —  aori'cos^. 

Endlich  ergeben  sich  R  und  /2|  nach  7)  mittelst  der  folgen« 
den  Formeln: 

Wollte  man  die  rechtwinkligen  Coordinaten  X^  Y  des  Punk- 
tes A!  in  Bezug  auf  O  als  Anfang  und  00|  als  positive  Abscis- 
senaxe  haben,  so  wäre: 

-^=  2^"         •     ^^T- 

Dass  diese  Aufgabe  einer  gewissen  Unhestilrimtheit  unter- 
worfen ist,  liegt  in  der  Natur  der  Sache;'  weitere  Erliutemngen 
darfiber  sind  hier  unnothig. 


Digitized  by  VjOOQ IC 


4W  Rle^ke:    Ott  äeekM9m§  mU  iU§MimpH0Mtfu. 


Die  Rechnung  mit  Richtangsiahlen. 

Ten 

Herrn  Professor  Dr.  Rieeke 
in  Höhenlieiu* 


Ich  habe  Ober  diesen  Gegenstand  vor  3wei  Jahren  eine  Ueine 
ächrift  *)  herausgegeben  and  dabei  bezweckt,  der  Lehre  von  der 
geometrischen  Deutung  der  imaginiren  Zahlen  allgemeineren  Ein- 
gang bei  den  Freunden  der  Maliieniatib  au  verschaffen  und  sie 
zugleich  gegen  einige  Eimvörfe  zu  vertheidigen.  Mit  Beziehung 
auf  diese  Schrift  erlaube  ich  mir  Im  Folgenden  einen  weiteren 
Beitrag  fSr  die  Anwenduqg  dieser  Recbaoog  in  dev  Geonetrie 
mitzutheilefi.  Doch  muss  ich  Einiges  lär  di^enigen  Leser  dm 
Archivs,  welchen  meine  Schrift  nicht  zn  Bap4  gokomnieii  ist» 
vorausscbtcken. 

Unter  Richtungszahlen  verstehe  ich  Zahlen,  welche  durch 
gerade  Linien  ausgedrückt  sind  und  bei  welchen  man  nicht  nur 
ihre  Gr5sse,  d.  h.  ihr  Verhfiltniss  zur  Einheit,  sondern  zugleich 
ihre  Richtung  in's  Auge  fasst  Dazu  ist  natürlich  n5thig,  dass 
man  eine  bestimmte  Richtung  als  Grundrichtung  festsetzt,  und 
die  Richtung  jeder  andern  Limm  ergibt  sich  dann,  wenn  mao 
ihre  Abweichung  von  der  Grundrichtung  nach  einer  bestimmten 
Seite  hin  kennt.  Die  GrOsse  der  Abweichung  wird  durch  einen 
Kreisbogen,  den  Halbmesser  =1  gesetzt,   angegeben. 

Die  Bezeichnung,  die  ich  dabei  in  Anwendung  bringe,  ist 
eine  doppelte.    Schreibe  ich  eine  gerade  Linie  mit  kleinen  latei- 


*)  Die  Rechnung  mit  Rieh  ton  gtsahlen  oder  die  geometritcha 
Behandlaog  imagio&rer  GroMen.  Von  Profector  Dr.  R lecke  in  Hohea- 
heiin.    Stattgart,  Mesier'sdie  Baclihandlaag.    1856.    8.     11  Bogen. 
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Rücli08  BMkMalH»,  M  ztigt  dM  Ab*^  daas  d&e  Liiii«  nkM  blos 
ilnre#  absolute»  Uii9e,  ffobdern  tl^ckUli  ihrer  lUchtang  nacb  tu 
hotrAobteo  hi^  d.  b*  dA89  M  ebl«  RicbtnilgssaM  tot  Soll  ai»#r 
tm^MA  die  Grisse  ibrer  .Abw^icbaag  vdn  der  Grondrlelitiing  an- 

gsgeben  werden,  so  wird  die  Linie  selbst  mit  grossen  lateini^cben 
acbstaben  gescbriebeii,  ihr  aber  der  Ahvi^elcihutigswlnkei  als 
Vorzeichen  Vorgesöfit,  und  zwar,  iitti  Missdeotungen  vorznbeo- 
gen,  in  einer  oben  mit  einem  Stricli  rerseheneti  Kiammef.    Z.  B. 

bedeutet  eine  gerade  Linie  von  der  Länge  AB,  die  um  den  Win- 
kel oder  Kreisbogen  tp  ton  der  GnMidrlcht«lig  nach  der  -f  Seite 
bin  abweicht 

Was  die  Grundregeln  für  die  Rechnung  mit  Richtungszahlen 
betrifft,  so  lassen  sich  dieselbeh^  M  weit  ich  Ihrer  im  Folgenden 
bedarf,  Icurz  zusammenfassen. 

Sollen  Hicbtongszahlen  addirt  werden,  so  denict  filall  sich 
dieselben  (natiirlicb  mit  Beibehaltung  ihrer  Richtung)  so  äh  ein- 
ander gelegt,  dass  sie  eine  zusammenhängende  gebrocheAe  Linfe 
darstellen.  Die  gerade  Linie,  welche  Ihre  Endpunkte  verbindet^ 
heisst  nun  ihre  Summe.    Z.  B.  (Taf.V.  Fig.B.): 

ab  +  bc  +  cdzizad,^ 

Sollen  zwei  Richtungszahlen  multiplicirt  werden,  so  mnl- 
tipHMH  taah  ibre  ttbMinten  Weithe  mid  gibt  deii  Produkte  eilken 
Abweichungswinkel,  welcher  der  Summe  von  den  beiden  Abwei- 
toliaogswlBkebk  der  EWtetea  gleieb  tot :  ' 


\(p\ABx\ilf\CDzA\^+^\ABxCD. 

Daraus  ergeben  sich  dailti  Unraltlelbar  die  Rechnungsregeln 
för  die  umgekehrten  Aufgaben  des  Subtrahirens  und  Dividirens, 
sowie  fOr  das  Potenziren  und  Eztrablren.  Namentlich  er- 
hält man: 


> 

(W«0»^|in»i*'. 

V-Ma=P|Vli 

und  da 

-  1  =  N 1, 

«oM 

'     '              ,                                    ... 

V^  =  IWI1. 
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In  dieser  letzterftn  Gletchung  liegt  der  Ssts,  dass  ImaginSre 
4^r5ssen  durch  Linien  dargeistellt  werden»  welche  senkrecht  auf 
der  Grundrichtung  stehen ,—  ein  Satz,  welcher  bekanntlich  xn- 
nächst  anf  die  ganze  Lehre  von  den  'Richtnngssahlen  geführt  hat 

Wendet  man  das  Bisherige  auf  ein  rechtwinkliges  Dreieck 
Abc  (Tar.V.Flg.7.)  an,  in  welchem  man  eine  Kathete  AB  als 
Grundrichtung  betrachtet,  so  ist 

ac  =  a6-|-6c 
oder 

l9|tii  =  i}ices9-f  msin^V" — 1 

=  m  (cos  9  -f-  01 D  9  V  — 1) 

Indem  ich  hezfiglich  aller  dieser  Sätze  auf  die  oben  angeführte 
Schrift  verweise,  wo  sich  dieselben  unmittelbar  aus  dem  Begriff 
einer  Richtungszahl  entwickelt  finden,  beabsichtige  ich  hier  nur 
an  einem  einzelnen  ßeispiele  zu  zeigen,  wie  ungegründet  der 
Vorwurf  der  Unfruchtbarkeit  ist,  den  man  der  Lehre  von  den 
Richtungszahlen  schon  gemacht  hat. 


Verallgemeinerung  des  Ptolemäischen  Lehrsatses* 
Es  sei  ABCD  (Taf.  V.  Fig.  8.)  ein  beliebiges  Viereck,  so  ist 

also 

acx6d  =  (a6  +  6c)(*c  +  crf) 

^TiabXed'^'  bc{ab  +  6c  +  crf) 
=  abXcd  -f  beXud. 

Statt  dessen   kann  man,   wenn  man  AD  als  Grandricbtung  be» 
trachtet,  schreiben: 


\a\AC.\'-E\BDz^\A\AB.\^D\CD'k-\A'\-B^v\BCMAD. 
Daraus  erhält  man  dann: 
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AC.BD=:\A-'D''(m-6)\AB.CI)  +  \A+B--n—((i'-'B)\BC.4D 


z^ly-^ölAB.CD+lß-^alBC.AD. 

Da  hiernach  die  Summe  der  beiden  Aichtiingszahlen 


\y--d\AB.CD   und    |/3-«|BC.JZ> 

der  reellen  Zahl  ACxBD  gleich  ist,  so  ronss  sich  ein  Dreieck 
UNO  (Taf.  V.  Fig. 9.)  zeichnen  lassen,  in  welchem ,  wenn  man 

UN^AC.BD,    MO=zAB.CD,    ON=BC.AD 

macht, 

Winkel  U=ySf 

ist,  und  also  „        0  =  B+D. 

Im  Dreiecke  MNO  ist  aber 

MN^UO.cobM^  ON.cmN, 

also  ist  avch 

I.  AC.BD=:AB.CD.co9(y-'8)  +  BC.AD.eo9(a^ß). 
Da  ferner  im  Dreieck  MNO 

MO i  ON:  Mtf-  siniT: sin  ilf :  sin  O, 
so  ist  auch  im  Viereck  AB  CD 

II.  AB.CDxBC.ADiAC.BD 

=  sin  (a— /?) :  sin  (y  -  *) ;  sin  (Ä  +  D). 

Auch  ohne  Hfilfe  des  Drejecks  lassen  sich  beide  SStze  ans 
der  ersten  Gleichung  unmittelbar  ableiten.  Da  nämlich,  wie  eben 
gezeigt  wur^e. 


AC,BD=^\y^4\AB.CD^\ß-a\BC.AD, 

so  ist  auch,  wenn  man  jede  der  beiden  Richtnngszahlen  durch 
die  Summe  von  Cosinus  und  Sinus  ausdruckt: 

AC.  BD  =     AB.CDlcoBiy-S)  +  sin(y— Ä)\^^] 
+  ÄC.2lD[cos(/?-a)  +  sin(/J-ct)  V^=n] 
=     ^B.C/)cos(y-^)+-4J?.CZ>sin(y-«)V^ 
+  ÄC.ilDcos(a-p)-i?C.i<»sin(a-/3)V^. 
Tkeil  XXXII.  82 
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Uteraji«  ^rfaStf  XDao  d^iin,  wenn  m»  dia  jredlen  mid  imagiairen 
Grossen  trennt,  die  beiden  Gleichungen: 

1)  AC.BD=:zAB.CD.co8(yS)  +  BC.AD.coBia—ß), 

2)  AB.CD.Biniy—d)  =  BC.AD.8\n(a'^ß) 

oder 

AB.CDiBC.AD:imB\n(a'^ß):6\n(yrr'S). 

Man  sieht  leicht,  wie  der  erstere  Satz  nur  «ine  Verallgemei- 
nerung des  Ptolem&ischen  Satsee  Ssti  denn  ist  das  Viereck  ein 
Kreisviereck,  so  ist  «=:/?  und  y=^S»  also  4;os(0 — ß)^^  und 
cos  (7 — i)=zl,  und  man  erhält  somit 

AC.BD-AB,CD+BC.AD. 

Nachdem  ich  auf  diese  Verallgemeinerung  durch  Hülfe  der 
Richtungszahlen  gekommen  vv^r,  versuchte  ich  den  Beweis  aacb 
auf  geometrischem  Wege  zu  führen.  £in  solcher  ergibt  sich  auch 
sehr  einfach  auf  folgende  Weise. 

Man  beschreibe  um  das  Dreieck  BCD  (Taf.  V.  Fig.  10.)  einen 
Kreis,  der  die  Diagonale  A(^  \n  E  treffe,  ziehe  EB,  EJ),  durdi 
A  die  Parallelen  AF,  AG  mit  BC,  CD  und  fälle  von  A  die 
Perpendikel  AH,  AJ  auf  BE,  DE.    Nun  ist 

BD.CE  =  BC.  DE  +  CD.  BE    (Ptolem.  Satz.) 
und 

AC      DG       BF  ,-,,       ^  ^, 

CE=  DE'^BE'  ^^"'^"^-  *•  ^^ 

Man  erhSIt  also  durch  Muitiplik^tioni 

BD.AC-BCDG+CD.BF. 

Weiter  ist  wegen  Aehniichkeit  der  Dreiecke  AHF  und  AJOt 

BC:CDz=lAFiAG=^FHiGJ=BH^BFiDG---DJ, 
BCiDG-DJ)  =  CD.(BHSF), 
BC.DG+CD.BF=:BC.DJ+CD.BB, 
und  also  auch : 

^D.AC=^BC.DJfCD,ßJ^    ' 

^BC.4li^cp§APJ  +  CD,AB.co8ABH. 
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Da  Bon 

Winkel  ADJ=:i  CAD—  CED  (Eiern.  1 .  32) 

=  CAD  —  CBü=«—p, 

Winkel  ABB  =:BAC—BEC 

=  BAC—BDC=r-'ii 

so  erhilt  man  die  Gleicbnog 

BB.AC=BC.AD.eon(a—^  +  CD.AB,eoB(yS). 

Cm  den  zweiten  Satz  zu  erweisen,  verlSngere  man  (Taf.V. 
Flg.  II.)  die  Tieieek«8«)te»  AB,  AD,  bis  sie  den  Krms  ia  K,  L 
treffen,  und  ziehe  EK,  KL,  LE.    Nun  erbilt  man: 

CDtADa=ELtAE 
AB'.BC=AE'.EK 


AB.CD:AD.BC=EL'.EK 

AD\BD^AK:Kt 
BCxACs^EK'.AK 


AD.BC.BD.AC=EK.KL 
oder 

AB.CBtAB,B<kAC.  Bi>s±^EL:BKtKL 

=  sin £KL%siüELKi  sin  KBL. 
Es  bt  aber 

Winkel  EKL  =  EDG=CAD'-CED 

Winkel  ELKs^EBÜ^BAC^BEC 
s±»AC--BDC^y^9, 
Winkel  KELt^KBC  +  CSL 

=tltBC+CßL=zB  +  D, 

und  maB  erhält  also: 

AB.CD:AD.BC:AC.BD=^B\Ti(a'-ß):»ln{f—i):8\n(B^J}). 

Uebrigens  lassen  sTcfi  beiffe  Sätz^  aacb  doreb  einfache  An- 
wendung bekannter  trrg^onometrischev  Formeln  beweisen,  doch 
oboa  die  Eleganz»  welche  die  Construction  gewährt. 
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476  üeitM^saunaken  für  seMier, 


Uebangsaufgabeii  für  Schüler. 


Von  Herrn  Frans  Unferdinger«  Lehrer  der  Mathematik  in  der  k.  k. 
öeterreichiechen    Kriege -Marine,    ein^feechifft   anf  Sr.  Maj.  Propeller- 
Fregatte  ,9  Don  an.'' 

1.  Aa8  folgenden  zwei  Gleichungen  sollen  die  Un- 
bekannten X  und  y  bestimmt  werden: 

Resultat:    Setzt  man 
€»=««-./?«,    Ä»:=— (a+6+c)(6-^cr-4l)(a+c••4)(«+6-e); 
80  ist  ^ 

2.  Aus  den  folgenden  drei  Gleichungen  sollen  die 
Unbekannten  w,  y,  %  bestimmt  werden: 

Äy  +  «i;  +  y2  =  «, 
Resultat:    Setzt  man 


i»:=l(-2yTV(2«+y)*-.8/5), 
r  =  J(2a+3y±V(2a+y)*-8«, 
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M'bt 


»  fr 


3.  Aas  den  folgenden  vier  Gleichungen  sollen  die 
Unbekannten  Xi,  x^,  y\t  y±  bestimmt  werden: 

'        ■.        •  ■"  -- 

a?!  +  ar»  =  a,.  yi  =p^- F  ^ 

.'•'■■'.  _** 

Vi  +3fs  =  P*    3fa=P«    '• 
Resultat: 

4.  Es   soll    die    Richtigl^eit    folgeoder    Gleichung 
nacbgewieseu    werden: 

+  8«|5(a«+ß«)Vl6«aiS«(««+^)«  +  («*-^*=(a+j5)8. 

6.    Welchen  Werth  hat  die  Function     g|°/^I^!|;    für 

•    j  .*  Sina:       Sin«       ... 

^  =  «>  Jf=P*  ^*"^  J®°®'*®'*  Sin«  ^STüß  S'**^**  eio^r 
Constanten  Grosse  ist?  Dieser  Werth  soll  ausgemit^ 
telt  werden«  obi^e  Hilfe  der  DiCferensialrechnuog. 

Resultat:  t^- 

6.    Auf  dieselbe   Art  soll  der  Wertb  der  Function 
■^lp/       gx  ffir  0?=!«,  yss/J  ermittelt  werden,  wenn  bestäiH 


_        ,    -^  sin 2« 

Resultat:  ^j^. 

7.    In  dem  Ausdruck 
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478  mseeUen. 

bezeichnen  F  und   p   constante  GrSssen   nnd   ^  «In« 

Punktion  voÄ  |/    Ea  soll   der   fiifferensHtlqaotient  ^ 
bestimmt  werden. 

Resultat: 


Bf  i  B  c  e  l  1  e  n« 


Ta»  dem  Her^iifl^eber«, 

Die  Mgende  Aufgabe  eignet  sich  recht  gut  zu  einer 
üebung.  ffir  Anfönger  oder  zu  einer  Prflfongs- Aufgabe ,  InMfem 
bei  solchen  Aufgaben  als  ein  besonderes  Moment  immer  die  Auf- 
stellung der  Bedingungen,  unter  denen  die  Aufgabe  mOgfich  oder 
uninOgUch  ist»  ia's  Auge  gefasst  werden  muss: 

Wenn  die  Grundlinie  a,  die  entsprechende  HSbe  A 
eines  Dreiecks  und  die  Summe  der  Quadrate  j*  der 
beiden  anderen  Seiten  desselben  gegeben  sinds  das 
Dreieck  zu  bestimmen. 

Nennt  man  die  beiden  unbekannten  Seiten  "des  Dreiecics  x,  y 
vnd  deifc  der  Grundlinie  m  gegenöbeKstebenden  Winkel  d',  ua  ftat 
man  die  folgenden  Gleichungen: 

a?*  +  y*=«*,    xysmA=:ak,    eosA^ ^-- r 

woraus  sogleich  die  Gleichung, 

also 

folgt    Daher,  hat  man  zur  Bestimmung  von  x'  und  y*  die  beiden 
Gleichungen : 
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wodurch  die  Anfgabe  auf  ein  ganz  bekanntes  aritbmetischeis  Pr*> 
blem  znrfickgeffibrt  ist 

Leicbt  erbält  man  nan  ferner  die  beUen  Gleicbungen: 

also : 

2**5=»«±  rt  V  2««-(a«  +  4A»), 


2y«  =  «»  T  «  V  2»«— (a«  +  4Ä«). 
Die  MSglicbkeit  der  Aufgabe  erfordert  nun  zoTSrderst, 

sei.     Weil  aber  ferner  x*  and  jf*  auch  beide  positive  GrSssen 
sein  nlisseD«  »o  mnM 

j»^oV2**  — (a>  +  4A«), 
oder 

»«^a«|2<»— (a*  +  4A«)) 

sein,  was  leicht  zn  der  Bedingung 

«*+^*'> 55 

ßihrt.    Also  erfordert  die  MSglicbkeit  der  Aufgabe,  dass 


Von   dem  Heransgeber. 

Die  Verbftitniffse  der  Seiten  eines  rechtwinkligen 
Dreiecks  za  bestimmen,  in  dem  sich  die  Abschnitte  der 
Hypotenuse,  in  welche  dieselbe  von  dem  auf  sie  von 
der  Spitze  des  rechten  Winkels  gefällten  Perpendi- 
kel getheilt  wird,  wie  m:n  verhalten  (Taf.  V.  Fig.  12.). 

Aaflusiing. 

Wegen  der  Bezeichnungeii  «.m.  die  Figur  auf  Taf.  V.  Fig.  12. 
Nach  der  Voraussetzung  ist 
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ätso  y~-x,   woAufi  sich 

ergiebt.    Bekanntlich  ist  nun 


m+n           *  4/  m  + «, 

r=fca:=— — a?«,  ttzsa-V-— -— ; 

fit  V       m 

,.^^^-^^  «(»»+») ^^  Vft(m  +  ii). 


m' 
oder  es  isit 


also:    ii:t?:w  =  l:  y  ^ry  ^^==Vm:Vii:V»rH 


m 
Ffir  111  =  1,   n=:2  istr.  tcvsio:^  I:V2:V3. 


m 


Bemerkung  zum  Archiv  der  Mtithemfitik  und  Physik,   1858, 
XXXII.  ThI.  1.  Hft.  S.  118.  Nr.  IX, 

Von  Herrn   Profestor  Matika  in  Prag. 

Da  4er  verdienstTolle  Herr  Herausgeber  des  ArchiTS  Ton  dem 
in  dieser  Miscelle  mitgetheilten  und  ausffihrlich  zergliederten  Be- 
weise der  Flächengleicbheit  symmetrischer  Kogeldrei 
ecke  andeutet:  ,,es  solle  damit  keineswegs  gesagt  sein,  dass  er 
(der  Beweis)  sich  qlchl;  vielleicht  schon  tn  anderen  Buchera 
findet"-;  so  erlaube  ich  mir  zu  bemerken^  dass  der  Grundgedanhe 
des  Beweises,  diese  Dreiecke  mittels  grosster  Kreise ,  durch  die 
Aze  (oder  Pole)  der  die  Spitzen  des  einen  und  des  anderen  Drei- 
eckes aufnehmenden  zwei  Parallelkreise  und  durch  die  symmetri- 
schen Paare  der  Dreiecksspitzen  gelegt»  in  drei  Paar  congmente 
gleichscheokiige  Kugeldreiecke  zu  zerschneiden,  bereits  mit  weni- 
gen  aber  genügenden  Worten  in  meiner,  im  September  1834  hef^ 
fiusgegebenen  Ueberarbeitung  des  zweiten  Bandes  von  Vega's 
Vorlesungen  über  d.  Math.  S.260.  §.57ai.  durchgeführt  worden 
ist.  Ich  muss  jedoch  hinzufügen,  dass  dieser  Grundgedanke  der  Be« 
weififflhrung  keineswegs  mein  Eigen thum  ist,  sondern,  wenn 
\  ich  nicht  irre,  ei nent  Aufsatze  in  Crelle's  Journal  ffir  Hathe* 
matik  entlehnt  wurde. 


Drnekfehler.    S.  472  in  der  letzten  Zeile  inuM  |— c|  aUU  \S, 
geteilt  werden. 
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Literarischer  Bericht 
cxxv. 


Geodäsie. 

Ueber  die  Berechnang   der  Flftchen- Inhalte    gans 
öder  überwiegend  aua^Originai-Maassen  von  J.  J.  Vor-  ^ 
l&nder,  Kuuigl.  Prenss.  Stenerrath.    Leipzig.    Teobner. 
1868.    a 

Die«e  Schrift  enthiit  eine  auafahriiche  Anleitang  aar  Fl&chen- 
liereehnung»  hanptaichlich  ans  reehtwinkligeo  Goordinateo.  Vür 
den  Matbematilier  enthält  sie  nichts  Neues,  aber. manche  prak* 
tische  Winke!,  raclufichtlicb  der  sweckmissigsten  Anerdnong  an4 
Controürnng  der  Rechnungen,  welche  sie  für  Praktiker  jedenfalls 
lehrreich  machen,  die  wir  daher  aaf  dieselbe  hinweisen« 


Astronomie  and  verwandte  Wissenscliaften. 

Zeitschrift  ffir  populäre  Mittheilungen  aus  dem  Ge- 
biete der  Astronomie  und  verwandter  Wissenschaften. 
Herausgegeben  von  Professor  Dr.  C.  A.  F.  Peters,  Di« 
rector  der  Sternwarte  in  Altena.  Band  L  Heft  1.  Mit 
▼  ier  Karten.    Altona.    1858.    8. 

Herr  Professor  Peters  In  Altona»  der  sich  schon  durch  die 
Heransgabe  der  ^Astronomischen  Nachrichten''  so  grosse 
Verdienste  nm  die  Wissenschaft  erwirbt,  fügt  denselben  durch 
die  Heransgabe  der  obigen  Zeitschrift  ein  neues,  nicht  minder 
gfosses  Unxn,  und  kommt  dadurch  Jedenfalls  einem  wesentlichen 

Tkl.XXXll.Bful  l 
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Bedärfnisse  entgegen.  Denn  welche  Wissenschaft  mochte  sich 
wohl  mehr  zur  populSren ,  —  d.  h.  hier  nar  vom  strengen  mathe- 
matischen Gewände  so  viel  als  möglich  entkleideten»  —  Dafstei- 
long  eignen ;  welche  mehr  eine  möglichst  grosse  Verbreltang  auch 
unter  denen,  die  höheren  mathematischen  Entwickelungen  nicht 
zu  folgen  im  Stande  sind,  fSr  sich  in  Anspruch  zu  nehmen  be- 
rechtigt sein,  als  die  dem  Menschen  von  der  Vorsehung  so  nahe 
gelegte  Astronomie  oder,  wie  wir  hier,  gewiss  im  Sinne  des  ver- 
ehrten Herrn  Herausgebers,  lieber  sagen  möchten,  die  Wissenschaft 
vom  Weltgebäude  im  Grossen  und  Ganzen.  Dass  ohse  eine  Kennt- 
niss  dieser  unendlich  erhabenen  Wissenschaft  bis  zu  einem  ge- 
wissen Grade  eine  vollständige  Bildung  des  Geistes  nicht  mög- 
lich ist,  dass  Jeder,  wer  sich  nicht  in  deren  Besitz  befindet,  nicht 
bloss  einen  hohen  geistigen  Genossr  entbehrt,  sondern  auch  auf 
dem  mühevollen  von  Widerwärtigkeiten  nicht  freien  Gange  des 
Lebens,  gewiss  zu  seinem  grössten  Schaden,  einen  Wegweiser 
verliert,  der  Ihn  unter  äHen  Stürmen  immer  auf  das  hinweiset, 
was  yb^r^ideBf  Leh^n  stehet  und  in  der  UnendKchkeit  li^^  da- 
von kann  wenigstens  Niemand  mehr  überzeugt  sein  a.ls  der  |}q- 
terzeichnete.  .  Derselbe  j^t  daher  das  Er^ichein^n  dieser  oeueii 
Zeitschrift  mit  der  grössten  Freude  begrfisst,,  nicht  bloss  weil  er 
dieselbe  als  ein  wichtiges  Beförderungsmittel  allgemeiner  Bildung 
betrachtet^  sondern  namentHcb  auch  deshalh,  weil -er,  was  gerade 
bei  einer  solchen  Zeitschrift  von  der  grSssten  Wichtigkeit  ist 
übersengt  Ist,  dass  deren  Herausgabe  In  den  Händen  einee  mit 
Aet  Wissenschaft  Ms  in  Ihre  girfisstett  Vl6fen  velikemmee  verttM«' 
ten-  Manned  liegt 

Dass  der  Herr  Herausgeber  die  Aufgabe  seiner  Zettschrift  in 
sehr  zweckmässiger  Weise,  keineswegs  vorherrschend  hIoM  im 
strengen  astronomischen  Sinne,  sondern  weit  mehr  im  allgemei- 
neren Sinne  des  Kosmos  aufaufassen  gedenkt»,  erhellet  schon  aas 
dem  %*brliegenden  ersten  Hefte  aiit'  die  unzweideutigste  Weise. 
Denn  dasselbe  enthält  zunächst  einen  Aufsatz  über  die  „Perio- 
dischen Erscheinungen  der  Pflanzen  von  A.  Quetelet, 
Director  der  Stei'nwarte  iri  B^lissel'^  in  welchem  Herr 
Qu'ete.let  eine  überaus  lehrreiche  und  volistkndige  Debersicht 
der  über' diesen  *  Gegenstand,  zu  dessen  Bearbeitung  diei  erste 
Anregung  gegeben  zu  haben  er  selbst  bekanntlich*  das  grosse  Ver- 
dienst bat>  bisher  angestelUeii  Unteranchoogee  ued^^ine  Darle- 
gung der  dabei  befolgten  Atethode  in  einer  gapzi4ll9smei«<per« 
ftänd|ic|ien  Sprache  giebt  so  das^  wir  diasenAufasfls  eioeift  Je<> 
4«nj  wer  sich  selbst  mit  :So.  verdteq«4|i0heo .  Gnterbuchongeii  an 
beschäftigen  sedenj^t  nifslit;  gequg  &m>  Bf»«ehttiit8 /eippleye».  kte* 
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I,  iMii'Akli.pil  d«r  bMMoiUiiei  2tt  beAiIgmidBit  MeÜMM)»  m4 
daniik  w«i4f«i.Aoge  su  verlier«odea  Gesicbtspuoktm  bekannt  «i 
macheo.  Nach  einer,  allgemeinen  Einleitung,  in  wekbec  mit  Reebl 
der  grossen  Verdienste,  die  nameutlicb  auch  die  Herren  Kreil 
und  Fritsch  in  Wiep  sieb  um  diesen  Gegenstand  erworben 
haben»  gedacht  wird»  handelt  Herr  Qnetelet  I.  Ueber  die 
hauptsächlichsten  Ursachen»  welche  auf  die  Entwick- 
lang  der  Pflanzen  von  Eiufluss  sind»  wobei  alle  bei  den 
betreffenden  Beobachtungen  zur  Geltung  kommenden  allgemeinen 
Gesichtspunkte  gehörig  hervorgehoben  werden.  Dann  bespricht 
er  H.  Die  periodischen  Erscheinungen  der  Pflanzen  in 
Brdssef»  und  e'ndficb  III.  Die  periodischen  Erscbelnün* 
gen  der  Pflanzen  in  Belgien  und  im  übrigen  Europa» 
Alles  in  einer  Gberaos  lehVrefcben'»  allgehiein  verständiicbeir,  zu- 
gleich die  trefflichste  Anleitung  zur  Anstellung  ähnlicher  Beob- 
Mbtungan  .gebenden  Weise»  so  dass  wir.  JSerrn.  Qui^telet  für 
diesen  Aufsatz,  zi>  dem  lebhaftesten  Danke,  verpflichte  sind,  .t 
Ansser  dijesem  Aufsatze  enthält  das  vorliegepde  ^eft  noch  den 
folgenden  zweiten»  gleich  vorzüglichen  Aufsatz::  ^^Das  ma^gne« 
Usche  System  der  Erde  von  Cb.  Han^te^^n»  Director  der 
Sternwarte  in  Christi  an  ia'%  wfslchem  vier  magnetische  Kar- 
tan  beigegeben  sind.  Da  dieser  Aufsatz  einen  der  trefflichsten 
Gelehrten  zum  Verfasser  hat»  welcher  f^st  sein  ganzes  Leben 
der  Ecforscfaiing  der  .Gesetze  des  Magnetismus  überhaupt  und 
besenders  deS;  Erdmagnetismus  gewidmet. hat»  so  ist  eine  w^tere 
KnpCeblung  deKselben  ganz  überflOssig»  w^nn  wir  nur  unseren 
Lff^ern.  die  Versicherung  geben»  dass  auch  dieser  Aufsatz  in  einer, 
ganz  allgemein  verständlichen  Sprache  gebalten  ist»  wenn  auch 
freUicb  dabei,  einige  wenige»  ganz  elementare  n^atbematiscbe  Kennt- 
nisse vorausgesetzt  werden  mussten. 

Das  zweite  (left  wird  einen  Aufsatz  von  Herrn  Mädler  ent- 
halten: »,Zur  Com,etenkunde^S  ausserdem  einen  Artikel  über 
dessen. Centralsonne  und  eine  UebersLcht  des  Sonnen- 
eystems*  Ephemerideu»  welche  das  frühere  von  Schumacher 
herausgegebene  Jahrbuch»  als  dessen  Fortsetzung  diese  Zeit« 
0cbrift  zu  betrachten  ist»  enthielt»  wird  diese  Zeitschrift  nicht 
enthalten;  dagegen  aber  ausser  den  astronomischen  und  physika- 
lischen Abhandlungen  auch  Tabellen»  so  weit  dieselben  für  Jeden» 
der  sieh  irgend  mit  Naturwissenschaften  beschäftigt»  von  Interesse 
sein  können« 

Wir  sagen  dem  Herrn  Verfasser  f&r  dieses  neue,  sehr  zeit« 
gefiässe  Unternehmen  im  Namen  der  Wissenschaft  unsern  wärm* 
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4  Ui$rart$ek9r  AMMH  CXXlf. 

%%fm  Uanl^  und  wAnaohen  sehr,  ^am  dMMellien  4m  VMSkmm 
fogflrte  Theilnahme;  die  es  se  «ehr  vctdient.  Im 
sdheiikeii  niSge. 


Physik. 

Die  Principlen  der  heutigen  Physik.  Bei  der  Feier 
der  Oebernahme  des  ehemalis^en  Universitfits-Gebaa- 
des  von  der  Kaiserlichen  Akademie  der  Wissenschaf- 
ten am  XXIX. Octo her  MDCCCLVII  vorgetragen  von  dem 
wirklichen  Mitgliede  derselben  Dr.  Andreas  Ritter 
von  Ettingshansen.    Wien. 

Leider  ist  uns  diese  am  99sten  October  1857»  dem  Tage»  we 
das  für  ihre  Zivecke  prachtvoll  hergestellte  ehemalige  Onirerei- 
tfttsgebftnde»  die  sogenannte  Aula»  der  Kaiserlichen  Akademie  der 
Wissenschaften  in  Wien  zu  ihrem  Gebranch  fibergeben  wmd^ 
gehaltene  Rede  erst  vor  Kurzem  zugegangen;  sonst  wfirdeii  wir 
unsere  Leser  schon  längst  auf  dieselbe  aufmerksam  gemacht  ha* 
ben,  da  sie  gar  sehr  verdient»  in  einem  weiteren  Kreise,  als  es 
hei  Gelegenheitsschriften  dieser  Art  gewöhnlich  der  FaH  m  sdn 
pflegt;  bekannt  zu  werden.  Denn  der  geehrte  Herr  Verfaflser  hat 
In  dieser  Rede  die  Principlen»  auf  welchen  das  GebSude  der  heu- 
tigen Physik  ruhet»  wobei  er  das  ganze  Gebiet  der  Wissensshaft 
durchläuft»  dem  Leser  in  kurzen  aber  kräftigen  Zfigen  vor  die 
Augen  geffihrty  und  die  Aussichten,  welche  dem  wissenschaftli- 
eben  Forscher  ftlr  die  Zukunft  sich  eröffnen,  *deutKch  dargelegt, 
so  dass  ein  Jeder  von  der  Lesnng  derselben  gewiss  mit  Befrie- 
digung und  mannigfaltiger  Belehrung  scheiden  wird.  Auf  eine 
nähere  Angabe  des  Inhalts  kennen  wir  hier  um  so  weniger  ein- 
gehen» weil  Alles»  wie  schon  erinnert»  nur  in  kurzen»  aber  eben 
deshalb  um  so  eindringlicheren  Zilgen  gehalten  ist»  und  bezwecken 
durch  diese  Anzeige  auch  nur»  unsere  Leser  auf  diese  jeden* 
falls  sehr  beachtungswerthe  Rede  aufmerksam  zu  machen. 

Stfitidliche  Barometer-Beobachtungen  zu  Krakau 
In  den  Jahren  I848--1856.  Auf  uffentliche  Kosten  her- 
ausgegeben  von  Dr.  M.  Weisse»  Director  der  iL  K. 
Sternwarte»  und  Dr.  A.  Kunes»  Adjunct  der  K.  K.  Stern* 
warte.    Wien.    1857.    4. 

Diese  stündlichen  Barometerbeobachtungen»  durch  deren  Vu- 
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Uleitloiii«icb  «•  Harfen  Bemisgaliar  jedrniMb  Orn  futaaktm  Vw- 
dlea«t  ttiMitlMHi  batbeo,  begtnneii  mit  dem  1.  AprN  1848»'  tin<liw«T«' 
den'  mit  Amnahnie  der  Monate  November,  Oeeetttber  1^48;  JXeiier, 
Febreair»  Mars  1849  mranterbrochen  foKgeeetat  mit  Hilfe  eieed 
Aetographeii,  frelcher  nach  Angabe  des  Herrn  Dircetor  Karl 
Kreil  (damals  in  'Pmg)  vom  Meehaaiker  Weaael  Spttra  ans» 
gefMirt»  und  dessen  Bescbrelbeng  in  den  »yMagnelisehen  und 
meteorologischen  Beobacbtnngen  »a  Prag,  Band  IIL*' 
entbaHen  ist  Den  stflnd|iehea  Beobacbtongen  gehen  noch  vier 
besondere  Tafeln  voran.  In  der  Tafel  L  sind  die  Jabresmittsl 
der  einselnett  Stonden  von  1848—1856  angeflibrt  vnd  sw.  cwnem 
Grosammtralttei  kasaromengestellt  Die  Stnndenmittel  der  ebisel* 
nen  Monate  sind  schon  bei  den  Original*  Anfxelcbnnngen  selbst 
gegeben.  Zar  Kenntniss  des  monatlichen  Ganges  des  LvftdmelEes 
dient  Tafel  iL,  in'  weteher  die  Monatsmittel  der  elnaeelnen  Jähre 
mssmmenge^teilt  f  nd  mit  den  allgemeinen  Jahresmittehi  vergUcben 
effsebefnen«  Die  TaM  lli.  se^  den  üang  des  LuAdniekes  im 
Laufe  des  Tages  Ar  die  einzelnen  Monats  an.  In  der  T^fel  iV^ 
Andet  man  die-  Jaliresniittel  des  Lufldmclces  nnd  der  Temperatar 
flir  die  Jahr^  1826  bis  1850  und  die  Spannkraft  der  Dünste  fät 
die  Jabte  1SS6  Ms  186«.  Die  Wissenschaft  ist  fik  diese  Ar  die 
Meteorologie  jedenfalls  seiir  wiebtige  Publication  den  Herren  Her* 
aosgebem  nnd  den  hohen  iätaata- Behllrden,  dordi  deren  Mnnifi* 
cena  diesellie  mOgHeh  gemaeht  wurde,,  grossen  Dänir  scbuldig 
md  iainnelne  unmiterbiocIieBe/Fortsetenng  derselben  nur  diln« 
gend  wtneeben. 

JaHresbericbt  Aber  die  Fortschritte  und  Leisfnn* 
gen  im  Gebiete  der  Fotographie  und  Stereösicople, 
mit  genauer  Nachweisung  der  Literatur.  Ffirl8S$6.  Von 
Karl  Jos.  Kreutzer.    Wien.    Seidl«    1858. 

Wfar  haben  schon  im  Literar.  Ber.  Nr.  CXX.  S.  &  auf  di^ 
VerdienstlicMcett  und  Nfitsüehkeit  dieser  Jahresberiidite  abev  ebm 
de?  wichtigsten  neneren  Künste,  deren  Binfluse  auch  auf  die  vev^ 
schied^^en  Wisseosehaften  sieb  jetat  noch  gar  nicbt  abseb#n  iXssl; 
anfinerksam  gemacht,  nnd  freuen  uns  daher  . recht;  sehr,  scboA 
jetst«' deren  Fortsetning  amseigen  zu  lionoen.  .Bei  einer  so  sehr 
im  raschen  Fortsehreiten  begriffenen  Kunst  wie  die  Photegivipbie^ 
die  gewiss  fernerhin  nicht  mehr  bloss  der  Annehmlichkeit  des 
Lebens  dienen»  sondern  unzweifelhaft  immer  mehr  und  mehr  Be- 
deutung flir  das  eigentliche  wissenschaftliche  Gebiet  sich  erringen 
wird,  sind  aber  dergleichen  Jahresberichte  wie  die  vorliegenden 
jedenUis  um  so  verdielistlieher.     Der  Herr  Verfasser  iiat  daher 
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aadl«6lit.T»dkl>84tiian»^diia»V>r  «eMi  «KM:!gi#9iilftik«r.*MM 
•rmitbri  hat.  Der  eerioht  umiBMwt.  diesmal  908  Seitoii^  «nA  die 
Aasafll^e  itad  MtttheikingeB  ans  det  grossen  Meogetven  jleniash 
ImMiind  aMeren  ächrtftea  sind  so  anaOlliclicb  gegelnm,  sethal.Ui 
itfid.Meder  durch  Boizschnitte  ertättferU-  dass  man  jeMreSeohair 
eio.aelir  wertbralles'' VoMüadiges  BepertorMm  aUtor  iiKend  B^ 
aeiituDf  •habeedsü»  AfbeUeii>aaf  denK  CkibieM  4er  PhotagrapUe  ia 
deü  betreffenden  Seitmome  ver  sicli  'bat;  fir  il^ldies;  «MB.  dem 
H^rrri  Verfaaser  lebhaft  dankea  mass.  Aaeh  bat  derbelheäehf 
recht-gelhaD,  dass  er  jetzt  die  Stereecicopie  .mit  Ui  den  Kre&a  die* 
aer  Jahsesbericbte  gesogea  hat  Da  die-  ekiselnen  lla«)ilnibrihea 
des  lahaifs  im  Qanaen  dieselben  geblieben"Stnd»«wie*ili  dem  Jah* 
reiiberiehle  'Air  I8S&4  so  wird  res  der  Kfirse  wegta  geaflgen»  4a 
dieber  Be&ibhaag  auf  unsere  Anaeige  diesesffAherei^  Jahrgaagaa 
in  d^  'obdu>  aligeg^dnea  Nammer  des  iiitetari  Btfr.  fcli  iverireiseii« 
Der  ihbsehalttt  „Aaw(endung  der  Fotpgfcayhlqy.jat.diaamal 
fifftrhfilllMsdbai&sAig  Sehr  •  reiohtoltig.»*  ooki*  bsjl^  ibof«  beaofidiera  ia- 
teitesshrf;  weshalb  wir  hier  Blniges  daraus  :bnfiilbrea<w^lea«'i  Daler 
a)*iperdeB fi^ebi'  ielletiiidig  die  AiiwendiiageQ<i9lil!  Kraeagaag.^oa 
Druekforkabnr  Ür  die  Presse  besprechen«  Cater.il)  kommen  ver« 
sdiiedene  andere: An weadungeu  der  Pbolograithle  aar  « Sketche» 
BÜmlieh:  Aafaelchaungen' mieteoroiegisaher  ■  Erachei»ua$ea»-yoiMii 
bemeifct- wntiy  Sdaas  aa  der  Sternwarte  in  'I^ris  <aach"die^4iagae- 
tischeD  Beebachiaagen  auf  phetographiachiBiii  Wege  aaligazeichT 
aet  werden.  -r^iAktiaegtaf,  iaatraaidot»  welahes  4ia;  Zaitpltaiikte 
und  die  Dauer  des  Erscheinens  und  Verschwindaoa  darfiSbaae 
anzeigt.  —  Fotographischer  Barograf  und  Therniograf  von  Re- 
pa 1 4  s.  ^  Fotogcaphiseba  Bilder  def  Mood6n^ierniss:aqiJ3.  Oeto- 
her  1856Fonde  l'Espine  und  Qoinet,  Bertsch  und  Aroault. 
-r-  Mondbild  von  R.  P.  Seei>hi  in  Rom^  bekamitlidi  ein  prachtvol- 
les Papierbild  in  grossem  Maassstabe.  -—  Foto^raphische  Ersea« 
gung  von  Bildern  der  HiromeikOrper  von  Durieu.  —  Benutzung  der 
Fotogmphie  Ar  die  Topographie  tob  Mitscbei^liekf^  Bedeutung 
deir'  PMogräpbie  Rir  die  Technik  aaeh  Jehkaoa.  r-f  Verhfltang 
der  Nachahmung  iron  Kassenbillets  von  U.  Krone«  «t-  Yaraio» 
nmgea  aufBMn-uad  ttetallplatten  von-Niepice.  --«  Felogtaphisdia 
Wiedergabe  alter  'Urkunden  von  M.  Lytai  ^  Fotagraphie  amkro» 
bkopiseher'Oegenstände  von  J.  Delves»  A^weadingea  ia^dar 
Chtittrgla  und  Oekoiiomie*  •  1. 

..,.    Wir ,  wüosclKii^  eine  Fortsetzung,  dieser  Jahresberichte  recht 
sehr.  ';.»••• 
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'  "  'WftfthemätldiliVlttllttellungcii  von  Dr.,j(;  t./ttaabe. 
ZW'eMeiHeft.  Zürich'.  M'ey^fr  undZelleT.  l8S8:  a  SOSfgrr 

<  iUif  Inball.dMsMr  vet^i«iiiftlicli«i^MiltiMMbf|^D  ist:  'Vi.JHi«l 
UekucaelrreitiiRre'eHeY  lot^grftiioiDsgrieiiieiiMii.V  ini«»i 
|pi»ät«  4iei.  4ei  Wertbuag'^esti'nmter  D«ppelitt4e|i«tfli» 
g«Miie4vi84tJier  ■  Bedeutv&g«  -ib.;  AUgemeiqe  'iokalunioitiai^ 
nuftl^'eiilM  dreiAohsigcn  ffllip8aia£r..and^  im  BM«iMfcrii|  zitier.  >ii«iw 
«Itigeil)  «weircchivMiaLllgeii  F3firamide<^ :  B.  AHgem^iiie  -Fllfttteiib^J 
•tin*iuBg.  MiieB.tdteiaeiisigeA^  EUlifsi^ids  uBd,  im.Aesoqdertii  «kw 
dMMÜgai '  cwitirechtwinkligftn  Ureicek».  C.  Beinerkuf^n«  «UNi' 
BffeiMi  Baadc  mtiaerintegralrecliniing.  VHL  §.  HI.  N#.4I5^t2iL; 
-^/VlLDeb<tT'e>»Bge  obii^eintegraKoosTev^ieblvnif^  g««' 
wovn«««  integraiefgßbiiiisBe«!'—  VIS*  fiinig'e  .  Atiwea'' 
duqgM  der:Mritllge'iniei|ieTUnStfrMiig''»8ohen  Refh«^'»^-^ 
IXi  Zogab'e^  Bur  Jaikdb  Berndulli'acbvn  Fanktlmöad» 
B4iifli»li«d«g''elne<f ineo'en,  dr«  '»^fliilev'^ehe  iF»tiktioji*^ 
^D»iitot^  A^ enr  Jalc^ob  BerDOoMi >«cbeii  Funktion.  <  B.  tCK# 
BiaUr'Bobe  F«iddi|Mii>«^  X.  Geber  di#  Fntegtt^tion  det  frair'- 
tiellen  Differentiaigleicbang  aW^itei'Onduttiig  *• 

Miaeellen.  a*  Deber  die  Bescbälenheit  des  Prodakta  iweier 
Zablen  mU  beliebigen  Vorzeichen,    b.  BotrSge  zur  Funktion 

Of       JP*      df'       üC^       *c* 


Bolletine  de  l*Acad^mie  Royale  des  eclencee»  des 
lettres  et  des  beaux-arts  de  Beigiqae.  (Vergl.  Literar. 
Ber.  Nr.CXXIV.  S.U.) 

Tome  XXIII.  II">«  Partie.  1866.  Sor  les  trembiement  de 
terre  ressentis  en  1856^  avec  les  sappi^Hnents  poor  les  ann^es  an- 
t^ievres;  par  M.  A.  Perrey.  Rapport  de  M.  Quetelet  p.4.  •* 
Note  sor  les  tremblements  de* terre ,  en  1865,  avec  snppii^ments 
ponr  les  ann^es  anti^rieares;  par  M.  A.  Perry.  p.23.  ~  M.  Que- 
telet donne  communication  des  obserrations  qui  ont  ^t^  faites, 
au  commencement  du  mois  d'aoüt  deroier,  ponr  constater  le  nombre 
et  ia  dtrection  des  ^totles  filantes.  p.  298.  —  Lettre  adress^  de 
Munster»  le  15  aoAt  1866,  k  M.  A.  Quetelet  par  M.  Heis  p.302. 
—  Esctait  d'une  lettre  de  M.  Co  IIa,   directenr  de  l'observatoire 
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m^t^rologique  de  PMse  k  M.  ▲.  Qiteteiet.  |i.S06.  •-  Note 
8ur  quelques  dispositione  k  donner  a  Im  marmite  de  Papio  et  ew 
UD  .avertisseur  ^lectrique  par  M.  Meiseoa.  p.311.  —  IMnea- 
stratioD  d'un  Postolatum  d'Eudide  (Deu  droitea  i'uDe  perpendi- 
culaire,  l'autre  oblique  k  une  m^me  troisiöme  se  reoeonCieBt» 
lersqu'elles  aonti  aiAÄiea  daus  le  niteie  plan  «t  sufBaanneMf  pie- 
longdea);  Par  M«  Lamarlew  p.  40B;  ^  8ar  lea  triangnlatioM  qui 
edt^ti^  iui^B  en  Belgique  ant^ieuremeal  ä  J830;  par  le  g4adni 
Ne:re»bttT|;er.  p.iSO.  -^  Uea  olwewatoirea  du  nord  de  rAlle« 
magne  et  de  la  Hollaade;  par  li.  EL  Qaetelet.  p.48tt.  —  Snr 
U'lai|je<^wm»  teirestte  dana  le  nord  de  TAHeaagBe  et  dam  h 
HeUande;.  par  M.  E.  Qaetelet  p.4iNi.  —  Mdmoire  «ir  l'dtal 
actaeile  4ea  Ugoea  iaoclioiqoea  et  iaodjrnamiqoea  daaa  le  Graad- 
Bretagae»  k  Hliliaode,  la  Belgiqiie  et  la  France,  d'aprte  lea  ob- 
ser?atioas  de  Tauteur;  IL  Mahmoud-Effeadi,  aatrenonie  ^yp- 
lieD.  Rsapport  de  Bf.  A.  Quetelet  p.6S0«  —  Snr  Tesaatenee 
d'one  l^iiQoaphere  autouc  de  la  lone;  par  M«  Geoiller.  Rapport 
de.M.LIagre.  p.eaS.  —  Horlogea  ^lettriqoea;  par  M.  Gdvard. 
Rapport  de  U.  De  VaoX  p.S^S.  —  DtoeaatratieD  da  PostaUtua 
d'JBbcKde  (Note  additkioiielle*).  Par  iL  La^marle.  p.fi37.  — 
Nolo;  poor  ddmeatrer.rexiateace  d'uae  atmoapb&re  aatoor  de  U 
lune;  par  SL  GentUer.  p.654% 
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Literarischer  Bericht 
cxxvi. 


ArUhmetik« 

Table»  d'int^grales  d^finies  par  D.  Bierens  k  Haan. 
Publiäea  par  TAcadi^mie  Royale  des  Sciences  <  Am. 
aterdam.  Amsterdam.  1858.  C.  G.  van  der  Post  XXIL 
uod  572  S.  Quart,  fol. 

Es  Kegt  uns  hier  ein  Buch  vor,  das  bis  jetst  einsig  in  seiner 
Art  dasteht;  ein  Cnteroehmen,  dem  sieh  aus  der  neoem  Litten- 
toT  kein  wiebtigeres  an  die  Seite  setzen  liest  Der  Verfasser  hat 
das  lange  gefühlte  Bedflrfniss  einer  Sammlung  bestimmter  Inte- 
grale endlich  realbirt  und  die  Früchte  seines  Fleisses  in  oben«» 
genanntem  Buche  von  circa  600  Seiten  und  etwa  7—8000  bestimm- 
ten lotegraiformeln  niedergelegt  Was  ihn  bei  der  Heraosgabe 
desselben  geleitet,  spricht  er  selbst  in  der  Vorrede  sehr  deutlich 
aus.  Er  sagt:  „Je  voulais  r^nnir  les  uns  aupr^s  des  anlres  les 
diff^ents  r^uKats,  t^pars  par- et  et  par-l&,  que  Ton  avait  obtenus 
an  sujet  de  ces  foncttons,  par  beaucoup  de  m^thodes  intrins^ne» 
ment  diflWfentes»  et  pour  la  plupart  plus  ou  mdns  Indirectes.  il 
rdsultait  de  cette  disperslon  des  forroules  ohtenues,  que  Ton  ne  pon- 
vait  en  tirer  tout  le  profit  possible,  tant  pour  la  pratique,  —  e*est. 
ä-dire,  pour  les  cas,  oü  Ton  pourrait  avoir  besein  des  Taleucs 
d'utte  ceftaine  Integrale  d^finie,  —  que  pour  la  tbtforie  elle-m^me» 
—  c^est-ä-dire  pour  remploi  de  ces  formules  dans  la  dMuction 
d*antres  Integrales  d^fintes,  et  pour  la  yärificatioo  de  neureHes 
formules  de  te  genre,  i  Ti^gard  desquelles  on  pouTait  entretenlr 
dii^s  dofutes,  par  rapport  ä  la  priorltö  on  ä  rorglBalit^.'' 

Thl.XXXU.Hft.  2  2 
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UiesM  Uebelstlnden  will  der  Verfasse?  diiteb  seine  Sswb* 
long  bestimmter  Integrale  eotgegeotreten.     Soll   dieselbe  Ihres 
Zweck  erreichen»  se  ^uss  jedes  darin  enthaltene  .integral  ancb 
die  Herleitung  sur  Seite  haben,  damit  man  sich  selbst  ein  Ortheii 
Ober  die  Richtigkeit  oder  Falschheit   bilden   könne.     Dass  sich 
diese  Deductioneii  hei  einem  Buche,  das  schon  ohne  dieselben  die 
Stärke  von  600  Selten  in  Quartfolio  einnimmt,  ftglieh  nicht  gehen 
Hessen»  lenchtet  wohl  von  selbst  ein.    Um  jedoi-h  diese  ContreUe 
erreichen  su  k5nnen,  setzt  der  Verfasser  neben  jedes  Integral  die 
vollstfindige  Literatur,  soweit  ihm  dieselbe  bekannt  ist.    liass  bei 
dieser  Art  der  Aufnahme  der  Integrale  auch  manches  falsche  mit 
unterlaufen  konnte,  sieht  man  sehr  leicht,  und  das  Buch  enthält 
deren  auch  eine  ganze  Anzahl.    Obwohl  es  nun  eigentlich  nmeh 
der  Vorrede  nicht  in  der  Absicht  des  Verfassers  lag,  eine  genaue 
Revision  jeder  einzelnen   Integralformel  zu  unternehmen,  so  bat 
er  doch  nach   Beginn   des  Druckes  sich  an  diese  Syaiphusarbeit 
gemacht  und  jedes  einzelne  Integral  einer  genauen  Revision  un- 
terzogen.   Er  hat,  nach  einer  Nachschrift  zur  Vorrede,  jede  ein- 
zelne  Formel  nachgerechnet,  .und  aus  dieser  maberollen  Arbeit 
sind  ^9  Spalten  Verbesserungen  hervorgegangen.    Diejenigen  Iq- 
,  tegrale,  die  er  gänzlich  als  falsch  gefunden,  sind  darin  durch  das 
^Vort  „fautive**  bezeichnet,  und  der  wahre  Werth  des  Integrals 
Ist  angegeben;   dagegen  hat  er  diejenigen,  welche  er  nur  wegen 
-rfee  Art  ihrer  Herleifung  und  aus  ähnlichen  Grfinden  für  eigentlich 
«ebeaÜnMiile  Integrale  hielt,  wie  die  von  Herrn  Raabe  inZfiricIi 
^9Sgebeaen  Integrale  gesuometrischer  Fuectionen,  bei  denen  diese 
•Mt  in  der  ereten  Peteos  vorkosunen,  awiseben  den  Grenzen  Null 
«od.  Unendlich,  zwar  vollständig  aafgenommen,  sie  jedoch  durch 
•ein  „fautive'*  mit  dahintergesetatem  Frageseicheo,  eder  nnch 
•dnrsh  ein  blosses  Fragezeichen  angedeutet, 

'    Aber  siebt,  alle  der  aufgenommenen  In^grale  sind   den  Wer- 
.knn  eateoiumen,  die  den  Verfasser  zugänglich  waren,  beiaahe  die 
•Hälfte  *-*  etwas  mehr  als  3200  —  bat  der  Verfasser  auf  denen, 
.die  ven  andern  Autoren  gegeben,  hergeleitet.    Tbeils  sind  diesel- 
ben defch  AdJitisn  oder  Subtraction  zweier  oder  mehrerer  dieser 
gegebenen  Integrale   entstanden,  tbeils  hat  der  Verfasner,   om 
^Lacken,  die  ihm  die  Folge  der  Integrale  einer  Tafel  zu  bieten 
.sebien»  auszufallen,  die  fehlenden  durch  einfache  SuhstitutioDen 
Mis  sndern  Integralen  bergelsitet«    Letztere  Methode  ist  jedoch 
.nev  -dann^sugelassen,  wenn  die  Hestimmung^der  neuen  Grenzen 
ikeine^  Ma^dma  oder  Minima  für  dieselben  ergab.    Pen  gr&aseren 
Theil  der  neoea  Resultate  hat  er  endlich  aus  einer  Reduetieos- 
formel  geschupft,  die  er  im  zweiten  Bande  der  Schriften  4er 


Digitized  by  VjOOQIC 


Kdoll^licbeii  Aka^eif^ji?  der  Wi9Kenact),af!t9!B.|ia  A,ii^6t«.f,t 
dum  TerO^eotllchi  bfil.    ßifi  i§t,,d}e  folgender    },„„      .,r      !.  ;    -i 

Diese  Mnn«li«t'«fteito'  anwendbar;  ^ohM  dieza  ifotagtir^nde 
ftfoction!  sicfavin  zfcctii-a^Hiere  sbrlegen^'lästft,  dereifi  eine<'eiicb  aM 
das  DMferehtfel  eis^' bekannten  (Fun^tian  anR^ben  lilsaiv  und  «^eon 

^aa  zweite  Glied  öbig^er. Formel  /(j?)F(a:)  j    ,  d.  b..  zwUch^n  .dpn 

drenz^aai^uid  6:  genommenj  innetbaib;  dieafer  Gv^ifz^n  keine  Urf<- 
terbrediMkg  4ic^)  attttigkeit  erieideti  .        .  i     .  .  i 

Alle  auf  eine  der  drei  vorhergebenden  Arten  erhaltenen  Re- 
seltate  äind  in  denl  Tafeln  durch  euibcba  Venrieisang  auf 'dieje- 
nigen ilntagiwletbeaeiebnel^.dus  d^neö^aia  iherg^leil«t  aind.  .'Daaa 
die  Sabwierigkeit.-dier  Revision  dieserFormalnibei  Wi^iteni  griisaer 
geii^eäeA  als-  die  der  unmittelbar  .gegebenen»  ist  woM  einleucbtendp 
da.  hierll^i'  niicbtfbhiss  :i^inea.der  gebiu^uehten  Integrale ^  sondere 
mehDete 'deraelbea  >unriühtig  sein  kpfinteo«  Der  Verfasser .  hat 
ab^r.iauchi  die,  Wie  .er  selbst  sagt^  .dormesvolle  Arbeit  niciit*gcl> 
edbdqt,.  die  Richtigkeit  auch  dieser  Foctndn  oaicbiMiveisen.  -Die 
Frfichte  dieser  Rechnungen  sind  in  jenen  •oben,  erwähnten  29 iSpat- 
ten  «^Qbservations  et  Corrections^'  niedergelegt. 

>  X  Bs  bleUa.  mir  nndk  (Ü^rig^  Einiges  fibet.  die! Eioricfitmig  dto 
y^ieifeiid^B  Tafebl  ansttföbren.  Bks  Boeb  .scirlflllt  lin  drel>Hatt|i^ 
aMbeikmgeli.  I>jSBS6lbeik  grfihdefi  jsi«h  md  \  die  Ahsabi  yerschiiidea#r 
FiMSdieeefornien,  lU^  iHcb  ikaler^denintegralstfichen  indemJAife 
AblhMluligtl.>  Xableaalll,  enthält  alle  laterale; iwo.oiit. sin« 
.eieitg»  >I\iAotidnirferiti  .der  -  lint^gratiofn^  Aihterwoi/enrverdeniiiotts 
dk(^sweite'AMbeilung,.TA^ble.  Jil2:ft374,  ^iejeriigen,  welche  aw«i 
fttesfihledifnel;;  dlfi  Avi\\m  Abtt^ami^  ieidtteb».  Jaüle  37<^A;lM7^ 
vpBlesM  .^lefdieyefrigee  la^e^tale^  die  mehr  als  jt^eiii^ersebindeBe 
FoDctionsformen  enthalten.  .  .,i  u\y.  :>» 

.JDiese  drei  liauptabthe^;iingen  s'nid  v^jed^r  Jn  ß5  Cnlerabtbei- 
lungeo  zerlegt  »$ie.|^ind.  o^n.nach  den  yerschieden^n  Fun^tiens; 
formen  selbst  gebildet.  Die  erste  Abtheilung  enthalt  die  Unter- 
abtheilungen  L  bis  VI»  Jede  der  Abtbeilungen  I.~V.  enthält  die 
Integrale  einßr  der  ftiiif  verschiedenen  Furictionsarten  ^i  der  algCH 
brai^pheiiy  ezpofi^ntieljen,  logarithmischen,  gonionretrischen  und 
e^rcjlom^triscben  Functionen  und  zw^r  ii|  der  aufgeführten  Reihen- 
folge. Die  AbthelluDg  VI.,  mit  dei:  Ueberschrift  »»Diversef 
FoOiCti^ns'^  umfasst  dann  die  übrigen  transcendenteii  Functio- 
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fita,  die  einpfiäch^a,  dto  IntegränogititbiAnä»  ktegralniiiotf,  Is- 
tegralcosiaus  und  die  beiden  Functionen  B'(x)  vnd  fi*(l7)  des 
Herrn  Raabe. 

Im  zweiten  Theile,  der  die  UnterabtReilungen  TU.  —  XK.  ein* 
acblieaat,  und  im  dritten,  mtt  den  Unterabtheilungen  XXI. — XXXV«, 
•tnd  dieaelbeu  so  ge<Nrdnet»  daaa  die  obefl^geuaMtd»  »ebu  FtHict 
iiansartei»,  in  j«nem  Tbeil»  in  der  Ordnung'  cu  zwei  und  siMi 
eombinirft  ernebeinen,  wie  ibre  Folge  im  ernten  Tbeile  tnU  im 
letzten  Tbeile  sind  dio  Unterabtheilungen  XXL— XXXIV.  ebensp 
nach  Comblnationen  zu  dreien  geordnet,  und  ob  entbfilt  endRcb 
Ahtbeilnog  XXXV.  alle  IntegrAle^  doiw  Argument,  d.  b.  i«tagvM# 
Function,  aus  mehr  als  drei  werseMednnsn  FtodminCMMn  'Mm 
sammengesetzt  ist. 

Diese  Unterabtbeilungen  sind  nm  endlich  in  Tafiiln  abgetbcälb 
Die  Anzahl  derselben  ist  447«  Den  Biotbeilungsgrund  gaben  Uer 
Buerst  die  einzelnen  Arte»  de?  Functionen!  und  dann  zweitens  die 
Integratfonsgrenzen.  Bei  der  letzten  Eintbetiiing  ist  nnn  Miglieli 
aueh  die  grossere  oder  geringere  Anzahl  der  in  eine:TaMao« 
ssinmenzufasseaden  Integrale  massgebend  gewese».  Dicjenigsn 
Integrale  also«,  die-  nur  in  geringer  Anzahl  dieselben  Grenasn  be^ 
nassen,  sind  mit  ähnlichen  Integralen  unter  dsr  Rnbriir  ^Llasl* 
He«  diverses^  ausnnraiettgerassi 

Was  die  Einrichtung  der  iTafeln  selbst  betrifft,  so  ist  dieselbe 
eine  sehr  ebifacbe.  Jede  derselben  bat  dfrei  Argumente.  In  der 
MMe  des  TabeHenfaepIlBs  steht  die  Nümuser  der  TaM»  Knks  die 
Angabe  der  integrirten  FbmcHen,  rechts  die  Ai^be  derCtveneii. 
in  dem  ausTabrleben  inbaltsrcvzelcbnlBs  ist  dtöse  Anordnwg'beU 
Mbaken.  Die  eintelnen  Integrale  jeder  Tafel  sind  au  leicMeter 
AjeMbrnng*  numerfrt  und  es  Ist  bei  der  Anordnung  dnramf  geeebem 
dass  die  aiigemeinen  Formeh  dei»  s|wciellen  FMIen  derselben 
aaebfeigcn.  Nien^ds  sind  jedeeb  diese  spedellen  als  in  den  ail^ 
gemeinen  Formeln  enthalten*  angeseben»  sondern  sie  sind- stets 
eissein  mit  anfgez&hlt 

Soweit  die  Einrichtung  der  Tafeln.  Den  Grad  der  Volbtln- 
dlglteii,  den  sie  beanspruchen,  kann  man  aus  dem  Verzeichniss 
der  eingesehenen  Schriften  leicht  entnehmen.  Wie  der  Verfasser 
bemerkt,  fehlen  die  engfischen  und  nordamerikanischen  Zeitschriften, 
Journale  und  Monographien  darin  ganz,  da  dieselben  ibm  nUAt 
zugänglich  waren,  und  auch,  zu  seinem  grossen  Bedauern,  seiner 
Aufibrderung  in  Terschiedenen  BRlttem  Europas  um  Erasendung 
▼on  Monographien  leider  von  keinem  einzigen  Mathematiker  an* 
serer  Erde  Folge  geleistet  ist.    Wir  mtlssen  hierfiber  im  fnteresse 
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d^r  WtsseilttdiafbühAer  lebhaßes  Bedauern  aüsdnlcken.  DieVt^r« 
handlangen  de#  rerschleden  Akademien  der  Wissenscharten  ^a-' 
gegen|  sind  vollständig  berffcksichtigt ,  da  diese  ihm  ^ttmintlich* 
in  der  Bibliothek  der  Konigl.  Akademie  in  Amsterdam,  su  deren 
Mitgliedern  sich  der  Verfasser  zählt,  zu  Gebote  standen.  Was 
den  Zeitpunkt  betrifft,  bis  zu  dem  die  Integrale  aufgenommen  sind, 
so  erklärt  der  Herr  Verlusser,  dass  dieselben  mit  dem  Jahre  1863 
geschlossen  seien. 

Di»  AQ««ta(tnng  dicsM  irortreüKchen  ffir  die  h&h«re  Math«r. 
niaük.  so  wichtigem  und  nnentbehrlicheii  Biieh«%  ttt  da»  wir  dem. 
hechge«farteo  Heiva  Verfasser  im  Namen  aller  Mathematiker  «in« 
•€m  Dank  aoaeprechen  ma  müfsen  glauben ,  iat  eine  vortreffliche; 
Dmck  und*  Papier  iaesen  nichts  sn  wfinechen  Obrig. 

M.  GnrtKe« 


Physik. 

Tables«  meteorological  and  pbysical,  prepared  Cor 
the  Smithsbnian  Institution.  By  Arnold  Guyot,  P.  D., 
LL.  D.»  Professor  ef  Geology  and  physical  Geography, 
College  ofNew  Jersey.  See.  edition,  revised.and  enlar« 
ged.     Washington,    Smithsonian  Institution.     1858.    8, 

'  .Wir  beeilen  nns  dieses,  von  der  Smithsonian  Insiitntiee- 
hi  Wftsbington  herausgegebene  wichtige  Werk  unsern  Lesern 
ankuaelgen*'  Dasselbe,  ein  mit  amerikanischer  Elegans  gedrucicter 
starker  Octavbaod,  enthalt  alle  bei  meteorologischen  und  anderen 
fortlaufenden^  in  das  Gebiet  der  Physik  gehörenden  Beobachtungen 
erforderlichen  Tafehi  in  solcher  Vollständigkeit  und  Zweckmässig-^ 
keity  wie  «neeres  Wissens  kein  anderes  Werk,  und  rouss  daher 
der  allgemeinsten  Beachtung  dringend  empfohlen  werden.  In- 
dem wir  hei  einem  solchen  Werke  kaum  fiSr  nOthig  halten,  su 
hemerken^  dass  jeder  Tafel  eine  Einleitung  Ober  die  wissenschaft" 
lichen  Grundlagen -ihrer  Berechnung  voi^angeschickt  ist,  mdsseo 
wir  nur  bedauern,  dass  es  uns  hier  unmöglich  ist,  den  fast  fiber> 
reichen  Inhalt  dieses  eine  hOchst  interessante  und  tiberaus  lehr- 
reiche  Anschauung  von  der  Grossartigkeit;  mit  welcher  in  Amerika 
die  iMtreffenden  Beobachtungen  betrieben  werden,  gewährenden 
,  Wetktf»  vollständig  anaugeben,>  so  dass  wir  uns  nut  der  fönenden 
allgemeinen  Uebersicht'begnfigen  mQssen,  indem  wir  aber  sugleich 
«Mwre 'Bewunderung  nicht' unterdrficken  k5nnen  über  die  reiche 
ünteretätamig^  welcher  die  Wissensehaften  nach  allen  Riohtongen 
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UDd  Seiteo  hin  von  der  berflbinten  Smillisoniaii  InstltotUi 
sich  zu  erfreuen  haben,  ein  Beispiel,  welches  einsig  in  seiner  Art 
in  der  Geschichte  der  Wissenschaft  dasteht 

Die  vorliegenden  Tafeln  serfalien  in  sechs  Bauptabtheilungen. 
Die  erste  Abtheilung  unter  dem  Titel;  »»Thermometricai 
Table«'"  enthält  auf  35  Seiten  15  Tafeln  sur  Verwandlang  der 
verschiedensten  Thermometer  «Scalen  io  einander,  worunter  na- 
mentlich auch  sechs  sehr  zweckinissige  Tafeln  vorkommen,  weiche 
den  Wertb  der  Grade  4er  verschledenefl^  Seaieo  twailtteUMr  ia 
Graden  anderer  Scalen  aageben,  wie  a.  B.  „Table  XIL  Valne 
of  any  number  of  Geutigrade  Degrees,  expressed,  faj  a  corvesfe»- 
dlag  number  of  Degrees  of  Reaumtif.  '-*-  Die  sw«ite  Abtliei* 
lung,  unter  dem  Titel:  i,Hygremetrical  Tables"  eathilt  aaf 
165  Seiten  33  Tafehi  in  einer  Vollständigkeit,  wie  sie  ons  noch 
nicht  vorgekommen  i8t,  und  ist  in  die  folgenden  Daterabtb«laBgen 
getheilt:  Practical  Tables  based  on  Regnault's  H3rgroniefncal 
Constantst  a.  In'  Kreuch  Measures  b.  In  Englisb  Meamres. 
(Fflr  das  französische  Maass  sind  die  hierher  gehnrenden  fänf  Ta- 
feln folgende :  Elastic  Force  of  Aqueous  Vapor.  PsyebromeCrieai 
Tables.    For  deducing  tbe  Relative  Humidity  from  tbe  Indicatiotts 

100 
of  Dew*  Point  Instraments.     Factor  -p   for  Computing  Rebtife 

flomidity,  Weight  of  Vapor  contained  In  a  Cubic  Metre  of  Air. 
Aehnlich  für  das  englische  Maass.)  —  Practical  Tables  basod  en 
Uie  Hygroroetrical  Constants  adopted  in  tbe  Greeowleh  Observa- 
tions.  -^  Miscellaneoias  Tables  for  Comparlson  (Tafeln  nach  Au« 
gast,  Kaemts,  Magnus,  Pouillet  u.A«;  auch  Air  das  Saiissure*sehe 
Haarhygrometer.)  —  Appendix:  For  comparing  Quantities  of  Raio- 
Water  given  in  Dltferent  Measures,  Namentlich  in  diesen  Tafeia 
sur  Hygrometrie  ist  nach  unserer  Meinung  Alles  gesammelt,  was 
nur  irgend  fOr  den  Beobachter  von  Wichtigkeit  sein  kann.  —  Die 
dritte  Abtheilong  unter  dem  Titel:  Barometrical  TabUs 
liefert  auf  134  Seiten  in  28  Tafeln  Alles,  was  für  die  Beohacbtuig 
des  Barometers  irgend  wfinschens wertb  sein  dflrfte.  In  feigeadeB 
Uaterabtheilungeu:  For  Comparing  tbe  differeat  Barometrieai  Sca* 
les.  For  Comparing  Barometrical  Diferences«  For  Reducing  Ba» 
rometrical  Observations  to  tbe  Freeeing  Point  For  CorrecCiiig 
Barometrical  Observation^  for  Capillary  Action  naeh  Delerea» 
Pouillet,  Gehler's  WOrterbveb,  Baily.  —  Die  vierte  Abtheilnng 
unter  dem  Titel:  Hypsemetrical  Tables  liefert  auf  149 Sei* 
ten  in  44  Tafehi  Alles,  was  nur  irgend  Rir  barom^risches  and 
thermometrisches  HiAenme^eb  von  Interesse  ist,  unter  folgende» 
ünterabtheilungeiii  J.  Barometrieai  Measuremenl  of  Heigla,    Ta« 
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bles  based  on  fiHplace^n  CMstanlt  (Deicrcw*«  Tables.  Guyofa 
Tableii.  .^  tooniis*8  Table««  Gauss'«  Table« ,  modified  by  Uippe. 
"bippe's  l^äbies«  ßabinefs  Modification  of  Laplace's  Formala. 
Balry's  faf^lesO*  Tables  based  on  Bessel*«  Tables  (Plantamoars 
Täblss.)-  Miscelläfieous  Tables  (eine  grosse  Mensre  der  nützlich. 
steil  und  wlchligsten  Tafeln,  die  hier  alle  anzuführen  lAimSglich 
ist).  2r  Tbennemetrical  MeasnremeDl  of  Heights.  3.  Appendix 
-lo  thüfl^  üypsanMrical  Tables  (Comparisen  ef  tb»  Meesufes  ofs 
Lengtb  mos!  g«nsratly  osed  for  indlcAling  AltUudes).  -—  Die  f  ün  f te 
Ab^heilvog  anter  dem  Titel:  Meteorologleal  Corrections 
»»»T-abtes  f<»r  eorrectingsertes  of  observations  fsftb« 
pf^tvs^ic  and  non*periodie  variations  enthält  a«f  120Seif 
teil  MI  Tafeln  mit •  folgenden  Unterabtheilungen:  Teniperature. 
Osntiy  Correetions  for  Perlodie  Variations  (North  Amerika.  South 
Aneriea.  Asia.  Eurepe.  Africa  and  Australia).  Montbly  Correo* 
tions  for  Non- periodic  Variations.  Force  of  Vapor  and  Relative 
Honiidity  (Moorly  Cerrections  for  Periodic  Variations).  -^  Dif 
««obste  Abtheilung  endlich  enthält  auf  16  Seiten  die  folgen- 
den <6'  allgemein  sehr  nfttsHchen  Tafeln:  L  Position  of  the  Prin- 
cipal Observatsirea.  II.  Te  cenvert  Parts  of  tbe  Eqnator  inte 
8l4ereal  Tkiie,  or  to  convert  Terrestrial  Longitude  in  Are  Inte 
THne.  111.  To  eonvert  Sidereal  Time  Into  Parts  of  the  Equator 
in  AfOy  or  to  convert  Thne  into  Terrestrial  Longitude  in  Are. 
IV.  Fer  eonf»erfing  Sldereal  Time.  V.  Correction  of  the  Time 
-obtalned  by  Obsertafion  of  the  Sun,  in  erder  to  have  the  Trae 
Time  of  the  dock.  VL  Per  Computing  Terrestrial  Surfaces  by 
Ueleres. 

Man  sieht  hieraus,  welcher  ungemein  grosse  Reichtbum  von 
Hfilfsmitteln  sur  Erleichterung  und  Abkariung  seiner  Arbeiten 
dem  Beebsicbter  bier  geboten-  wird,  und  mos«  nicht  nur  den  Fleiss, 
sonder»  aueh  den  grossen  praktischen  Sinn,  welchen  der  Heran»- 
geber  dieses  merkwürdigen  und  im  höchsten  Grade  tiiStzIlchen  und 
wichtigen  Buch»,  Herr  Arnold  6uyot,.an  den  Tag  gelegt  hat, 
bewundem,  zugleich  aber  der  Smithsonian  Institution  den 
'fHirinsten  Dank  sollen,  däss  darch  ihre  Vermittelung  dessen  Her- 
ausgabe ermöglicht  wurde.  Allen  unsern  Lesern,  die  sich  irgend 
bierhei^  gehurenden  Beobachtungen  widmen,  mus«en  wir  dasselbe 
dringendst  sur  Beachtung  empfehlen.  Wer  dieses  Buch  besitzt, 
^hänii  nach  unserer  Meinung  alle  übrigen  ähnlichen  Bacher  vrdlig 
'eittbehretf. 


Digitized  by  VjOOQIC 


^        Vermigchte  ^dirf fteii«  ^ 

The  Antlantis:  a  Register  of  Lite;rafnre  and  Science« 
Condacted  by  menibres  of  the  Catliolic  Dniyersity  of 
ireland.  No.  1.  January.  1858.  No^II.  July.  1858.  Londoo. 
1^58.    8.    (Preis  für  jede  Nummer  5  Schilliog). 

.  Unter  obigem  Titel  emoheint  von  diesem.  Jfthre -tän  eine  in 
swet  halbjährigen  Numaietn  beranskommende  Zeitschrift '^eoiisclH 
ten  Inhalts,  die  wir  der  AufmerksamlcQit.. unserer  Leser  empfiehleii 
ftu  messen  glauben»  weil  dieselbe  awph  manche  sehr  beachlena* 
werthe  Artikel  aus  dem  Gebiete  der  Allathematik  und  Physik,  ent- 
hält. Ans  den  beiden  iOrsten  Mammen»  geboren  die  Mgendea 
Aufsätse  hierher:  No.L  On  the  Influenz. of;  tb^  Great  loequidities 
ef  Jopfter»  Saturn  etc.  upon  the  Aloliens  of  the  otiiier  Heav^alsT 
Bodies  By  Rev.  W.  G.Penny,  M.  A.  p.l45.  —  Q9  the  Phy. 
sical  Structure  of  the  Earth.  By  Henry  Hennes^ky.  p.  I7(L  -^ 
No.  II.  On  an  Inequality  of  long  period  in  tke  motions  of  tha  PU- 
nets  Jupiter,  Saturn  and  Uranus.  ByRev.  W.  6.  Penny«  M. 
A.  p.  303.  -<-  On  the  Distribution  of  Hesl  over  Islands,  and  «spe^ 
cially  over  the  British  Isles»  Parti.  By  H^nry.  Henne^say. 
p.  3M.  — •  On  the  Function  of  Sommering*s  Yellow  Spot  in  pro- 
duclng  unity  of  Visual  perception  in  binocular  Vision.  .By  Tho- 
mas Hayden,  M.  D.  p.470.  —  Auch  unter  den.  sebr  ouinnig- 
faltigen  Scientific  Notices  finden  sich  .meiirere  intereas^ntn 
Notizen,  die.  wir  hier  nicht  einzeln  namhaft  machen  Jcupnen,  indem 
wir-ons  begnligen,  die  Aufmerksamkeit  unserer  Leser  im  Allge* 
meinen  auf  diese  beacbtungswerthe  neue  Zeitschrift  zu  lenke«» 


F  r  e  1  0  A  tt  f  9  »A  1b  e*     • 

'  La  Soci^t^  Prorinoiale  des  Arts  et  Sciences  k  Civeeht  met 
a»  cooGQiirs  et  recommande  ä  Tattention  des  savants^^angetn  les 
qufstions  suivantes: 

1.  #^tude  critique  sur  la  vie,  et  ie  m<rite  fti^ientlfi- 
que  de  Chretien  Huyghens*). 

.  ,  Les  m^moires  doivent  6tre.  ecrlts  en  hollandais,  franf^s^aii- 
glais,  allemand  ou  latin,  dans  tous  les  cas  en  earact^res  Italiens. 
L*auteur  marqnera  son  memoire  d'uu  signe  distinctif,  qui  sera  r^ 
produit  sur  un  billet  cacbete,  contenant  son  noni  et  son  adresse, 
et  quil  joindra  au  memoire.  Le  prir  e»t  une  m^d&|lle  tfor  de  Im 
valeur  de  trente  ducats  d*Uollande.  l>es  tn^moires  doivent  4lie 
adresses  sans  frais,  avant  le  1.  D^cembre  1859  au  S^cr^taire  g<- 
näral  de  la  Soci«^,  Mr.  le  Dr.  J.  W.  Gunning  ä  Dtrecht 

*)  Die  übrigen  Frelffragen  fallen  nicht  in  den  Kreis  des  Archivs« 
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CXXVIL 


Preis -Aufgabe  der  naturförschenden  Gesellschaft 
za  Danzig* 

Die  GisseHschaft  wiiiiftcht:  ' 

Eine  Bestimmang  der  Bahn  des  periodischen  Kometen 
Ton  Faye  (Komef  1843.  III.)  aus  den  drei  EYscheinon* 
gen  von  1843—44,  1850-^51  und  1868  mit  BerodceiobU^ 
gvng  aller  Störungen  und  FortfiObrnng  derselben  bis 'arar 
niebsten  Wiederkebr  1865—66/  flir  welche  eine  Epbc« 
nteride  so  geben  sein  wird.  Auch  ist  sa  untersnohfen ,  ob 
bei  diesem  Kometen  ein  widerstehendes'  Mittel  anreden* 
tet  ist  .    t  •         - 

Die  ausscbliessende  Frist  flir  die  Einsendung  der  Lösungen 
dieser  Aufgabe,  welche  nach  der  Wahl  der  Bewerber  in  deutscher^ 
fraDsosiScber^  englischer  oder  läteinl/scher  Sprache  abgefasst  sein 
können,  ist  der  I.  September  1860.  Die  Abhandlungen  (nicht 
von  der  Hand  des  Verfassers  geschrieben)  müssen  mit  einer  De« 
vise  versehen,  und  von  einem  versiegelten  Zettel  mit  derselben 
Devise,  der  des  Verfassers  Namen  enthSit,  begleitet  sein.  Die 
versiegelten  Zettel  zu  den  Abhandlungen,  denen  der  Preis  nicht 
zuerkannt  wird,  werden  ein  halbes  Jahr  hindurch  nach  der  Preis* 
ertbeilung  aufgehoben,  falls  die  Verfasser  etwa  ihre  Abhandlun- 
gen reklamiren  wollen.  Nach  dieser  Zeit  werden  sie  uneruffnet 
verbrannt  nod  es  kann  nachher  keine  Abhandlung  reklamirt  werden. 

Die  Ertheilung  des  Preises  von 

Sechszlg  Friedrichsd'or 

gesehiebt  am  2.  Januar  1861»  in  der  ofdentlieben  VersamnilonK 
TW.  xxxn.Hfi.3.  s 
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zur  Feier  des  Stiftangstage«.     Die  gekrönte   Abhandlung  bleibt 
Eigeuthum  der  Gesellschaft. 

Die  naturforschende  Gesellschaft  eu  Dansig. 
Dr.  LiMn,  Director.      J. «/.  Hartwig,  8ecretair. 


Elemente  der  Vermessungskunde  von  Doetor  Carl 
MaxiniLilian  Bauernfeind^  'Baomth.der  KSnigl.  Bayeri- 
schen obersten  Banbehurde  und  Professor.  Erster 
Ban^d.  München.  1856.  8.  —  Zweiter  Band.  Mfincben. 
1858.    ,8.    (Cotta>che   Buchhandlung). 

Wir  haben  die  Anzeige  dieses  jedenfalls  in  vielen  Beziebon* 
gen  empfehlenswerthen  Werks  bis  zu  dem  Erscheinen  des  uns 
jetzt  vorliegenden  zweiten  Bandes :  verseb^^  *  wd  irpU^ir  nan 
etwas  ausfahrlicher  .über  dasselbe  berichten. 

D^r  erste  Band  ist  nadl  einer  Binleltnnar^  weiche  die 
Allgemeinen  BegKiffe  enthalt,    und  di^   bei   den  Vermes- 

'  snngen  gebränchHchen  Maasse,  se  wie  das  Sehen  mit 
ftelem  Auge  bespricht*  hauptsichlich  den  Instrumenten  gewid- 
riiet  .  In  nach  unsere^  Meinung  sehr  sweekmässiger  Weise  wer- 
dait  zaerdt  die  bei  allen  Measinstrumenteo  vorkomnreiden  Be- 
standtheile  für  sich  besprocHen,  wodurch  vielfaehe,  sonst 
gewiss  häufig  vorkommende  Wiederholungen  vermiedejn  >vefden. 
^s  kommen  daher  nach  und  nach  zur  Betrachtung:  die  Mit- 
tel zur  Herstellung  der  Absehiioie«  die  Mittel  zur  Her- 
stellung von  loth-  und  wagerecbten  Richtungen»  die 
Mittel  zur  Vergrosserung  sehr  kleiper  GegeBs't&n^e, 
die  Mittel  zur  Vergrosserung  entfernter  Gegenstfi^nde, 
die  Mittel  zur  Messung  sehr  kleiner  Linien  und  Win- 
kel, und  hierin  Manches«  was  sich  in  ähnlichen  WerJcen  nur 
selten  findet,  wie-  z.  B.  die  Beschreibung  und  der.  Gebrauch 
der  Messkeile,  eines  bei  der  Messung  der  Standlinien  sehr 
wichtigen  und  interessanten,.,  an  sich  freilich  auf  sebr  einfachen 
geometrischen  Principien  beruhenden  tlülfsmittels.  Hierauf ^ht 
der  Herr  Verfasser  zu  den  verschiedenen  Arten  der  lustrumente 
selbst  über,  nämlich:  Mittel  zur  Bezeichnung  d^r  Punkte 
auf  dem  Felde.  Instrumente  psuro  Winkelmessen  (Instru- 
mente fSr  constante  Winkel,    wobei  auch  das  Prismenkreus  des 

lAmn  Verlkssers^mit  Reehl  besondere  Be^ehtutig  glifiindeD  hat; 
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lo«tranieiite  sitf  graphischen  AMfotthine  d*r  Winkel;.  Inüfrument^ 
%iir  Aufnahme  und  Absteckung  der  Winkel  im  Gradmaatifse^  näm- 
lich Boasaplfn- Instrumente,  Theodoliten',  SpiegeJaeztant.und  Spie-' 
gelkrei^e).    Inatrumente   zum   L&n^enmessen  (Maa^sstäbe, 
Measketten,  die  verschiedenen  Arten  4er  Diatan^smeaser ,  worauf 
wir    mannigfaltige  . Belehrung  geschupft   haben).     Inatrum ente 
zum  Huhenroessen  (Nivellir- Instrumente  und  Barometer).    lur 
atrumente  sum  Gesch windigkeitsmeasen,    ein  lehrreicher 
Abschnitt»   der  bis  jetzt'  in   allen  f^hnlichen   Werken  ganz  fehlt, 
wobei  wir  noch  besonders  hervorheben  riiussen,  dass  in  allen  vor- 
hergehenden AbachniUen  auch  die  Markscheide- Tnsfrumente  gana 
besondere  Beachtung  gefunden  b^ben.    Wenn  auch  die  aua  Mdnr| 
chefier  Werkstätten  hervorgehenden  Instrumente  hin   und  wieder 
besondere  BerCcksichtigung  gefunden  haben  —  wozu  Gbrigens  die 
Berechtigufig  durch  die  groase  Berühmtheit  dieser  Werkstätten^ 
die  eigentlich  allen  (ihrigen  zum  Muster  gedient  haben»  und  denen 
ewig  der  Ruhm  bleiben  wird,  zuerst  in  Deutschland  bessere  und 
vollkommenere  Instrumente  geliefert  zi|  haben»   vollständig  gege- 
ben war»  — -  so  dSrfen  wir  doch  dem  Herrn  Verfasser  das  Zeug- 
niss  völliger  Unpartheilit^bkeit  in  dieser  Beziehung  nicht  verss^gen» 
sondern    müssen   ihm   vielmehr   bezeugen»    dass  er  überall    sich 
nur    nach    dem    Besten     und    Zweckmässigsten    umzusehen   be- 
mühet gewesen  Isi     Dasa   4en  Fehlern    uod    Gorrectlonen    der 
Instrumente   stets   grosse  Aufmerksamkeit  gewidmet  worden  ist» 
bedarf  bei   einem    solchen    Werke    kaum   noch    besonderer   Er- 
innerung» wobei  übrigens  mit  Hecht  nur  solche  Corrections-Metho-' 
den  Aufnahme  gefunden  haben»  welche  praktisch  leicht  und  genau' 
ausführbar  sind.    Zeichnungen  find  Ip  reichlichem  Maasse  in  sehr 
schöner  und  deutlicher  Ausführung  und  in   einem  fast  mehr  als 
hinreichend    grossen  Maassstabe  beigegeben,    pie  verschiedenen 
Planimeter  haben  ihren   Platz  im  zweiten  Th^ile  am   gehörigen' 
Orte  gefunden.    Wenn  nun  auch   in  peuerer  2eit  schon  manche 
recht  verdienstliche  und  anerkennungswerthe  Werke  Über  Instru- 
mentenkunde  erschienen  sind»   so  scheint  uns  doch  dem  vörfie* 
genden  jedenfalls  d^r  Vorzug  einer,  so  weit  es  hei  diesem  Gegen-' 
Stande  überhaupt  möglich  ist»    völlig  systematischen  Darstellung» 
und    der   durch    das    dadurch    nothwendig  bedingte    methodische 
Fortschreiten  von. selbst  erreichten  Vollständigkeit  zu  gebühren, 
weshalb    wir   diesen    ersten    Theil   des  auch    äusserlich    von    der 
berühmten    Verlagshandtiing    vortrefllich    ausgestatteten    Werkes' 
au  sorgfältiger  Beachtung  zu  einnfeliien  und  auf  denselben  beson- 
ders aufmerksam   zq  machen  für  unsere   Pflicht  halten. 

Der  aweite  Theil  ist  den  Messungsmethoden  gewidmet.     Zu- 
erst handelt  der   Herr  Verfaaser    von    Uorizontalmessungen 
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(Messung  der  Linien.  Messung  der  Winkel  und  Dreiecke.  Mes« 
sang  von  Vielecken  und  Flarmärken,  wobei  die  Linearplanimeter 
▼on  Wetli  und  Hansen,  so  wie  das  Polarplaninleter  von  Ams* 
Ter  sorgfältig  beschrieben  und  beurtbeilt  worden  sind,  auch  die 
Vertheilung  der  Felder  mit  gehöriger  Berficksichtigung  der  Boni- 
tSt  gelehrt  worden  ist.  Messung  eines  ganzen  Landes) ;  dann  von 
den  Vertikalmessungen  (Messung  der  Vertikalwinkel.  Trigo- 
nometrische HSheniQessungen.  Nivelliren.  Barometrisches  HChen- 
inessen,  wobei  die  Theorie  von  Ohni  gebfihrende  Berücksichtigung 
gefunden  hat).  Der  folgende  Abschnitt  ist  der  Griibenmessung 
oder  der  MarLscheidekunst  gewidmet,  und  der  letzte  betrifft 
die  Wassermessungen,  worQber  man  in  allen  Obrigen  ein- 
schlagenden Werken  bis  jetzt  vergeblich  Belehrung  sucht.  Der 
übrige  Theil  des  Werkes  beschäftigt  sich  In  sehr  vollstllndi- 
ger  und  lehrreicher  Weise  mit  den  Kartenprojectionen ;  der  Ent- 
werfung der  SituationspiSne,  der  NivellimentsplSne  oder  Profilrisse 
nach  der  Länge  und  Quere,  der  Berg-  oder  Grubenpläne;  so  wie 
mit  dem  Copiren  der  Karten.  Dass  bei  den  Niveflinientsplänen 
die  Methode  der  Horizontalen  besondere  Berücksichtigung  gefun- 
den hat,  erkennen  wir  besonders  an.  Den  Beschluss  macht  ein 
auch  sehr  zweckmässig  unter  dem  besonderen  Titel : 

Tafeln   über    verschiedene    Gegenstände    der 
praktischen  Geometrie.    München.  18S8. 

erschienener  Anhang,  worin  fünfzehn,  viele  häufig  vorkommende 
geodätische  Rechnungen  "wesentlich  erleichternde  Tafeln  enthalten 
Bind-  —  l^nser  Urtheil  über  diesei^zweiten  Theil  geht  dahin,  dass 
derselbe  jedenfalls  die  einfachsten  und  besten  Messungsmethoden 
In  sehe  deutlicher  Darstellung  enthält,  und  die  jedenfalls  aus 
vielfacher  eigener  Praxis  hervorgegangene  Umsicht  bekundet,  mit 
lyelcher  der  Herr  Verfasser  überall  das  Z weckroässigste ,  bei  der 
praktischen  Anwendung  am  Sichersten  auf  guten  Erfolg  rechnen  Dür- 
fende herauszufinden  und  seinen  Lesern  mitzutheilen  und  zu 
empfehlen  verstanden  hat.  Zum  Schluss  wollen  wir  uns  nur  die 
Bemerkung  erlauben,  dass,  wenn  auch  der  Einfluss  der  unver- 
meidlichen Beobachtungsfehlef  (S.  119.)  und  die  Ausgleichung  der 
Winkel  keineswegs  unberücksichtigt  geblieben,  doch  der  Methode 
der  kleinsten  Quadrate  keine  Besprechung  zu  Theil  geworden  ist, 
woraus  wir  indess  dem  Herrn  Verfasser  bei  der  ganzen  Tendenz 
des  vorliegenden  Werkes  um  so  weniger  eitien  Vorwurf  zu  machen 
geneigt  sind,  weil  bekanntlich  die  Ansichten  über  die  Zweckmäs- 
sigkeit und  den  wahrhaft  lohnenden  Erfolg  der  Anwendung  die- 
ser Methode  in  der  Feldmesskunst,  Im  Verhältniss  zu  dem  dnrch  sie 
in  Anspruch  genommenen  Zelt-  and  Kraftaufwatid  noch  mehrfach 
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geteilt  0MI  Vind  an«  dttanifer  gekev«  woM  miin  ntorvn  manebe  ii«oere 
«Qsserhafb  DedtscMand  äosgeflibrte,  selbst  sehr  grosse  Llliiderge- 
blete  QififiÄssende  Messuitgen  zu  denken  braocbt  Nur  aber  niuss  man 
bei  dieser  DivergenE  der  Ansichten  nicht  aus  dem  Aage  verlier^nj 
dass  esMör  Wissenschaft  noch  nicht  gelungen  ist,  etwas  Besse- 
res an  die  Stelle  jener  Methode  zu  setzen,  die  aoeh  Immer  B«s 
ßr  sieb  haben -wird,  das»  sie  durch  eonsequente  SohNisse  auf 
wenigen  ;4jrfundpriociplen  aufgefAhrt  worden  ist»  wenn  auch  diese 
Gmodprjiacipien  selbst  an  sich  noch  m^che  schwache  Seite  dar- 
bieten nnd  Anfechtungen  ausgesetzt  sein  dOrften« 

Ge!^i^«^  wird  auch  dieses  Werk,  das  mit  wenigen  Ausnahmen 
durchaus  nur  elementare  mathemfttische .  Kenntnisse  voraussetzt 
und  fiberall  sich  einer  sehr  deutlichen  Darstellung  hefleis- 
sigt,  das  Seioige  dazu  beitragen,  dem  leider  noch  immer  vorkom- 
menden,, ganz  handwerksmässigen  Treiben  vieler  Feldmesser  imme^ 
mehr  und  n>ebr  ein  Ziel  zu  setzen  und  einer  geläuterten  Theorie 
immer  mehr  und  mehr  Eingang  zu  verschaffen,  welchen  Erfolg 
wir  ihm  verzOglich  wfloschen.  G. 


Physik. 

.  An&ali  del  Real  Osservatorio  meteorologico  Vesu- 
▼  iano. 

Diese  Annalen  des  durch  die  Munificenz  Sr.  Majestftt  des  KCniga 
von  Neapel  auf  dem  Vesuv  errichteten  meteorologischen  Obsor« 
vafofiihtts  werden  von  dessen  verdientem  Director  Herrn  Duigi 
Palmieri  herausgegeben  und  erscheinen  iti  einem  Bande  am 
Ende  eines  jeden  Jahres  in  gross  4^.  bei  Herrn  Alberto  D^t' 
ken  zu  Neapel  (Largo  di  Palazzo,  sotto  la  Real  Foresleria).  Bei 
der  grossen  Wichtigkeit  solcher  Beobachtungen  auf  dem  genann- 
ten merk  würdigen  Punkte  der  Erde  halten  wir  uns  verpflicbteli^ 
auf' diese  „Atonalen''  In  Folge  des  «ns  zogesandlen  Prospectna 
atifinerksam  an  machen. 


VermiMhte  Scihriften. 

Nova  Acta  Regiae  Societatis  Scientiarum  Upsa- 
liensis.  Seriei  tertlae.  Vo).  11.  Fascicolus  priar  1856. 
Upsaliae.  1859.    40. 

Der  6rste  Theil  dieser  dritten  Reihe  der  trefflichen  und  stets 
to  vieles  Ausgezeichnete  enthaltenden   Schriften  der  Königlichen 
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SooUttt  d#r  Wi«Mii0cliafte«i  zo  QpMia  M  im  LUerar.  Ber.  Nt.  GVL 
S.  10«  angezeigt  wor4en»  «nd  wir  freuen  iiQ«*  «ehon  wieder  einen^ 
fon  der  «rlblgreieheii  ThUtiglceit  derselben  von  Neuem  das  rühm- 
Uchete  '^od  erfreuricliete  Zeugnias  ablegenden  Theii  dieaer  wich- 
tigeoUeaeUachafta- Schriften  «nzi^igen  au  lidnnen.  Auaaer^racb- 
wiattenaobaftliclMn  und  botanifchen  Arbeitim  entbilt  derselbe  die 
fügenden  in  den  Kreta  dea.Arebiva  gehuren^^if  AbhandHongeo : 

'Ddterminätldn  de  la  latitude  da  nouvel  Observa« 
toire  d'Upsala.  Par  Dr.  H.  Schultz,  Aaaistaot  de  TOb- 
aervatoire  d'Upsala.    p.  177.  — p.  206. 

Auf  den  Wuii^ch  des  verdienten  Diredors  der  Sternwarte, 
Herrn  Profeasor  G,  Svauberg,  anternahni  Herr  H*  Scboltz 
eine  nene  Bestimmung  der  geographischen  Coordloatfen  des  Ob- 
servatoriums und  veröffentlicht  in  der  vorliegenden  Abbandloog 
sunScbat  seine  rifcksichtlich  der  Breite  angestellten  Untenochuo- 
gen.  Die  Grundlage  seiner  Bestimmung  bilden  Beobachtangen 
der  Sterne  im  ersten  Tertikai  mit  einem  als  Universal -Instromeot 
montirten  Fernrohr  von  Repsold  von  Tun fzigma liger  TergtSs^e- 
rung.  Nach  einer  sehr  lehrreichen  theoretischen  Auseinander- 
setzung der  Methode  an  sich  und  im  Allgemeinen,  theilt  Herr 
Schulte  seine  gans  nach  des  betreffenden  neuesten  Methoden 
geführten  Rechnungen  vollständig  mit,  die  sich  auf  die  Beobach- 
tungen von  neun  Sternen  grCnden.  Der  eine  war  der  Bessel'sche 
Fundamental -Stern  a  Cassiop.,  fOr  welchen  Herr  8.  die  Positie« 
■en  aus  dem  Naotieal-Alniasac.  1854.  entnahm.  Für  drei 
andere:  |8»  i}»  ii«  Cassiop.  hatte  Herr  Rflmker  im  Januar  1855 
dhreots  Bestimmiingen  zs  maeben  die  Güte ;  fQr  die  ubriKea  wur- 
den die  Positioses  tbeils  aus  Herrn  Jiamker's  Catsl^g«  tbeila 
aas  ,,The  Gatal.  of  Stara  of  the  Britta  Association'*  ge* 
sommen«  Im  Ganzen  halten  wir  die  vorliegende  UntersuGbuiig, 
gans  abgesehen  von  dem.  BatQrlieh  grossen  besonderen  Worthe 
der  gewonnenen  Resultate,  an  aicb  für  ein  treffliches  und  sehr 
lebrreiebes  Beispiet  ffir  derartigb  üntersni^husgen  «iberliaapti  und 
dieselbe  verdient  namentlich  auch  in  dieser  Beaiebyi^  alte  Empfeh- 
lung zu  allgemeinerer  Beachtung.  Als  End- Resultat  ergab  sich 

590.51'.  31^5 
als  Breite  der  Drehbnfpri  des  Obe#^aloriili9«» 

La   longitude   terrestre   d^terminde   au    moyen    de 
signauxgalvaniqnea.    Par  Dr.  T.  A.  7Aa/^ft.  p. 207.--p. 230. 

Jeder  weiss ,  mit  wie  gutem  Erfolg  in  ueaervr  Zeit  diia  Biek* 
triscbsn  Telographen  sieben  vteMaoh  aur  Bestimmung  vpn  Lii^gea- , 
Differensen  angewandt  ivordea  sind.   £ine  neue  BÖatimmiug  der 
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'^  '-  j  .  :  V  3.-^^  jj^^v  ,155^  -  -  ^    i«.43*,e48,  .  ; 

vrat  nitrdeü  MlMrin  ^voii»  Herrn  6«  8^anliferg  nstiiifich  imf 
gan  aiid«MB  .Wage,  «rbattente  ReMMafet  1».4»,70  «•kr  gti* 
fitereiaatimiit^i  Abelr  i  sieht  Uoak  jdieae»  Readltata  w^gen  Mt  4K6 
T««ileg«ede'; Abhandlung  fvichlig  ond  iptepeaaaivt»  sandera  anoli 
iMkaichftlich  dar  aagevraiidtefi  Methode  im  Atlgafliaiftaii.  In  da« 
;yliilra4«iitia(a  hiatarltj«^!"  cäMiUen  Thaldn  aJa  wichligata 
FeblarqaeUaQ  diaa^ft^^Metbodi  die  fblgeadea  auf: 
j    '  Iv  'heg^fevM  f^firorteUea  des  obisemtetira.      1  • 

•    ifJ^ißette^  4<il'fj^<ivi^nbiit)f  deftnertle  dea  apparMa. 
^   '*  3-:    C^n^i^-d«  la  dar^  Atfceaabire  potif  lA  tratishtia^ntn  da  «idtt«' 

'^  '"Va1til''4ledH4aA.-  '       "^     *       "'.     .     '  ''/; 

üh^  '^ntiffikett  tiuD  lÄ  d^^  ,,E.xpö'aU1oTi  g^.n^rale  Ää  ta  'lioii*' 
▼  ell^  rtVf^ihöde^^  ein^  neue  Ihrti  elgenthun^rchö  Böob&clitQAg^- 
Jbfe(bbdV|  dbrch  Ve1c1i6  die  aus  der  Ü'nglelcbUit  der  Oi'gao^  d^f 
fiebbächfef  lihd*  d^er  IVftgheit  der  Apparate  ^ntspringeiidea  V^h- 
ler  gada  Termieden  werden,  wodurch  et  aetn^t  Abhandlurt^'aii^lT 
einea , allgemein  wiasenscliafllichen  Werth  und  ein  allgeroeiaerea 
tnteceaae^'.äla  die  Reanttaie  der  Beobachtungen  ao,  aicb  deraelbeo 
ierleiben»  fiebert,  weshalb  wir  Alte,  die  sich  mit  dergleichen  Be- 
obaebtuogen  zu  beachälligen  beabaicbfigen ,  auf  dieaelbe  binwei- 
aen  und  aie  recht  sehr  zur  verdienten  Beachtung  empfehlen. ' 

...  .ftawatqjiaa  aar  la  forma  d.aaraaineanumdriquaai«fnt» 
d)«t«rtaiB^M*    Vm  CJ.Dts  Bill.    p.  32L— p.  228. 

In 'dieaefr  AKhandltttig'liefi^  Hert-  Professor  Hill  ifwel  a^e 
Beweise  flif^F^dämeotat- Theorem  der  Theorie  der  Gteldbnti- 
gen,  JwelcHea  b^kahhilich  Gaats  «igentlitb  ae'm  ganzea  Leb^ti 
'hin(lurtfil  bla  aus  den  Augeri  tertoren,  und  dem,  ausiliei'  anderea 
gtba^ea  Mafhemaffkefn,  ttamentlicb  auch  Caaehy  ateta  seine 
beaotodere  Aunaetkaamkelt  geti^diibet  bat  Den  einen  der  beiden 
B^#ei8e,  -^  die  natürlich  etaa  Mifthetlung  o^der  htith  nur  einen 
Auazitf^  hier  in  diesen  fUeltirischen  Berichten  nicht  gestatten,  — 
welcher  auf  die  Betrachtung  eiaer  €urve  van  doppelter  Krümmung 
gagrändet  ist,  nimmt  Herr  Hill  gana  als  aem  Eigantham  ia  An- 
apradhj  den  andern  bezeichnet  er  ala  eine  Mödification  daa  Ba- 
«^aiaaa  Ton  0*A  lern  hart,  die  jedoch  eine  Anwendung  auf  trän* 
acaodanta  Glaidrangen  mo^ich  macht  Den  Hnaptawech  aelner 
beiden  Beweise  macht  aber  Herr  H  i  II  mit  folgenden  Worten  nam» 
haft:    „II  m'a  toujoura  aembl^  d*an  avantage  partlcu- 
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Iter^  si  Ton  po«TAi|  «ptuni^ff  U  ..d.ömoiMitriktio^  4'nBe 
talle  niaDUre,  qu'eja  m^JOie.  M.iii|»|i  .n^»«  T^le  slkre 
^tAit  inAiquee»  cur  l»qaelle  •wt  p«av»lt  pr«« 
ce4er  »Ar^itemeni  k  \m  recherche  de«  vAlears 
joitme«  de  lA  pAT^ie  4e  1a  rAclHe«««  Wir  frenen  niis 
Wfehrftaft,  hier  bebennen  ^u  ktoneOi  das«  die«»  Woitenns  uMmt 
wie  ave-der  Seela^eselirleben  jbimI«.  Ja>  wir  mnd  gsM  eotschie* 
den  der-MeiiNing,  da«a>  Oanee,  Gaucbyvnd  aadere  grosae  Bi»* 
Hiematiker  wiederholt  ao  groaae  Bjraft  ^  md  Zeit  •  aaf  die  AvIBodinig 
atreni^r  Beweiae  Hit  den  fraglichen  Sata  verwandten»  lihrelfiger  des 
Satsea' an  aich. wegen,  an  deasen  Ricbtigkelt  WoM'l&ngat  nicht 
gezweifelt  wurde,  als  vielmehr  deahalb,  weil  ai^  von  dem  ge* 
wies  ganz  richtigen  Gesichtapunkte  ftuag4Q|enft  daaa  nicbj  bei 
der  Aufaui^hnng  atrenger  Beweiae  für  den  (täglichen  SataiVielMcht 
npch  aini  Ersten  Weg^  er4^ifoen  mochten,  aaf  deneU'.qiaR  zu;  der 
Auflösung  der  Gleichungen  selbst  gelangen  kvpM^*  ela^  A<^aicht» 
die  auch  wirachon  längst  als  völlig  richtig  anerkftnnt  nad  zu  der 
unsrigen  gemacht  haben.  Wir  veifehien  daher  nlcbti  uuaere  Leser 
auf^  die  hier  |)e8prochenen  neuesten  Arbeiten  dea  Herrn  Profesaor 
Hill  Qber  diesen  wichtigen  Gegenstand  ganz  besondre  hinzuwei- 
sen und  aufmerksam  zu  machen«.  ,6. 

Annali  di  Matematica  pura  ed  appllcata  pubblicati 
da  Barnaba  Tprtolini  e  compilati  da  E.  Betti  a  Pisa, 
F.  Bridsqhi  a  Pavia,  A,.  Genoccbi  a  Torino,  B.  Torto- 
lini  a  Homa.    4o.    (S.  Literar,  Ber.  Nr.  CXXIV.  8.  10.) 

N^.  6*  (Novembre  e  Dicembre  1858.)  Intorno  ad  aicuni  pnnti 
della  teoria  dei  minimi  qatodratl.  Nota  del  Sig.  Prof.  FeMce  Ca- 
aorati.  p.  329.  —  Sopra  i  Combinanti.  Nofit  del  Sig.  Prof. 
Enrico  Betti.  p.  344.  — :  L<a  tbeoriea  dei  covarianti,  e  .degli 
invarianti  delle  forme,  binarie  e  le,  aue  principali  appKc^sionu  Mo* 
npgrafia  del  Prof.  Francesco  Brioschi  (Continuazione)»  p.  34& 
-—  S.alla  risultante  di.due  equazioni  di  4<>.  grado»  Nota  del  Cav« 
F.  ^ü^  di  Bruno,  p.  362,  -^  Con^truction  du  centre.  de  conr^ 
bppe  de  la  courbe,  Keu  des  points  dpat  les  distaneea  a  denx 
courbea  donndea  aont  dans  un  rapport  constant.  Par  A.  Mann- 
heim. P..364.  —  Sopra  due  formole  di  Calcoio  differenziale« 
Nota  di  Emmanuele  Fergola.    p.  370. 

ntiriatA  Mbli^grAfleA.  SuIle  superficie  d*^uale  attraaienew 
Articolo  del  Prof.  F.  Brioschi»  p.  379.  -  Di  ona  nota  del  Ba- 
rone Plana.  Casi  particolari  del  moto  di  liquidi.  Articolo  del 
Prof.  Angeln  Geaocchi.  p.383.  ^  PobblicazioBi  recenti.  p.  39?« 
-^  Indice  generale  di  tufti  gK  artieoU.    p. 
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Literarischer  Bericht 
cxxviii. 


Carl  Adolph  Agpardh« 

Am  28.  Januar  1859  starb  Carl  Adolph  Agardh,   Biackor 
von  Carlatad,    iD-emem  Alter  tob  74  Jahren  and  5  Tagep,   da 
•r  am  23.  Janaar  1785  zu  B&stad  in  Schonen»    wo  aein   Vattr 
als  Kaufmann  lebte,   geboren   wa«.     Dass  Agardh's  Name  als 
fbturforscher  auf  dem  Gebtete  der  Botanik  neben  den  Namen  von 
Linn^  und  Berzellus  glänzt  und  dass  er  auf  diesem  Felde  zu 
den  berfihmtesten  Gelehrten  der  neueren  Zeit  geborte,  ist  bekannt 
genug  und  gebOrt  nicht  in- den  Kreis  dieser  Zeitschrift.    Weniger 
bekaoot  aber  ist  es  und  verdient  eben  deshalb  um  90  mehr  hier 
hervorgehoben  zu  werden,  dass  Agardh,  bei  grosser  allgemeiner 
wissenschaftlicher   Bildung,    namentlich    auch  ein    sehr  tQcbtiger 
Mathematiker  war,  so  wie  sich  denn  die  Mathematik  in  Schwe- 
den Oberhaupt  unter  aUen,    die  Oberhaupt  nur  auf  Wissenschaft- 
liehe  Bildung  Anspruch  machen ,  einer  grossen  Verbreitung  erfreut 
und  von  jeher  im  grSssten  Ansehen  gestanden  hat  und  noch  steht« 
Nachdem  Agardh  von  1799  an  auf  der  Universität  zu  Lund  stn* 
dirt  hatte,  trat  er  daselbst  1807  als  Lehrer  der  Mathematik  auf, 
kehrte  aber  bald  zu  der  schon  früher  lieb  gewonnenen  Botanik 
zurOck,  und  gelangte,  wie  schon  gesagt,  auf  diesem  Gebiete  zu 
dem   grusfiTten    wissenschaftlichen  Ruhme.     Von  1812  an  war  er 
Professor  der  Botanik  und  praktischen  Oekonomie  in  Lund  and 
wurde  endlich  im  Jahre  1834,  nachdem  er  sehen  1816  die  prie- 
sterliebe Weihe  lind  eine  Präbende  erhalten  hatte,   zum  Bischof 
von  Carlstad  befördert^  eine  Art  und  Weise,  auf  welche  Schwe- 
den Hiebt  selten  seine  grossen  Gelehrten  ehrt  und  belohnt    Sehr 
trhebeod  aber  ist  es,  zu  sehcfi^  wie  Agardh,  nachdem  er,  auf 
dem  Gebiete  iw  BetasUc  Miebe  Erfolge  errungen»  sich  incb  auf 
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plda^ogischem,  theologischem  und  staatswisseniichaftlicbeai  Ge- 
biete (durch  eine  Kritilc  der  Grundlehren  der  StaateOkononue)  sBd 
durch  seine  Thfitigiceit  auf  mehreren  Reichstagen  als  Abgeordneter 
seines  Stifts  namhafte  Verdienste  erworben  hatte,  im  spätesten  Alter 
als  Bischof  von  Carfstad  wieder  mit  ganzer  Seele  zu  den  Studien 
zurückkehrte,  mit  denen  er  seine  so  ruhmvolle  wi^senscbaftlicbe 
Laufbahn  begonnen  hatte.  Denn  noch  im  Jahre  1849  pahlicirte 
er  die  beiden,  von  tiefen  mathematischen  Kenntnissen  seagendea 
Schriften : 

Essai  sur  la  Me.tapbysique  du  caicul  integral 
Par  C.  A.  Agardi{,  Ev^que  de  Carlstad.     fitudes 
üe  l0t(itr/  Stockholm.  1849. 
und 

Apper^u  de  la  m^thode  des  siSries  povr  r4- 
soudre  les  <$quatioos  num<(riques.  Par  C«  A. 
Agardh,  Ev^que  de  Carlstad.     Stockholm.  1849. 

und  setzte  auf  den  Titel  der  ersteren  das  Motto : 

Haec  stodia  senectutem  oblectant,  adversis  rebas 
perfugium  ac  solatium  praebent  (Cicero  pro   Archia). 

Solche  Beispiele  erheben  und  erfreuen  das  Herz  und  legen, 
wenn  es  dessen  überhaupt  noch  bedürfte,  wohl  auch  Zeogniss  ab 
von  d^m  hohen  Werthe  mathematischer  Studien  für  die  Jugeod 
und  für  das  Alter. 

Friede  seiner  Asche  und  Ehre  seinem  GedSehtniss! 


Arithmetik. 

Fünfstellige  logarithmisch-trigonometrische  Tafeia 
von  Dr.  Theodor  Wittstein,  Lehrer  an  der  Königliches 
Generalstabs-Akademie  und  bei  dem  Kuniglicben  Ca- 
detten-Corps  in  Hannover.  Hannover.  (Hahn.)  1859.  8. 
20  Ngr. 

Diese  Tafeln  fünfstelliger  Logarithmen  sind  sehr  schon  od 
deutlich  gedruckt  und  nach  unserer  Ueberzeugung  recht  ^t  ein- 
gerichtet, ohne  von  der  gewöhnlichen  Anordnung  sich  vres«iitlidi 
SU  unterscheiden.  Auch  sind  wir  mit  dem  Herrn  Verfasser  darin 
ganz  einverstanden,  dass  Tafeln,  die  nicht  über  die  fünfte  Stelle 
hinausgehen,  sowohl  für  eine  grosse  Anzahl  von  Rechnong«iiy  ab 
namentlich  i&r  die  Zwecke  des  Unterrichts  vollstSndtg  aosv«iche«, 
indem  besonders  in  letzterer  Beziehung  die  siebenstdügea  Tafch 
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gewiM  vM  fiterflOMigen  Ballast  entbalten.  Für  die  Winkel  voo 
15  EU  15  MliiuteD  tm  ersteo  Quadranten  aind  in  Taf.  11.  aach  die 
natörllchen  trigonoroetriacben  Zahlen  gegeben  >  waa  wir  gleicbralifl 
recht  aweckmäaaig  finden,  da  diese  Zahlen  auch  nach  unserer 
Ueberxeugong  In  vielen  Fällen  der  Praxis  vortbeilhafte  Anwen- 
dung finden  können ,  und  gar  nicht  so  überflüssig  sind,  wie  man 
gewuhnlieb  zu  meinen  scheint  Taf.  IV.  enthält  die  Länge  der 
Kreisbogen;  Taf.  V#  die  Gauss ischen  JLogarithmen  in  einer  der 
Einrichtung  der  gewubniichen  Logarithmen -Tafein  conformen  An- 
ordnung; Taf.  VI.  die  natfiriichen  Logarithmen  der  ganzen  Zah* 
leo  Ton  1  bis  e^\  und  ein  Anhang  enthält  eine  Tafel  der  wich- 
tigsten Formeln  der  Goniometrie,  der  ebenen  und  sphärischeu 
Trigonometrie^  und  der  trigonometrischen  Auflösung  der  quadrati- 
schen und  cubiscben  Gleichungen.  Auf  dem  letzten  Blatte  sind 
endlich  die  Dimensionen  des  Erdsphäroids  zusammengestellt.  Wir 
glauben  dieses  BGchlein  Lehrern^  zur  Beachtung  aus  Ueberzeugung 
empfehlen  zu  dürfen. 


Astronomie. 

Annalen  der  k.  k.  Sternwarte  in  Wien.  Nach  dem 
Befehle  Seiner  k.  k.  apost.  Majestät  auf  Öffentliche 
Kosten  herausgegeben  von  Carl  von  Littrow,  Dtrector 
der  k.  k.  Sternwarte.  Dritter  Folge  achter  Band..  Jahr- 
gang 1858.    Wien.  1859.    8. 

Nachdem  wir  den  siebenten  Band  dritter  Folge  dieser  über- 
aus Terdienstlicben  Annalen  erst  im  vorigen  Jahre  im  Liter.  Ben 
Nr.  CX2Q.  augezeigt  haben»  wird  uns  schon  wieder  die  Freude» 
einen  neuen  Band  zur  Anzeige  zu  bringen,  woraus,  was  wir  schon 
mehrmals  rahmend  hervorgehoben  haben»  von- Neuem  die  grosse 
Regelmässigkeit  der  Arbeiten  der  Wiener  Sternwarte  unter  der 
Leitung  ihres  verdienten  Directors»  durch  welche  dieselbe  sich 
80  sehr  auszeichnet,  erheilet.  In  den  Beobachtungen  am 
Meridiankreise  holt  der  vorliegende  Band  einen  mehrjährigen 
Ruckstand  ein,  in  welchem  dieser  Theil  der  verdienstlichen  Publi* 
cationen  der  Sternwarte  sich  befand.  Bis  1856.  Juni  22.  sind  die 
Beobachtungen  ganz  auf  die  im  vorhergehenden  Jahrgange  erOr- 
tcTte  Weise  angeordnet;  von  dem  genanilten  Tage  an  erhielt 
das  Instrument  eine  Ergänzung  durch  den  Apparat  für  lichte  Fäden 
im  dunkeln  Felde,  welcher  im  VU.  Bande  Seite  VIIL  if.  beschrie- 
ben  wurde.  (M.  s.  Literar.  Ber.  Nr.  CXXI.  S.  13.)  Die  Fälle,  in 
•  welchen  an  diesen  .lichten  Linien  beobachtet  wurde,  sind  durch 


Digitized  by  VjOOQIC 


4  Wer  arischer  BMeki  CXÄfiJL 

^  *  IcMintlich  gemacht«  iem  ein«rseite  den  4\e  AntM  dm  ge» 
nommeiieD  Fäden  hezelGhnetideti  Zifern»  andereraettB  den  Mitteb 
der  Lenongen  am  Kreise  Wgelietst  Ist.  Die  aaf  diese  Art  fcesfc 
achteten  Durchgangsseiten  sind  sSmmtKch  auf  den  danUeo  Mit- 
teifaden  redacirt,  auf  welchen  sich  die  Cotumne «, Mittel  der  FMeB^ 
besieht.  Die  Beobachtungen  am  Meridiankreise »  welche  dieser 
Aand  enthSit,  reichen  überhaupt  vom  15.  Mira  1854  bin  17«  De* 
oember  1856;  die  Zonenbeobachtongea  am  Mittagsrehre, 
welche  den  Zeitraum  vom  1.  Aagust  1866  bis  2.  October  1896 
nnd  die  Zonen  9  bis  25  umfassen,  wurden  ganz  auf  die  im  rori« 
gen  Jahrgange  erörterte  Weise  fortgeRihrt  Die  Beohacbhmgee 
am  Meridiankreise  besorgte  vom  1.  Angnst  1866  an  Herr  Assiateat 
A\\4  aUein,  mit  defki  Zonenbeobachtungen  war  Herr  Assieteat 
Oeltzen  beauftragt.  Die  Meteorologischen  Beobaeht«n- 
gtea  im  Jahre  1857  bilden  nebst  einigen  Tafeln  sur  Reducfiea 
der  Zonenbeobachtungen  den  Schlnss  dieses  Bandes. 

Schon  in  unserer  oben  erwähnten  Anzeige  des  Torheigehes* 
den  Bandes  brachten  wir  die  Hir  die  Meteorologen  gewies  sehr 
wichtige  Nachricht;  dass  durch  Se.  Excelleoz  den  Herrn  Unter 
richte- Minister  Leo  Grafen  von  Thun,  dem  die  WissensdiaA 
ten  schon  so  Vieles  verdanken,  die  Mittel  zum  Drack  der  se 
wichtigen  älteren  meteorologischen  Beobachtungen  der  Wiener 
Sternwarte  bewilligt  worden  seien,  und  dass  der  Dmcic  derselhea 
nächstKis  beginnen  werde.  Diese  sehr  erfreuliche  Nachricht  ken- 
nen wir  nun  dabin  ergänzen,  dass  der  Druck  dieser  Beobachlmi- 
gen  wirklich  begonnen  hat,  und  dass  die  ersten  mit  1775  liegiB- 
nenden  Jahrgänge  nächstens  ausgegeben  werden  können.  Wie 
wichtig  der  Dienst  iirt,  welcher  hierdurch  der  Meteorologie  ge* 
leistet  wird ,  brauchen  wir  wohl  nicht  erst  aus  einander  zu  setzen»  vad 
hegleiten  daher  dieses  Unternehmen  mit  unseren  besten  WfinsiAen. 


Nautik. 

Magnetische  Beobachtungen  Im  listllchen  Thelie 
des  Mittelmeeres,  auf  Befehl  Seiner  k.  k.  Hoheit  des 
Dnrchlaochtigen  Herrn  Erzherzogs  Ferdinand  Max, 
Oberconimandanten  der  k.  k.  Marine,  aasgeffihrt  in 
Jahre  1857  von  Dr.  F.  Schaob,  Director  der  k.  Ic  Marine- 
Sternwarte.    Triest.  1858.    4. 

Durch  die  im  Jahre  1854  von  Herrn  Diredor  K.  Krnll  ans- 
gefiihrten  magaetischen  Beobachtungen  ist  im  adriatisdien  SsMi 
die  magnetische  Abil'^eichnn^  CMtaswelsang  dds  Compnaeoif)  «iea 
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Seeiibrer  nit  einer  Geamiiglielt  gegetien,  die  ntehte  m  wflnselieo 
übrig  iSeel.  Niclit  so  Teriiält  e«  eich  in  den  angrSneenden  Ge- 
wiMero.  Anf  eieeni  groeeen  Titeile  der  Seekarteo  des  4i8tKcliea 
Mittelmeeree  sind  dieAng^aben  der  magnetischen  Abweichung,  da 
sie  meist  anf  Siteren  Beobachtungen  beruhen,  uro  mehrere  Grade 
unrichtig.  Dies  beweg  Seine  Kaiserl.  Hoheit  den  Durchlauchtig* 
sten  Herrn  Erzherzog  FerdlnandMax,  den  Director  der  k.  k. 
Marine -Sternwarte  Herrn  Professor  Dr.  Seh  au  b  in  Triest  mit 
der  AusfOhrong  magnetischer  Beobachtungen  im  ganzen  dsflichen 
Becken  des  Mittelmeeres  zu  beauftragen«  Herr  Scbaub  führte 
diesen  ehrenrollen  Auftrag  in  Gemeinschaft  mit  den  Herren  Schlffs- 
.föhnrich  Lobmeyr.und  Fregattenfkhnrich  Joty,  welche  die  Zeit* 
und  Breitenbestiromungen  übernahmen,  im  August  und  September 
1857  ans,  trobei  er  die  Reise  auf  S.  M.  Kriegsdampfer  „Cnrta- 
tone",  oemmandirt  rom  Herrn  Linienschiffs -Lieutenant  Baron 
Moll,  machte.  Die  Beobachtungen  erstrecken  sich  über  den  süd- 
östlichen Theil  des  Mittelnieeres  zwischen  dem  20.  und  36.  Grade 
fistUcber  Länge  Toa  Greenwich,  und  sollen  späterhin  bis  Twnie 
auf  der  einen,  bis  Constantinopel  anf  der  anderen  Seke  ausge« 
dehnt  werden.  In  der  Einleitung  giebt  der  Herr  Verfasser  das 
angewandte  Verfahren  vollständig  an  und  erläutert  es  in  lehrrei- 
cher Weise.  Die  einzelnen  Beobachtnngsstationen  sind:  Cörfu, 
Zante»  Cerigo,  Candia*  Rhodus,  Adalia,  Liroassol^ 
Latakia,  Beirut,  Jaffa,  Alexandria,  Bombah.  Wie 
wichtig  diese  Operation  für  die  Nautik  sowohl  insbesondere,  als 
in  allgeoiein  wissenschaftlicher  Rücksicht  ist,  und  wie  sehr  die 
in  der  Schrift  niedergelegten  Resultate  verdienen,  beachtet  und 
benutzt  zu  werden,  brauchen  wir  wohl  nicht  besonders  hervorzu- 
heben, und  sagen  dem  Herrn  Verfasser  im  Namen  der  Wissen- 
scbafi  oosern  wfirmsten  Dank. 


'Nautisches  Jahrbuch  oder  vollständige  Ephemeri* 
den  und  Tafeln  für  das  Jahr  1861  zur  Bestimmung  deT 
Länge,  Breite  und  Zeit  zur  See  nach  astronomischen 
RechnuDgen,  n^el^st  einer  gemeinfasslichen  Anleitung, 
wie  die  erforderlichen  Rechnungen  anzustellen  sind. 
Unter  amtlicher  Aufsicht  herausgegeben  von  Dr.  C.  Bre- 
miker.    Berlin.    Reimer.  1859.    8.    15  Sgr. 

Wir  freuen  uns,  den  nenen  Jahrgang  dieses  nautischen  Jahr- 
boelm,  dessen  VoitreffHebkeU  eohon  irüber  mehrfach  soimohl  im 
Lileval>«  A»r.)  als  andh  im  AreUv  «dbst  ven  ans  kejvei^gehebeH 
worden  bt,  anaeigeo  s«  Usaen,  «ofaie  darüber  aMae  Mteiteres 
an  sagen,  da  seine  sehr  sweefaniMige  EfaMAdAnig  Me  itm  Mhe- 
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ren  Jahrglageo  bekannt  geong  ist  S#in  baiapiellos  nMrigar  Preis 
enpfielilt  6nB  Buch  auch  anderen  Beobachtern,  die  nicht  eatttische, 
•ondem  allgemeine  aatronomieche  Zvvecke  Teifolgen,   recht  eehr* 


Physik. 

Lehrbuch  der  Elektricität  Ton  J.  Gayarret,  Profes-* 
sor  der  Physik  an  der  medicininchen  Facoltfit  su  Parle* 
Dentsch  bearbeitet  von.  Dr.  Rudolf  Arendt.  Erster 
TheiL  Mit  280  laden  Text  eingedruckten  Holsscbnit- 
ten.    Leipsig.    Brockhaus.   1859. 

Wenn  uns  fflr  jetzt  auch  nur  die  erste  Lieferung  dieser  sehr 
wohl  gelungenen  Cebersetzung  des  Lehrbuchs  der  Elektricität  toh 
Gavarret  vorliegt,  so  glauben  wir  doch  schon  jetzt  Lehrer  der 
Physik  auf  dieselbe  aufmerksam  machen  zu  mflssen.  Die  uns 
vorliegende  «erste  Lieferung  ist  der  Statischen  Elektriclt&t ;  der 
Theorie  der  Coolomb'schen  Wage  und  des  Condensaters  in  des 
beiden  Noten  A«  imd  B. ;  dem  Magnetismus  und  dem  Anfange  der 
Dynamischen  Elektricität  gewidmet.  Jedenfalls  hat  der  Verfasser 
eine  mehr  elementare ,  zugleich  der  Praxis  dienende  Darstellung 
der  Lehre  von  der  Elektricität,  unter  Voraussetzung  eines  sehr 
geringen  Maasses  mathematischer  Vorkenntnisse,  die  flberdies 
hauptsächlich  nur  in  den  Noten  Anwendung  gefunden  haben,  lie- 
fern wollen,  weshalb  auch  alle  Instrumente  und  damit  anzustel- 
lende Versuche  sehr  deutlich  durch  treffliche  Holzschnitte  erläutert 
sind,  wobei  er  sich  zugleich ,  was  wir  als  vollkommen  zweckmässig 
anerkennen,  auf  einfachere  Apparate  beschränkt  hat  Deberhaupt 
aber  scheint  der  Verfasser  uns  in  der  angegebenen  Beziehung 
seinen  Zweck  recht  gut  erreicht  zu  haben,  und  das  Buch  ver- 
dient daher  gewiss ,  so  weit,  aus  der  bis  jetzt  vorliegenden  ersten 
Abtheilung  sich  urtheilen  lässt,  Lehrern  zur  Beachtung  empfoh- 
len zu  werden.  Die  äussere  Ausstattung  ist  in  jeder  Beziehung 
vortrefflich. 


Meteorologie« 

Untersuchungen  Aber  den  Druek  der  Luft  Bio  Bel^ 
trag  sur  Klimatolegie  Oberüsterteiehs.  Von  P»  Augu« 
stfn  Resihnber»  Direetor.  der  Sternwarte  au  Krem«-' 
mäasteri    LInm  I8BB.    ■  . 
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Wir  halte«  d'Me  Schrift  Ar  einen  wichtigen  fieltnig  icr  KU- 
mätologie  eines  der  schOneten  und  neritwürdigeten  Theile  Dentech- 
lands,  und  rdciceichtlich  der  Scrgfalt  und  Umsicht,  mit  welcher 
die  betreuenden  Beobachtungen  di«cutirt  und  sur  Grundlage  wich- 
tiger Resultate  gemacht  worden  sind,  für  fiusserst  lehrreich,  ja 
für  ein  Muster  für  derartige  Untersuchungen  überhaupt,  weshalb 
wir  dieselbe  hier  «twas  aasfuhrlicher  zur  Anzeige  zu  bringen  uns 
verpflichtet  halten.  Eine  eingehende  Dtscussion  der  zahlreichen, 
auf  der  Sternwarte  zu  Kremsmiinster  angestellten  meteorologischen  * 
Beobachtungen  begann  der  frühere  verdienstvolle  Director  der 
Sternwarte»  Marian  Koller,  konnte  dieselbe  aber,  da  er  In- 
zwischen zu  einer  höheren  Bestimmung  als  Rath  in  das  V,  k. 
Unterrichts -Ministerium,  in  welcher  hoben  Stellung  der  treffliche 
Mann  der  Stermvarte  seines  Stifts  unausgesetzt  die  regste  TheiN 
nähme  bewahrt  und  dieselbe  auf  jede  Weise  selbst  durch  eigene 
Aufopferungen  zu  fordern  gesucht  hat,  abberufen  wurde,  nicht 
zur  Vollendung  bringen.  Herr  P.  Augustin  Resihnber  bat 
nun  nach  jahrelanger  Vorbereitung  dieser  schwierigen  und  zeit- 
raubenden Untersuchung  sich  unterzogen,  und  legt  deren  Resul- 
tate in  der  oben  genannten  trefflichen  Schrift,  die  wir  mit  gros- 
sem Interesse  gelesen  haben,  dem  Publikum  vor. 

Die  Beobachtungen  wurden  an  verschiedenen  Barometern  ge- 
macht, vom  l.  Mai  l838  bis  1857  an  einem  Gefäss- Barometer  von 
Eckhardt  in  Wien,  welches  noch  gegenwärtig  im  Gebrauch  ist 
Bei  Gelegenheiteines  Besuchs  der  Sternwarte  hatte  Schumacher*) 
dieses  Barometer  mit  seinem  genau  mit  dem  Haupt -Barometer 
der  Pariser  Sternwarte  verglichenen  Barometer  controlirt  und  seine 
Correetion  =  +  0",036  Paris  s=:0'",432  Paris  gefunden,  eine  Cor- 
.rection,  die  bei  späteren,  von  Herrn  Director  Kreil  angestellten 
Vergleichungen  sich  als  ganz  richtig  erwiesen  hat. 

Die  einzelnen  Abtbeilungen,  in  welche  die  angestellten  Un. 
tersuchungen  zerfallen,  mit  deren  Angabe  wir  uns  bei  der  Kfirze 
unserer  literarischen  Berichte  begnfigen  müssen,  sind  die  folgen, 
den:  Bestimmung  des  standlichen  Ganges  der  Aeu- 
derungen  des  Luftdruckes.  -^  Bestimmung  des  mitt- 
leren .  monatlichen  und  jährlichen  Luftdruckes.  -— 
Standliche  Aenderung  des  Luftdruckes  in  den  verschie- 
denen Jahresseiten.   ^    Bestimmung   des  Einflüsse» 


*)  Eine  sehr  intereMante  BetrhreiboDg  diese«  Beaechs  der  Stem- 
-warte  In  Kremtmiinstnr  hat  Sehn  mache  v  in  ekiem  der  früheren  Bände 
der  aetronomitchen  Mach  richten,  den  Ich  in  dissem  Augcabiicfte 
jedoch  nicht  genau  sn  bezeichnen  im  Stande  bin,  gegeben.  Q. 
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ddr  Wa^terdimpre  der  Laft  auf  den  Staod  dea  Baro- 
maters.  ^^  Drnek  der  IrockeRea  Loft«  ^^  AaaaargewSka- 
liehe  SebwankuDgea  des  Laftdruekea.  •—  Mittlere  aae- 
aatliehe  Extreme*  •—  B'arometriaehe  Windraae. 

Dass  überall  die  Principieti  der  WahrscheinlicIikeitarechnuDg, 
insbesondere  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate,  Anwendnag 
gefunden  haben,  und  aus  den  Beobachtungen  allgenieine  Foroiehi 
zur  Bestimmung  der  betreffenden  Elemente  als  Functionen  der 
Zeit  durch  periodische  Reihen  abgeleitet  worden  sind,  versteht 
sich  bei  einer  so  streng  wissenschaAiich  gehaltenen  meteorojogi« 
sehen  Schrift  von  selbst,  zu  deren  Vollendung  wir  dem  Uerro 
Verfasser  von  Herzen  GlQck  wünschen,  indem  wir  nur  noch  be- 
merken, dass  es  wenige  Gegenden  geben  mochte,  deren  meteo- 
rologische VerhSitnisse  in  Bezug  auf  Luftdruck  auf  eine  gleich 
vollst&ndige  Weise  untersucht  sind. 


Vermischte  Schriften« 

Annali  di  Matematica  pnra  ed  applieata  pabblieati 
da  Barnaha  Tortolini  e  compilati  da  E.  Betti  a  Piaa, 
F.  Brioschi  a  Pavia,  A.  Genecchi  a  Torino,  B.  TortoliDi 
a  Roma.    4^^.    (8.  Literar.  Ber.  Nr.  CXXVII.  S.  8.) 

N«  1.  (Gennare  e  Febbraro  18ft9.)  II  Determinante  di  Syl- 
veater,  ed  i  risultante  di  Eulero.  Nota  del  Prof.  Otto  Haaae. 
p.  5.  —  Composizione  di  ona  funzione  biquadiaitica  ed  a  quatfto 
indeterminate.  Notadel  Prof.  B.  Tortolini.  p.  9.  —  8alle  linae 
del  terz'  ordine  a  doppia  eurvatura.  Teoremi  del  Prof.  Laigi 
Crempna.  p.  19.  —  8ui  punti  Ibcali  uelie  sopericie  di  aeeaado 
grsda«  Nota  dell  Dott.  Tommaao  del  Beccaro.  p.  30.  ^  Md- 
asioire  aar  la  figura  de  la  terre  consider^e  comme  peu  differente 
d*une  aph^re.  Par  Mr.  Oasian  Bonnet.  p.46.  —  Sur  l'abais- 
aament  de  Täquation  modulaire  du  huiti^me  degr^  (Da  ona  let- 
tera  del  Sig.  Uermite  al  Prof.  Brioschi.)    p.  Sä 

Rivtata  1iflilto^r«fiea.  Dei  criteri  per  distinguere  i  maa- 
siroi  dai  minimi  valorl  di  una  funzione.  (Richelot:  Bemerkungen 
sar  Theorie  der  Maxima  und  Minima.  Altena  1858.)  Articolo  dei 
Prof.  F.  Brioschi.  p. 61.  —  Pubblicäzioni  recenti.  p.62.  —  Pia- 
apaetua  per  un  'Opera  del  Sig.  PoggendorfCl  (Betrifk  daa  bia- 
gtapUadi-literairiacha  HandfiOrlarbiicb  zur  Gaaehiolila  dar 
a.a.  w.) 
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